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Die Axiomatisierung der Mengenlehre?).
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t,u,v, w, x,Y,2.

Fiir II-Dinge (vgl. Kap. 1, §§ 1, 2)f.9,h,7,k,1, m, nund ¢, v, 1,8, 0.
Fiir Bereiche und Mengen (vgl. Kap. II, §2)H,J,K,L, M, N.

Fiir Ordnungszahlen (vgl. Kap. V, §1) P, Q.R,8,7T.

Fir Bereiche und Mengen von Ordnungszahlen X, 7, X, [, M, N.

Symbol.
I-Ding, II-Ding,
I II-Ding
[7, =]

{z, >

xe H
H<SJ, J>H
PSSy, v e
H<Jd, J>H
P<vy, p>¢
P~y

U

Namen und Symbole.

Name.

Funktion, Argument, Argument-
Funktion.

Wert der Funktion £ fiir das Argu-
ment 2.

Paar der Argumente z, y.

Menge, Bereich.

x ist Element von H.

H ist ein Teilbereich (Teilmenge)
von J.

H ist ein echter Teilbereich (echte
Teilmenge) von J.

Nullmenge.

Aus f und g mit Hilfe von % zu~}
sammengesetzte Funktion.

Summe von H und J.

Durchschnitt (Produkt)von Hund J.

Differenz von H und J.

Basis von 7.

Bereich aller 1-Dinge ( Argumente).}

Vereinigungsbereich (Menge) aller
Elemente von H.

Durchschnittsbereich (Menge) aller
Elemente von H,

Durch f vermittelter Bildbereich
(Menge) von H.. }

Erstes Auftreten.

Kap. 1, §§ 1, 2.

Kap. 11, § 2.

Kap. II, § 3.

Kap. 11, § 4.

Kap. I1, § 5.

Kap. II, § 6.

Kap. ITL, § 1.

Kap. ITI, § 2.
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Symbol.

F(H)

KH, !

HJ

JUOH, JYOH,
JWOH

uzv...(J)
u>v...{J)
ullv...(J)

U0 (H), VO (H),
WO (H)
Abs (z; H, J)

(7)7
(17
Q*

>

HJ~H,J..(f)
HJ~H,J

fZH,J
POZH,J
ZHJ
POZ

Q**
Z(H,J)

0Z (H,J)
H J<H,J

H J>H,J
W
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Name. Erstes Auftreten.

Potenzbereich (Bereich aller Teil-} K
mengen bzw. Menge usw.) von H.

Paarbereich (Menge) von A und J. Kap

H hoch J, J-te Potenz von H. Kap

J ist eine unvollstdndige, vollstin-
dige, Wohlordnung von H.

% liegt bei der Ordnung J vor,
nach, unvergleichbar mit v. Kap

Menge der unvollstindigen, vollstéin-
digen, Wohlordnungen von H.

Der durch das Element z in deml
nach J geordneten H bestimmte ; Kap
Absehnitt. I

Die durch J dem Teilbereiche H’
auferlegte Ordnung.

Die durch die Abbildung £ iiber-
tragene Ordnung J.

Bereich aller Mengen.

Die Subsumptionsordnung.

Das nach J geordnete H ist dem } Kap
nach J' geordneten H' #hnlich.

f ist eine Zahlung des nach J ge-
ordneten H.

P ist eine Ordnungszahl des nach J

geordneten H. Kap.

Das nach J geordnete H ist zahlbar.

P ist eine Ordnungszahl.

Der Bereich aller Ordnungszahlen.

Die Ziahlung des nach J geord-
neten H.

Die Ordnungszahl des nach J ge- Kap.

ordneten H.

ap. III, § 8.

LI, § 4.
I, § 5.

IV, §§ 1—5.

IV, § 1.

Kap. IV, § 2.

IV, §4.

vV, §1.

V, §2.

} Kap. VI, § 2.

Eine Wohlordnung des Bereiches K
aller I-Dinge. }

ap. VI, § 3.



Symbol.
HxH ...(f)
Hax~H
PKZ

KZ(H)

r
H<H
H>H
HE, HU
E

P
PLZ

-0

PNZ

J(f)
J(f. P)
J(f,w)

In meiner Arbeit ,Eine Axiomatisierung der Mengenlehre
ein Axiomensystem fiir die all
selbe vom allgemeinen und

leitung der allgemeinen Menge
Resultate, wurde dort nicht
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Name.
H ist dem H' iquivalent. } Kap. VIL, § 1.
P ist eine Kardinalzahl (Anfangs-
zahl, Aleph, Miachtigkeit).
Die Kardinalzahl (Anfangszahl usw.) o Kap. VII, § 2.
von H. {
Der Bereich aller Kardinalzahlen.

Kap. VII, § 3.

H ist endlich; H ist unendlich.
Der Bereich aller endlichen Mengen.

} Kap. VIII, § 1.
Die auf P folgende Ordnungszahl. }

. VIII, .
P ist eine Limeszahl. Kap. VIIL, § 3

P ist eine natiirliche Zahl (d. h.
eine nicht-negative ganze ratio-
nale Zahl),

L. Die Axiome.
1. Einleitung.

der vorliegenden Arbeit erfolgen. Bei der Beschreibung des Axiomen-

systems, sowie bei allen Fragen von
werden wir uns hingegen auf das notwendige Minimum beschrinken; fir
nihere diesbeziigliche Ausfithrungen sei
verwiesen. (Immerhin setzt diese
zitierten voraus.)

Auch gewisse in meiner Arbeit
Fragen (Relativitit der Wohlordnung

%) nur fliichtig berithrte prinzipielle

%) Journal fiir reine und angewandte Mathematik 154 (1925), 8.219-240.

Mathematische Zeitschrift. XXVIL. 43

Erstes Auftreten.

“?) habe ich
gemeine Mengenlehre angegeben, und das-
prinzipiellen Standpunkte aus niher unter-
sucht. Eine detaillierte Diskussion desselben, d.h. die tatsichliche Her-
nlehre oder wenigstens ijhrer hauptsichlichsten
vorgenommen. Diese Herleitung soll nun in

allgemein - prinzipiellem Charakter
auf die unter ®) ztierte Arbeit
Arbeit nirgends die Kenntnis der unter %)

und Endlichkeit, Fehlen der Kate-
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gorizitit), sowie die Probleme der Unabhiingigkeit und Widerspruchireiheit
der Axiome fallen auBerhalb des Rahmens dieses Artikels. Ich beabsichtige,
auf einen Teil derselben bei einer spiteren Gelegenheit zuriickzukommen.

Wir beginnen mit der Beschreibung des zu axiomatisierenden Systems
und mit der Angabe der Axiome. Eine kurze Erlauterung des Sinnes der
einzelnen Symbole und Axiome lassen wir nachfolgen (dieselbe ist in der
Arbeit ?) detaillierter durchgefithrt). Es ist iibrigens selbstverstindlich,
da8 man bei axiomatischen Untersuchungen, wie die unsere, die Ausdrucks-
weise ,Sinn eines Symbols“ oder ,Sinn eines Axioms“ nicht wortlich
nehmen darf: diese Symbole und Axiome haben (im Prinzip wenigstens)
keinerlei Sinn, sie vertreten nur (in mehr oder minder vollstindiger Weise)
gewisse Begrifisbildungen der unhaltbar gewordenen ,naiven Mengenlehre®.
Wenn wir von ,Sinn“ sprechen, so ist damit also stets der Sinn der er-
setzten Begriffe der ,naiven Mengenlehre“ gemeint.

Unser Axiomensystem lautet folgendermafen:

Wir beschiftigen uns mit zwei Systemen, dem System der I-Dinge
und der II-Dinge. Die beiden Systeme sind nicht identisch, sie iiber-
decken sich aber teilweise: diejenigen Dinge, die zugleich I-Dinge und
II-Dinge sind, nennen wir I II-Dinge.

Ferner beschiftigen wir uns mit den Dingen A4, B, sowie mit den
beiden Zwei-Variablen-Operationen [f, ] und (z, y).

Alle diese miissen die folgenden Axiome erfiillen:

Einleitende Axiome.

1. 1. A, B sind I-Dinge.
2. [f,z] hat dann und nur dann Sinn, wenn f ein II- und z
ein I-Ding ist; es ist dann selbst ein I-Ding.
3. (x,y) hat dann und nur dann Sinn, wenn 2 und y beide
I-Dinge sind, es ist dann selbst auch ein I-Ding.
4. f, g seien 11-Dinge. Wenn fiir jedes I-Ding z [f, z] = [g, =]
ist, so st f=g.

Arithmetische Konstruktionsaxiome.

II. 1. Es gibt ein II-Ding £, so daB stets [f, 2] =« ist.

2. u sei ein I-Ding. Es gibt dann ein II-Ding £, so daBl stets
[f, 2] =wu ist.

3. Es gibt ein II-Ding f, so da8 stets {f, (=, §)] = = ist.

4. Es gibt ein II-Ding f, so daB stets [f, (x, y>] =y ist.

5. Es gibt ein II-Ding f, so daB stets [f, (z, )] = [z, y] ist.
(Natiirlich muB hier « ein III-Ding sein, sonst ist die
Gleichung sinnlos.)
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6. f,g seien II-Dinge. Es gibt ein II-Ding 4, so daB stets
U&: IL‘} = <[fa x}’ {g, x]) ist.

7. f,g seien II-Dinge. Es gibt ein II-Ding %, so daB stets
[k, ] =[f, [g, «]] ist.

Logische Konstruktionsaxiome.
HL 1. Es gibt ein II-Ding f, so daB x =y (fiir I-Dinge #, y) mit
[f, <z, )]+ A gleichbedeutend ist.

%. f sel ein II-Ding. Es gibt ein II-Ding ¢, so daB dann
und nur dann [g,z]+4 A4 ist, wenn fir alle (I-Dinge) y
[f: ¢z, y)] =4 ist.

3. f sei ein II-Ding. Es gibt ein II-Ding g, so daB fiir jedes z,
bei dem fiir ein und nur ein (I-Ding) y [f, @, )] + 4 ist,
[g, «] diesem y gleich ist. :

I1I-Dinge.
IV. 1. Es gibt ein II-Ding f, so daB ein I-Ding z dann und nur
dann I1I-Ding ist, wenn [f, 2] < 4 ist.
2. Ein II-Ding f ist dann und nur dann kein I II-Ding, wenn
es ein II-Ding g mit der folgenden Eigenschaft gibt: Zu jedem
I-Ding  existiert ein I-Ding y mit [f,y]+ 4, [g,y]==.

Unendlichkeitsaxiome.

Hier erweist es sich als praktisch, die folgenden abkiirzenden Bezeich-
nungsweisen einzufithren: f sei ein II-Ding; fiir [f, #] < A schreiben wir
auch zef. f, g seien II-Dinge; wenn fiir alle z ans zef zeg folgt, so
schreiben wir f<g. Fiir g < f schreiben wir auch f>¢g. Wenn f<g
und f2>g¢ ist, so schreiben wir f~ g; wenn f<g, aber nicht f> g ist,
so schreiben wir f<g; wenn f>g¢, aber nicht f< g ist, so schreiben
wir f>g.

V. 1. Es gibt ein III-Ding f mit den folgenden Eigenschaften: Es
gibt TII-Dinge 2 mit zef. Wenn z ein IT1I-Ding mit z¢f
ist, so gibt es auch ein I II-Ding y mit yef, fiir welches
z < y isth.

2. f sei ein ITI-Ding. Es gibt dann ein I II-Ding g mit der
folgenden Eigenschaft: Aus zey, yef (y ist also anch ein
I II-Ding) folgt zeg.

3. f sei ein I1I-Ding. Esgiht&a&nein!ﬂi)ingg mit der
fo}genden Eigenschaft: Wenn fiir ein I II-Ding z < f 1st, s0
gibt es ein I II-Ding y mit z ~ y, yeg.

Das ist unser Axiomensystem. Zu seiner Erliuterung wollen wir m‘.\ch .

folgendes anfiihren.
43*
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2. Diskussion der Axiome.

Wir haben statt dem Begriffe der Menge hier den Begriff der Funktion
zum Grundbegrifie gemacht: die beiden Begriffe sind ja leicht aufeinander
zuriickzufiihren®). Die technische Durchfithrung gestaltet sich jedoch beim
Zugrundelegen des Funktionsbegriffes wesentlich einfacher, allein aus diesem
Grunde haben wir uns fiir denselben entschieden.

Die I-Dinge sind die ,Elemente“ oder ,Argumente“, aus ihnen
werden die ,Mengen“ und , Funktionen“ gebildet. Die II-Dinge hingegen
sind die ,Funktionén®, sie sind fiir 1-Dinge, d.h. fiir ,Argumente“ defi-
niert, und haben auch solche als Werte. Die Operation [f, z] bildet aus
der ,Funktion* (d.h. II-Ding) f und dem ,Argumente“ (d.h.I-Ding)
x den ,Wert der Funktion f an der Stelle z“ [f, 2], der seinerseits wieder
' ,Argument“ (d.h. I-Ding) ist. Die charakteristische Eigenschaft der
Funktionen, durch ihren Wertverlauf eindeutig festgelegt zu sein, wird
durch das ,Bestimmtheitsaxiom® I. 4. ausgedriickt. (D. b. I. 4. besagt,
da8 jeder Wertverlauf durch hochstens eine Funktion dargestellt wird, ob
es aber iiberhaupt eine solche Funktion gibt, ist dadurch noch nicht
gesagt.)

Die zuldssigen Wege zur Herstellung von Funktionen werden in den
Gruppen II, III angegeben. Die Einteilung ist so getrofien, daf die
Herstellungsarten, die einen logischen Charakter haben, in III zusammen-
gestellt sind, und die iibrigen in II. Das Axiom IV. 1. konnte aus diesem
Gesichtspunkte eigentlich auch noch zu III gezdhlt werdent).

Wesentlich ist ferner die Frage, welche ,Funktionen“ {fihig sind,
Argumente anderer Funktionen zu sein (das wesentlichste ,impradikative*
oder ,zirkelhafte“ Element der allgemeinen Mengenlehre liegt an diesem
Punkte), d. h. welche II-Dinge gleichzeitig I II-Dinge sind. Alle kdnnen
es nicht sein, denn dies wiirde, bei den Hilfsmitteln, die uns durch die
Axiome der Gruppen II, IIT zur Herstellung von Funktionen geliefert
werden, zu einer Antinomie fithren, die der Russellschen entspricht®).

3) Eine Funktion f kann als Menge aller Paare z, f () betrachtet werden, und
eine Menge als eine Funktion, die nur zweier Werte (,Element-Sein“ und ,Nicht-
Element-8ein“) fihig ist.

4) Das Axiom IV.1. kann auch als Dual von IV.2. angesechen werden: es be-
stimmt wann ein I-Ding auch I TI-Ding ist, wihrend IV. 2. bestimmt wann ein II-Ding
I II-Ding ist. Es ist aber im Gegensatze zu IV. 2. ziemlich oberflichlich, und kdnnte
z. B. sehr gut durch die Forderung, daB8 jedes I-Ding gleichzeitig I II-Ding sei, ersetzt
werden. (Fraenkel z. B. tut etwas derartiges.)

% Diese Antinomie kann z. B. so hergeleitet wetden: Wir wihlen f nach IIL 1.,
dann ist fir jedes I XI-Ding (d. h. jede Argument-Funktion) [f,([», %}, A)]+ 4
oder =4, je nachdem [, 2] =4 oder + 4 ist. Also ist stets [f, ¢[x, 2], 4)] (=, =].

{Fortsetzung der FuBnote 5 anf der nichsten Seite.)
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Wir beantworten die Frage in einem Sinne, die wohl die sinngemife
Ubertragung des Russell-Zermeloschen Idee ist, wonach die »hicht zn
grofien® Mengen allein zuléssig sind. Dies geschieht durch das Axiom IV. 2.,
welches im wesentlichen aussagt: Eine ,Funktion“ 7 ist dann und nur
dann auch ,Argument* (d. h. ein II-Ding 7 auch III-Ding), wenn es
nicht fiir zu viele 2 solche Werte [f, 2] hat, die <= A4 sind. Oder genau
formuliert: Wenn diejenigen z, fiir die [f,x] =4 ist, nicht auf alle »
iiberhaupt abgebildet werden kénnen. (Diese Prizisierung des Begriffes ,zn
groB“ bzw. ,zu viele“ ist freilich etwas willkiirlich und iiber die Russell-
Zermelosche Idee hinausgehend, sie kann nur an ihren Konsequenzen
gepriift werden.)

Das Axiom IV. 2. enthilt iibrigens das sAussonderungsaxiom“ von
Zermelo und Fraenkel®), das »Ersetzungsaxiom“ von Fraenkel? ), und
den Wohlordnungssatz (d. h. das »Multiplikationsaxiom* von Zermelo und
Fraenkel®)). Diese Umstiinde werden wir noch an den betreffenden Orten
unserer Herleitung der Mengenlehre entsprechend hervorheben$).

Die Gruppe V (Unendlichkeitsaxiome) umfa8t schlieBlich alle Axijome,
die zur Herstellung der unendlichen Machtigkeiten (auBer dem ,,Ersetzungs-
axiom®, vgl. FuBnote 7)) notwendig sind. Sie entsprechen den Axiomen
von der ,unendlichen Menge®, der »Vereinigungsmenge* and der , Potenz-

Wir kénnen nun [f, ([, z], 4)] mit Hilfe der Axiome IL 1.—7. auf die Form g, =]
bringen (vgl. Kap. II, § 1, Hilfssatz 1, der hier ohne weiteres angewandt werden kann);
damit haben wir ein YI-Ding (Funktion) ¢ gewonnen, bei dem fiir jedes I II-Ding
(jede Argument-Funktion) [g, ] + [z, ] ist.

Wire nun jedes II- Ding gleichzeitig auch I-Ding (jede Funktion auch Argument),
so wiirde hieraus die Unmoglichkeit [9, 9] + [g, q] folgen.

Unsere Funktion g entspricht der Russellschen »Menge aller Mengen, die sich
selbst nicht enthalten®.

%) Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlebre I, Math.
Annalen 65 (1908), S. 261—-281. Fraenkel, Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mengenlehre. Math. Zeitschr. 22 (1925), S. 250—273.

") Fraenkel, Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre. Math.
Annalen 86 (1922), 8. 230—237. Das Ersetzungsaxiom lautet in der urspriinglichen
Fassung von Fraenkel folgendermaBen: »Wenn wir jedes Element z einer Menge H
durch ein & ersetzen (& abhiingig von z), so bilden auch die & eine Menge.“ In der
bei ©) zitierten Arbeit von Fraenkel wird dieses Axiom iibrigens vermieden, aber zunichst
kein anderes damit adiquates aufgestellt. Irgendein Axiom von diesom Charakter ist
jedenfalls notwendig, um die ganze Reihe der Michtigkeiten und die Theorie der Ord-
nungszahlen aunfstellen zu kénnen. ! .-

®) Dem ,Aussonderungsaxiom“ entspricht das SchluBresultat im Kap. I, §2:
dem ,Ersctznngsaxiom* der Satz 10b (Kap. I, § 2); und das Auswahlprinzip (d,-h.
das ,Multiplikationsaxiom“) wird im Satz 56 und im Satz 57 (Kap. VI §3) aus:
gesprochen, - . .
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menge” bei Zermelo und Fraenkel?). Die Existenz von II-Dingen mit
den dort verlangten Eigenschaften folgt immer aus den Axiomen der
Gruppen I bis IV19), die wesentliche Forderung ist hier stets, daB es
I I1-Dinge sein sollen.

Es ist hier am Platze, zu erkliren, was wir unter ,Menge* verstehen
(genaver: wodurch wir die Mengen der ,naiven Mengenlehre“ ersefzen
wollen), da bisher bloB die ,Funktion“ erklirt wurde. Wir nennen eine
Funktion (d. h. ein II-Ding) f einen ,Bereich“, wenn er nur der zwei
Werte 4, B fihig ist (d. h. wenn stets [f,2] = A4 oder [f,z]= B ist).
Seine ,Elemente“ sind diejenigen ,Argumente“, fiir die sein ,Wert = B
ist. Und wir nennen einen ,Bereich eine ,Menge“, wenn er gleichzeitig
,Argument“ (d. h. I II-Ding) ist. Hier liegt der wesentliche Unterschied
unseres Axiomensystems vom Zermelo-Fraenkelschen: Dort sind die ,zu
groBen“ Mengen einfach verboten, unherstellbar; bei uns konnen sie (als
,Bereiche“) gebildet werden, nur sind sie unfihig, Elemente anderer
»Mengen“ oder ,Bereiche“ zu sein. Dies ist zumindest formal bequemer,
und zur Vermeidung der Antinomien (insbesondere der Russellschen) reicht
es bereits aus.

Wie man sieht, ist iibrigens die Wahl von B gleichgiiltig, wir muiten
diesen ,zweiten Wert der Bereich-artigen Funktionen“ (der ,erste Wert
ist ja jedenfalls 4) nur ein- fiir allemal festlegen, er geht aber nicht
mehr in die Axiome ein'?).

SchlieBlich miissen wir noch die Operation (z,y) erkliren. Es ist
der Begrift des ,Paares“ (von ,Argumenten“, d.h.III-Dingen), der un-
bedingt notwendig ist, um mit Hilfe unseres Funktionsbegriffes, der offen-
bar ein-variablig ist, auch mehr-variablige Funktionen beherrschen zu kénnen.
Seine wesentlichste Eigenschaft ist, daB aus (z,y) = (2, y") x=2",y=¥
folgt. Dies kommt unter unseren Axiomen in dieser Form nicht vor, weil
es aus den Axiomen II. 3. und IIL 4. ohne weiteres folgt.

3. Systematisches zur Herleitung.

Wir wollen nun noch eine kurze Skizze der Anordnung geben, in der
wir im folgenden die Hauptresultate der Mengenlehre aus unseren Axiomen
herleiten werden.

%) Vgl die bei ©) zitierten Arbeiten,

%) Es geniigt ja dann ein f zu finden, fiir welches stets [f, z]+ 4 ist. Wir
kénnen also f nach II 2. mit einem « + 4 wihlen, z B. mit u =B,

1) Auch die Existenz eines I-Dinges, das + A ist, folgt aus den Axiomen: Wir
wiihlen f nach L 1., damn ist [f, (4, 4)]5 4. — Wenn wir B aus den Axiomen
nicht aussohléssen, so lLieBe sich das Axiom V.3. (von der ,Potenzmenge“) etwas ein-
facher formulieren.
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In den Kapiteln II und IIT leiten wir zunichst die grundlegenden
Operationen der Mengenlehre her, die in der ,naiven Mengenlehre sich
ganz von selbst verstehen. Wir miissen uns in diesen Kapiteln sozusagen
die notwendige Bewegungsfreiheit verschaffen.

Die wesentlichen Uberlegungen, nimlich die Herleitung der Theorien
von der Endlichkeit, Aquivalenz, Ahnlichkeit und Wohlordnung geschieht
in den Kapiteln IV — VIII. Hierbei kehren wir die soeben angefiihrte,
allgemein iibliche Reihenfolge der Behandlung um: Wir beginnen mit der
Abnlichkeit (IV), dann folgt einiges iiber die Wohlordnung im allgemeinen
(IV), die Theorie der Ordnungszahlen (V), der Wohlordnungssatz (VI),
und zum Schlusse kommt erst die Aquivalenz (VII) und die Endlichkeit
(VIII). Dies stofit zwar den historischen Gang der Entwicklung um, ist
aber vom systematischen Standpunkte weit angenehmer: erst durch den
Besitz des Ordnungszahlen-Begriffes und des Wohlordnungssatzes wird man
in die Lage versetst, die Probleme der Aquivalenz und der Endlichkeit
schnell und vollstsndig zu erledigen.

Es ist eine Eigenheit unserer Axiome (insbesondere des Axioms VL 2.),
daB wir dabei zwei klassische Gedankenreihen der ,naiven Mengenlehre“
nicht beniitzen miissen noch konnen: nimlich den Bernsteinschen »Aqui-
valenzsatz“ und die Zermelosche Herleitung des » Wohlordnungssatzes“ aus
dem ,Auswahlprinzip?). Wie diese Sitze hier bewiesen werden, werden
wir an den entsprechenden Stellen der Herleitung hervorheben 13),

Die Aufstellung der Theorie der Ordnungszahlen wird auf einem Wege

durchgefiihrt, der von dem in der naiven Mengenlehre tiblichen wesentlich
abweicht: Steht uns doch der dort reichlich benutzte Begriff des , Definierens
durch Abstraktion“ nicht zur Verfiigung. Die in Frage kommende Theorie
habe ich bereits in meiner Arbeit ,,Zur Einfiihrung der transfiniten Ordnungs-
zahlen®*) entwickelt, allerdings in der Ausdrucksweise der , naiven Mengen-
lehre“. Auch die Einfiihrung der Michtigkeiten bedingt shnliche Vorsichts-
mafBregeln.
a ) Der ,Aquivalenzsatz‘ wurde zuerst von F. Bernstein bewiesen, zuerst ver-
offentlicht in E. BoreP's Lecons sur la théorie des fonctions, Paris 1898, S. 103ff. So-
wohl Zermelo wie Fraenkel haben ihn in jhren Formalismus iibertragen. Die Herlei-
tung des ,Wohlordnungssatzes“ ans dem ,Auswahlprinzip“ stammt von Zermelo, und
zwar wurde sie in seinen zwei folgenden Arbeiten durchgefiihrt: Beweis, da jede Menge
wohlgeordnet werden kann, Math. Annalen 59 (1906), 8. 514—516. Neuer Beweis fir
die Moglichkeit einer Wohlordnupg, Math. Annalen 65 (1908), 8. 107—128. Besonders
interessant ist der zweite Beweis Zermelos, der von der Theorie der Wohlordaung un-
abhiingig ist.

1) Zum Aquivalenzsatz“ vgl. Satz 68 und Satz 69 (Kap. VII, § 3) und FuBnote ),
zum , Wohlordnungssatz* Satz 54 und Satz 55: (Kap. VI, §§ 3, 4).

¥} 4. v. Noumann, Zur Einfiihrnug der transfiniten Ordnungszablen, Acta uni-
versitatis Franc. Jos., Szeged, 1 (1923), S. 199208, :
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Im letzten Kapitel (IX) folgt schlieBlich ein Beweis der eindeutigen
Mbglichkeit der ,Definition durch transfinite bzw. finite (d. h. gewdhnliche
vollstindige) Induktion“. Diese beiden Prinzipien wurden in der ,naiven
Mengenlehre# vielfach als keines Beweises bediirftige evidente Wahrheiten an-
gesehen. In einer axiomatischen Mengenlehre ist beides jedenfalls unzulissig;
und wenn auch der inhaltliche evidente Charakter der ,finiten Induktion®
zuzugeben ist, so ist dafiir die ,transfinite Induktion® héehst fraglich.
(Der anschaulich-empirische Charakter der der ,finiten Induktion“ zugrunde
liegenden natiirlichen Zahlen, d.h. der nicht-negativen ganzen rationalen
Zahlen, ist ja unanfechtbar; mit den der ,transfiniten Induktion® zugrunde
liegenden Ordnungszahlen verhilt es sich wohl anders. Wenn auch die
sich unmittelbar an o anschlieBende Partie

w,o+1,0+2,..,20,20+1,20+2,...,30,..., 40, ..., ...,
®? ...,20%...,80% ...,...,0% ..., 20w% ...,80% ..., ..., 0% ...,
w® ..., 0%..., ...,a)“’,...,w("’w), B

noch einen gewissen anschaulichen Sinn hat, so wird doch der volle Ver-
lagf der Ordnungszahlen-Reihe kaum anders als eine rein formalistische
Begriffsbildung gedeutet werden konnen®)). Der Beweis dieser Definitions-
prinzipien mag auch darum nicht uninteressant sein, weil er im Rahmen
einer axiomatischen Mengenlehre wohl noch nie gefiihrt wurde.

II. Die elementaren Operationen der Mengenlehre.
1. Hilfssiitze.

Wir beweisen zuerst drei Hilfssitze, die notwendig sind, um uns die
wiinschenswerte Freiheit im Umgehen mit den Operationen [f,z] und
{x,y> zu verschaffen. Sie lauten folgendermaBen:

Hilfssatz 1. A(z,,x,,...,x,) sei ein Ausdruck, der aus den Va-
riablen z,, x,, ..., #, und irgendwelchen Konstanten ¢, ¢,,..., ¢, durch
Anwendung der Operationen [f,2] und (z, y) zZusammengesetzt ist. Dabei
durchlaufen die Variablen 2,, #,, ..., «, die I-Dinge, wihrend die Kon-
stanten ¢,, ¢,, ..., ¢, I-Dinge oder II-Dinge sind.

Der Ausdruck %(z,, z,, ..., z,) braucht nicht fiir jedes System von
I-Dingen @,, z,, ..., z, Sinn zu haben (z B. hat [(=,,%,), z,] dann und
nur dann Sinn, wenn (z,,z,) ein I II-Ding ist), wenn er aber Sinn hat,

13) Teh hoffe, anf diese Eigentiimlichkeit der Ordnungszahlen-Reihe, die anch mit
der Frage der ,Kategorizitit“ der Mengenlehre zusammenhingt, noeh in einer spiteren
Arbeit zuriickkommen zu konnen, Beziiglich verwandter Fragen vgl die §§ I 3, 5
meiner bei ?) zitierten Arbeit. Uber die Ordnungszahlen-Reihe vg! asuch Kap. IX, § 1
dieser Arbeit.
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soll er ein I-Ding sein. (Hierdurch wird der eine Fall ansgeschlossen,
daB A (2, 7,, ..., %,) gleich ¢, ist, wobei die Konstante ¢, ein II-Ding
ist, aber kein I II- Dmg)

Es gibt dann ein II- Dmg f (f ist natiirlich von z,, 2,, ..., z, unab-
héngig, aber von ¢,,¢,,..., ¢, abhingig), so daB fiir alle Systeme von
von I-Dingen z,, 2,, ..., z, fur die A(z;, 2,, ..., %,) einen Sinn hat, stets

9[(3;1: Xy, o vy x«n): {f’ «(... {zy, 2,), Z5)...), CD”)]
ist. (Fiir n = 1 verstehen wir unter ((. .. «@y, %), X3) .. ), x,) einfach z,.)

Bemerkung. Bei diesem Hilfssatze sind wohl zwei erliuternde Be-
merkungen angebracht. :

Erstens iiber seinen Sinn. In unserem System ist die Normalform
eines ein-variabligen Funktionen - Verlaunfes der Ausdruck [f, ] (f konstant,
z variabel), dies folgt aus der Deutung der II-Dinge f als ,Funktionen*.
Zur Normalform des mehr-variabligen Funktionen-Verlaufes wollen wir
nun [f, ... (Z;, %), %), ...}, ,)] machen (f konstant, z,,z,, ..., z,
variabel); und dies wird uns durch diesen Hilfssatz erméglicht, Welcher
garantiert, daB alle Ausdriicke mit Konstanten und Variablen auf diese
Normalform gebracht werden konnen.

Zweitens iiber seine prinzipielle Zuldssigkeit. Wir beniitzen den all-
gemeinen Begriff der natiirlichen Zahl, sowie den Begriff eines ,durch
sukzessives Anwenden gewisser Operationen entstandenen Ausdrucks®, d. h.
im wesentlichen die Definition durch finite Induktion. Dies ist aber bei
der Begriindung der axiomatischen Mengenlehre jedenfalls zu vermeiden,
denn alle diese Begrifie kénnen und sollen doch auf axiomatisch-mengen-
theoretischer Grundlage hergeleitet werden®). (Vgl. Kap. VIII, § 4 und
Kap. IX, §2.) Wie ist das mit dem Aufstellen unseres Hilfssatzes 1 zu
vereinen?

Die Antwort ist einfach: Wir werden den Hilfssatz 1 niemals als all-
gemeinen Satz ansehen (als welcher er offenbar unzulissig wire), sondern
nur auf konkrete Spezialfille anwenden. Ein in concreto gegebener Aus-
druck der z,, %,,...,%, und ¢, c,, ..., c,, hat mit dem Prinzip der finiten
Induktion nichts zu tun, unser weiter unten zu fithrender induktiver Be-
weis des Hilfssatzes 1 wird dann zu einer endlich durchfithrbaren Kon-
struktion. Wollten wir von der allgemeinen Formulierung des Hilfssatzes 1
absehen (was prinzipiell konsequent wire), so miiBten wir bei jeder spiter
vorkommenden Reduktion eines Amsdruckes auf die Normalform dieselbe
Konstruktion detailliert ausfithren. Es ist technisch bequemer, die Methode

%) Fraenkel (vgl. seine bei ) zititierte Arbeit) nimmi f;men anderen Standpunkt
ein: er beniitzt das Prinzip der (anschaulichen) vollstindigen Induktion (naturheﬁ nur
der finiten!) beim axiomatischen Behandeln der Mengenlehre.
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dieser Konstruktionen hier allgemein anzugeben und sich spiter einfach
darauf zu berufen. Lediglich deshalb sprechen wir diesen Hilfssatz hier
allgemein aus, und stellen sofort fest, daf wir ihn nicht als einen exakten,
allgemeinen Satz unserer Theorie ansehen, sondern vielmehr etwa als die
Skizze einer allgemeinen Beweismethode.

(Die Bemerkung liegt nahe, daB die vorangehenden Ausfithrungen
eigentlich keine Einschrinkung des Geltungsbereiches von Hilfssatz 1 in-
volvieren, sondern nur eine Umschreibung des Beriffes eines ,allgemeinen
Satzes“ sind; also daf diese Ausfilhrungen zwecklos sind. Es sei erlaubt,
demgegeniiber darauf hinzuweisen, daB ein auf eine unendliche Anzahl von
Spezialfillen bezogener ,allgemeiner Satz“ etwas mehr ist, als die Summe
seiner Spezialfille; daB hier jedenfalls noch ein neues transzendentes Moment
hinzukommt, wie es die moderne Kritik der Grundlagen der Togik und
Mathematik gezeigt hat.)

Beweis. Wir konnen bei jedem Ausdrucke A(z,, ,, ..., z,) die An-
zahl der in ihm vorkommenden Operationen [f,z] und (=z,y) feststellen,
und nennen dieselbe seinen Grad. Der Grad ist = 0,1,2,... . Wir werden
unsere Behauptung fiir alle 9-s vom Grade 0 beweisen; und dann daraus,
daB sie fiir alle %-s von Graden < k zutrifit (k= 1, 2,...), ihre Giiltig-
keit fiir die %-s vom Grade % herleiten.

Zuerst zeigen wir aber, dafl es geniigt, wenn wir uns mit dem Falle
n =1 beschaftigen. Ist namlich » >1, so wihlen wir f nach IL 3. und
g nach II. 4., dann ist:
oy =1 [F; [ [ e Ky 20), 7). 0, 20 110,
93;3:"”[9', [f: ["' [f: <<--°<<x1: xg)) 373).--), xn>}"'}}]"
ry= (g, [ [F Ly @), ). D, 2 0] 1],

z, = [g9, o Ky, ), 23) .. ), 20 ]

Wem; wir dies in U (z,, 2,, ..., Z,) einsetzen, so wird:
W (2, Ty + e 2,) = A Uy, 2,0, T) 25 2,)),
und wenn der Satz fiir » = 1 schon bewiesen ist,
=[5 e gy 200, B) -0, 2]

Es sei also n=1. Wenn % (z) den Grad 0 hat, so ist A(x)=c¢,
{c, ist dann I-Ding) oder A(x)=x. Wir wihlen also f nach IL 2.
(v =¢,) oder nach II 1., und sind damit am Ziele.

Wenn % (z) den Grad k hat (k=1,2,...) und fiir alle B(x) mit
Graden < k schon alles bewiesen ist, so schlieBen wir so:
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A(z) hat eine der drei folgenden Formen:

[f;B(x)], (C(z), B(z), [C(x),B(=)],

wo B(z), €(x) ebensolche Ausdriicke sind und £ ein II-Ding (aber kein
I I1-Ding, denn dann haben wir wieder [€(z), B(=)]) ist. B(z), C(z)
haben offenbar Grade <%k —1 <%, also ist

B(z)=[g,2z], C(x)={[h,=],
also

A(z)=[f,1g, 1), (h, 2], [g, «]>, [[%, z]1, [g, =]].

Der erste Ausdruck ist mit Hilfe von II 7. sofort auf die gewiinschte
Form [j, 2] zu bringen, der zweite mit Hilfe von IL 6.; beim dritten
schlieBlich miissen wir sukzessiv IL 5., 6. und 7. anwenden.

Damit ist die Behauptung restlos bewiesen,

Hilfssatz 2a. ¢ sei ein II-Ding. Es gibt ein II-Ding v, so daB
[, 2]+ A4 mit [y, x] = A gleichbedeutend ist und folglich [, z] =4
mit [y, z] & 4.

Hilfssatz 2b. @,y seien II-Dinge. Es gibt ein I1-Ding #, so daB
dann und nur damn [z, 2] < A4 ist, wenn [, 2] 4 4 oder [w, 2] + 4 ist.

Hilfssatz 2c. ¢, y seien II-Dinge. Es gibt ein II-Ding z, so
daB dann und nur dann [z, 2]+ 4 ist, wenn zugleich [@, 2] 4 4 und
[y, 2] 4 ist.

Beweis. (Fiir 2a.) Wir wahlen £ nach ITI. 1., dann wird [p, 2]+ 4
mit [f, (4, [, x])] = A4 gleichbedeutend, und wenn wir [f,<4, [p, zD]
auf die Form [y, ] bringen, mit [y, z] = 4.

(Fir 2b.) [, 2]+ 4 oder [y, 2] 4= 4 bedeutet ([, 2], [y, 2]) = (4 4)
(denn (u, v) = (u’, v’) bedeutet wegen II.3. und IL. 4. w =1, v==0"), also
[Fp, 21, [, 2D, <4, A)]=4, d.h. [£,([f, g, 2], [y, 2D, (4, A»], D]+ 4.
Und wenn wir die linke Seite auf die Normalform [y, ] bringen, so wird
hieraus [y, z] 4= 4.

(Fiir 2¢.) Dies folgt direkt ans 2a und 2b.

Hilfssatz 8. ¢ sei ein II-Ding. Wenn wir in [, (z, ] pund x
als Konstante und y als Variable ansehen, so kénnen wir diesen Aus-
druck auf die Normalform [, y] bringen. Wegen I. 4. wird es nur ein
II-Ding & geben, fiir welches stets [¢, (z, y)] = [&,y] (& abhingig vom
@ und z!) ist.

Es gibt nun zwei II-Dinge u und y (abhingig von ¢!), so daB
{v, 2]+ A damit gleichbedeutend ist, daB das II-Ding £ amch ein
I TI-Ding ist, und daB in diesem Falle immer & =[x, 2] ist.
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Beweis. DaB ein I-Ding & ein I II-Ding ist, kdnnen wir nach IV. 1.
so schreiben: [f,&]l+A4. — [o,<x,y>]=[&, y] driickt sich so aus:
[g, o, (x, )1, [&, y1)] &= 4. Wenn wir dies auf die Normalform bringen,
so wird: [h, ((z, &), y)]+ A4 oder [§,«z,&),y)]=A. DaB dies fiir
alle ¥y der Fall ist, bedeutet nach IIL 2.: [k,(z,&)]+ 4. — Da wir
auch [f,&]== A auf die Normalform [I, <z, £)] =+ 4 bringen kénnen, so
konnen wir sagen: ein I II-Ding &, fiir welches stets [, (z, )] =[§, y]
ist, existiert dann und nur dann, wenn [k, {z, &)]=4 und [I,¢(z, &]+ 4
zugleich erfiilllbar ist, d. h. wenn [m, ¢z, &)] = A4 erfiillbar ist. Dies be-
deutet nach IIL. 2. [n,2]=4, d. h. [y, 2]+ 4. Und wenn es ein sol-
ches £ gibt, so gibt es wegen I. 4. nur ein einziges, also brauchen wir x
nur nach IIL 8. zu wihlen, und es wird [y, z]=§&. —

Damit haben wir alle Hilfsséitze hergeleitet, deren wir zur Inangriff-
nahme unserer Aufgaben bendtigen. Wir wollen nun noch die wesentlichsten
Definitionen und Begriffsbildungen zusammenstellen, die wir in Kap. I be-
reits entwickelt haben.

2. Grunddefinitionen,

Diese Definitionen sind die folgenden:

@ sei ein II-Ding. Wir nennen es einen Bereich, wenn fiir alle x
[¢, 2] =4 oder [p, 2] =B ist. Wenn ein Bereich sogar I II-Ding ist,
so nennen wir ihn eine Menge.

@ sei ein II-Ding, z ein I-Ding. Fiir [¢, z] == A schreiben wir
auch zeg.

@,y seien II-Dinge. Wenn aus zz@ zey folgt, so schreiben wir
¢ Sy. Fir ¢ < ¢ schreiben wir auch ¢ > y.

Wenn ¢ <y und @ =y ist, so schreiben wir ¢ ~ y; wemn ¢ Sy
aber nicht ¢ > ist, so schreiben wir @ < y; wenn ¢ >y aber nicht
@ < v ist, so schreiben wir ¢ > y.

Wenn H ein Bereich (oder sogar eine Menge) ist, so sagen wir fiir
x & H auch: z ist Element von H, z gehort zu H, H enthilt z.

Wenn H, J Bereiche (oder sogar Mengen) sind, so sagen wir fiir H < J
oder J > H auch: H ist ein Teilbereich (bzw. Teilmenge) von J; und fiir
H < J oder J> H sagen wir auch: H ist echter Teilbereich (bzw. echte
Teilmenge) von J.

Man sieht sofort, daB den Relationen <, >, <, >, ~ die folgen-
den elementaren Eigenschaften zukoramen:

Aus oSy, wSy folgt 9 Sx. Aus 9 2y, p ¢ folgt 9 > 7.
Aus o<y, p<y folgt 9 <y. Aus ¢ >, >y folgt ¢ > 7.
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Es ist ¢ ~ @. Aus @ ~ 'lpfOlg/G’lp - Aus ¢ ~ y, y ~ g folgt
@ ~ 7. Aus <p~<p p o~y und g @y (@ irgendeine Relation <, >,
<, >) folgt ¢’$4’, und umgekehrt.

Ferner schlieBt man aus I. 4. ohne weiteres, da fiir Bereiche H, J
H ~ J mit H=J gleichbedeutend ist. SchlieBlich bemerken wir noch
die folgende hochstwichtige Konsequenz von IV. 2.:

Wenn ¢, 9 II-Dinge sind und ¢ < v ist, so folgt daraus, daB v ein
1 II-Ding ist, aueh da ¢ ein I II-Ding ist.

Die Giiltigkeit dieser Behauptung sieht man sofort an der Form
von IV. 2. Sie entspricht dem ,Aussonderungsaxiom“ von Zermelo und
Fraenkel (vgl. Fufinote ©)).

3. Einstellen-Funktionen und Elementarmengen.

Wir gehen nun daran, die einfachsten Funktionen und Mengen auf
Grund unserer Axiome herzustellen.

Satz la. u, v, w seien I-Dinge. Es gibt esn und nur ein 1I- Ding @,
fiir welches (@, u] = v ist, und fiir x <= u stets [@, ] =w ¢st. Dieses ¢
bezeichnen wir mit {u _}.

v, w

Satz 1b. Wenn w = A ist, so ist {:"J’ ;} esn 1 II-Ding, und es gibi
ein (von u und v unabhdngiges!) @, so daf stets [@, (u, v)] ,..{ :;} ist.

Beweis. (Fiir 1a.) Aus L 4. folgt, daB es hochstens ein solches ¢
gibt, es geniigt also die Existenz zu beweisen.

2 = u, y = v konnen wir so schreiben: (z, y) = (%, v), oder (f nach
0L 1.): [f, &z, ¥, (u, o))+ A 24 u, y=w konnen wir so schrei-
ben: [f,(x,w)]=4, y=w, oder: ([f,(z,w)],y)=(4,w), oder:
[f (LA @, w], 93, (4, wh] + A. '

DaB entweder 2 = u, y = v oder x = %, y = w der Fall ist, lautet
folglich so:

(F, =y ), Cuy o0], [F, L5 (@, W], 905 <4, whH]D + <4, 4)
oder wenn wir auf die Normalform bringen:
[, (u, 93, wy, 2), O] =<4, 4)

oder auch

[, (19, KL u, ), w), 2), 921, <4, A)] = 4

(1, ([fs L9, «Ku, ), w), 2), W1, <4, AD], A)] + 4,
und wieder auf die Normalform gebracht:

{&, (Lu, v), w), ), )] + 4.
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Zu jedem u, v, w, z ist dies fiir ein einziges y der Fall, nimlich bei
x =u fiir y=wv, und bei x == u fiir y=w. Wenn wir also j nach III 3.
wihlen, so wird:

[f’ <<<u, ”), w), x)} == {

v, fiir x=u,
w, fiir x == u.

Es geniigt nun auf die Normalform [¢, 2] zu bringen (¢ héngt von
u, v, w ab!), um das gewiinschte II-Ding ¢ zu haben.
(Fiir 1b.) Wenn w = A4 ist, so kann nur fiir z = u Ht ;}, x] +4

sein. {z’ 2} ist abei' nach IV, 2. sicher ein I II—bing, wenn es kein

II-Ding f gibt, fiir welches zu jedem z ein y mit H ZI 2}, y} +4,[f,yl==
existiert; d. h. wenn bei keinem f fiir jedes I-Dingx [f, ] == ist. Das
ist aber sicher der Fall, wenn es zwei verschiedene I-Dinge gibt, und
solche gibt es: z. B. 4 und B.

Es bleibt noch iibrig, {”;’ 2 auf die Form [g, (u, v)] zu bringen.
Wir sahen, da§ ’

({22} 2] =1, e, v, 3, 23] = [k, 00, 23]

ist, und da {:’ ;} ein I II-Ding ist, so brauchen wir ¢ nur nach dem
Hilfssatz 3 zu wihlen, damit [¢, (%, v)] ={1;’ Z} sei,

Satz 2a. Es gibt eine und nur eine Menge, die gar keine Elemente
hat. Wir bezeichnen sie mit 0.

Satz 2b. u set en I-Ding. Es gibt eine und nur eine Menge, die
das einzige Element u hat. Wir bezeichnen sie mit {u}. Es gibt ein
(von w unabhingiges) II-Ding ¢, so daf stets {u} = [¢, u].

Beweis. (Fir 2a.) {j’ ) ist [ TL-Ding und hat stets den Wert 4,

also ist es eine Menge ohne Elemente. Dal es die einzige ist, folgt
aus I 4.
(Fir 2b.) {;’ 2} ist I II-Ding und hat fiir # den West B, sonst

den Wert A, also ist es eine Menge mit dem einzigen Elemente . DaB
es die einzige ist, folgt aus I. 4. Und schliefilich ist nach Satz 1b

{’M} = [f) (u, B)] = [IP, u].

4. Zusammensetzung von Funktionen.

Im nun folgenden Satz 8 werden wir ein Konstruktionsprinzip angeben,
welches fiir die Herstellung von Funktionen und Bereichen grundlegend ist.
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Satz 3a. @, w,y seien 1I- Dinge. Es gibt ein und nur ein II-Ding £,

fiir welches fiir alle x
{C x} - {[(P, 3;}: ﬂ?"’ {Z: x} +A’

["l’s 3’}’ far [l” z] =4

ist.  Wir bezeichmen dieses ¢ mit (21¥).
Satz 3b. u sei eine der Zahlen 1,2, 3; fis «+-s fu trgendwelche u

unter dem @, v, y; und g,,..., 9s_, die dbrigen. Es gibt ein bloB von
915 - - +s 95, abhingiges (und von den f,, ..., f, unabhdingiges) II-Ding ¢,

so daff fir alle f,,...,f., fir die sowohl diese, als auch (9—%?—)
I 1I-Dinge sind,
cpl = (2lY
[ 0] = (%%)
ust, wobei v={f, bew. =(f;,f,) baw. =f,, o), fo) ist (je machdem
u=1,2,3 ist).

Beweis. (Fir 3a.) DaB es hochstens ein solches ¢ gibt, folgt aus
I 4., wir brauchen also bloB die Existenz zu beweisen.

[¢,2] =y, [x, ] + A konnen wir auch so schreiben (f nach ITL 1.):

[fi¢4, [z, 2D] =4, [p, 2] =y,
d. h.
<{f’ <A, [Z5 x])]: {?% 117}) == <Aa ?/>,

[FKf (4, [, D], [, 21D, 4, y)] + 4,
oder auf die Normalform gebracht: [g, (z, y>]== A (g hingt von ¢ und
7 ab).
Ebenso verfahren wir mit [y, zl=y, [z, 2] =4:
Ay, 2], [1. 2> =<9, 4,
[fs Klw. 21, [, 2D, <y, AN] + 4,
[k, Kz, ] + 4
(h héngt von y und y ab). DaB entweder [y, z]+4, [@,2]=1y oder
[z, 2] =4, [y, z] =y ist, bedeutet also:
L9, <z, ), [h, (2, D +<4, 4,
[f, L9, @, 1, [h, <z, O], (4, A))] = 4,
[F:AlF, L9 <2, 01, [k, (2, D), <4, 4], 4)] + 4,

d.bh. [§,¢x, )] 4+ 4 (j hingt von @, y und z ab).
Fiir jedes 2 erfiillt genau ein y diese Bedingung: Fiir [y, z] =4 ist
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es y=[¢, ], fiir [y, 2]=24A ist es y=[y,z]. Wir konnen also IIL 3.
anwenden, und es wird
(e, z], fur [z, z] + 4,
iz ={ .
(&=l [y, 2], fir [y,z]=4
Damit haben wir das gewiinschte II-Ding hergestellt.
(Fir 3b.) Wir beweisen die Behauptung fiir den (willkiirlich heraus-

gegriffenen) Spezialfall n =2, f, = @, fy =1, 9, = v; in jedem der iibrigen
sechs Spezialfille ist der Beweis ganz analog zu fiihren.

Wir schlagen genau denselben Weg ein wie bei der Herleitung von
[4,¢x,y)] += A im obigen Beweise von 3a; nur bringen wir immer an
Stelle der Normalform nach z und y auf die Normalform nach ¢, ¥, «
aund y. So erhalten wir statt

[9. ¢, ]+ A4, [h<x, ]+ 4, [z, ]+ 4

sukzessiv
[9*. e, 0,20, ] +=A4, ¥ (L, 0,20 Yl 4, 45K, 020 ] +4

(g*, k¥, j* hingen nur von y ab), und kehren dann wieder mit Hilfe von
IIL 3. um, wobei statt [£, #] analog [k*, ((p, x), #)] entsteht (¢* hingt
auch nur von wy ab).

Wir haben nun

[*, (o, 1), )] ={{"” a), fir [z,2]+4,

[’/’:x]’ fiir [Z’x]‘_"“A,
d. h

[6*, @, 1, 2] = [ (H2), 2]

Wenn also ( %—"1) auch ein I II-Ding ist, so kénnen wir den Hilfssatz 3
anwenden und erhalten dann

_(elvy
[5, {p, Z)] = (T>
(& nur von y abhingig), wie behauptet wurde.

5. Summe, Durehschnitt und Differenz von Bereichen.

Der Satz 38 liefert uns das Mittel, an die Konstruktion der im Titel

dieses Paragraphen genannten mengentheoretischen Operationen heran-
zutreten.

Satz 4a. H,J seien zwei Bereiche. Hs gibt einen und nur einen
Bereich K, fiir den xze K damit gleichbedeutend ist, daB xeH oder xed
2st. MKMMWWH%—JMWasdemmm
H und J.
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Satz 4b. Wenn H, J beide Mengen sind, so ist auch H-AJ eine
Menge. Es gqibt ein 1I-Ding @, so daf fir alle Mengen H,J
‘ [, G, D] = H+J
2st.

Beweis. (Fiir4a.) DaB es hochstens einen solchen Bereich gibt,

folgt aus L 4.; es geniigt also die Existenz zu beweisen. Es ist aber klar,
daB das II-Ding (%é—‘-’) alle gewiinschten Eigenschaften besitzt,

(Fiir 4b.) Wir miissen zeigen: Wenn H, J Mengen, d.h. I II-Dinge
sind, so ist anch H--J Menge, d. h. III-Ding. Die zweite Behauptung
folgt dann hierauf sofort mit Hilfe von Satz 3b: Es ist dann

H+4J= (%ﬂ = {f, (H, I, H)l=[¢,(H, J)l'

Also seien H, J I II-Dinge, es gilt (nach IV.2.) zu zeigen, daf fir
kein II-Ding g zu jedem « ein y mit [H+J,y] + A [g,y] = = existieren
kann, [H+J,y] 4 A bedeutet ysH oder yeJ, es gilt also zu zeigen:
Es gibt ein (I-Ding) z, welches von allen [g, y] mit yeH oder yed ver-
schieden ist.

Wir wihlen %, j nach IL 8. baw. IL 4. und setzen:

[hs Ly, x}} = U"? QL‘}, {33 {9, 37}] :{l! 3’}
Da H, J beide I1II-Dinge sind, so gibt es (nach IV. 2.) ein I-Ding 7, so
daf fiir kein ye H [k,y]=r ist; und ein I-Ding s, so daB fiir kein yeJ
[l,y]l=s¢ ist.
Hieraus folgt aber: Es kann fiir kein ye H [9,9]=(r, 8) sein, denn
dann wire
[k, y]=[h, 19,911 =[h,(r, )] =1
entgegen der Annahme; ebensowenig dann fiir ein yeJ [g, y] = (7, 8) sein,
da daB
[l’ y] = {j: {93 x}] = {j’ {r, 3)} =
zur Folge hitte. Also haben wir in z = (r, s) das gewiinschte gefunden.
Satz 5a. H, J seien zwei Bereiche. Es gibt einen wund nur esnen
Bereich K, fiir den z¢ K damit gleichbedeutend ist, daff zugleich =& H und
xed ist. Dieses K bezeichnen wir mit H-J und nenmen es den Durch-
sehnitt von H und J.

Satz 5b. Wenn H oder J eine Menge ist, so ist H-J auch eine
Menge. Es gibt ein II-Ding ¢ bew. w bew, ¥, welches von H bazw.
von J bew. von H und J unabhdngig ist, so dap immer wenn H bew.J
bew. H und J Menge ist, " . )

H-J—"—"——[l}!),ﬂ} bzw. d{‘i’: J} bzw. :{Zsfﬂa‘i}} R
2st. - ., . s o -t
Mathematische Zeitschrift, XXVIL 44
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Beweis. (Fiir 5a.) Die Eindeutigkeit folgt wieder aus I.4., die

Existenz des geforderten Bereiches ist klar, denn das II-Ding (‘-’—;‘—g)
hat die gewiinschten Eigenschaften.

(Fiir 5b.) Wieder geniigt es den Mengencharakter von H-J zu beweisen,
alles iibrige folgt durch Anwendung .des Satzes 3b.

Diesen sieht man so ein: Es ist offenbar H-J < H und H-J < J,
also ist H-J immer Menge, d. h. I II-Ding, wenn H oder J es ist.

Satz 6a. H, J seien zwer Bereiche. Es gibt esnen und nur einen
Bereich K, fir den xcK damit gleichbedeuiend ist, dafl xeH ist, aber
nicht xed ist. Dieses K bezeichnen wir mit H— J, und nennen es die
Differenz von H und J.

Satz 6b. Wenn H eine Menge ist, so vst auch H— J eine Menge.
Es ¢gibt ein II-Ding ¢ bzw. v, welches von H bzw. von H und J un-
abhdngig ist, so daf wenn H bzw. H und J Menge ist,

N H—J=[p, H] baw. = [y,<H, )
ist.
Beweis. (Fiir 6a.) Die Eindeutigkeit folgt auch hier aus I. 4., die

Existenz des geforderten Bereiches ist klar, denn das II-Ding <M>

hat die gewiinschten Eigenschaften. 7

(Fiir 6b.) Auch hier geniigt es den Mengencharakter von H— J zu
beweisen, da daraus alles iibrige durch Anwendung des Satzes 3b {olgt.

Diesen sieht man so ein: Es ist offenbar H— J < H, also ist H—J
Menge, d. h. I II-Ding, wenn H es ist. — Wir fiilhren nun noch eine
Konstruktion durch, die wir im folgenden ebenfalls ziemlich hiufig ge-
brauchen werden.

Satz 7Ta. ¢ ses ein II-Ding. Es gibt einen und nur esnen Bereich H,
fiir den xeH mit xzeq gleichbedeutend ist, d. h. H~ ¢ ist. Dieses H
bezeichnen wir mit B (@) und nennen es die Basis von H.

Satz 7b. Wenn ¢ ein I1I-Ding ist, so ist B(¢) esne Menge. Es
gebt ein II-Ding v, welches von @ unabhdngig ist, so daf3 wenn @ ein

I I1-Ding vst, .
] [v, ¢]=B(9)
28t.
Beweis. (Fiir 7a.) Die Eindeutigkeit folgt wieder aus I. 4., die
Existenz sehen wir so ein: Wir wahlen f nach II. 2., mit = B; dann

hat (%ﬁ) offenbar alle gewiinschten Eigenschaften.

(Fiir 7b.) Wieder geniigt es mit Riicksicht auf Satz 3b den Mengen-
charakter zu beweisen; dieser aber ist evident: Wegen B (@) ~ ¢ ist B(gp)
jedenfalls Menge, d. h. I 1I-Ding, wenn ¢ es ist.
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6. Rechenregeln.

Auf Grund der Sitze 2 und 4 konnen leicht alle angefithrten Ele-
mentarmengen von Zermelo-Fraenkel, d. h. die Mengen mit ein oder zwei
Elementen, gebildet werden. Wir definieren:

{u, v} — {u} + {0}
{u, v} ist nach 2b und 4b eine Menge, und seine Elemente sind
und v. Aus 2b und 4b folgt weiter:

1w, v} = {u} +{v} = [f, {u}, {o}] = [f, g, 41, [g, v])] = [k, Cw, v)].
Da {u, u} und {u} dieselben Elemente haben, und {x, v} und {v, u}

gleichfalls, so ist
{w, v} ={u}, {u,v}={v,u}.

Wir bilden noch einen Bereich, den wir im Verlaufe der Unter-
suchungen brauchen werden, d.i. ,der Bereich aller I-Dinge“, d.h. einen
Bereich, der alle I-Dinge enthilt. Nach I. 4. gibt es hochstens einen
solchen Bereich, und daB es einen solchen gibt, sehen wir so ein: Wir
wihlen f nach II. 2., wobei % = B ist, dann hat £ die gewiinschten Eigen-
schaften. Diesen Bereich nennen wir 2. © ist iibrigens keine Menge,
d. h. kein III-Ding. Dies folgt sofort aus IV.2., denn wenn wir f nach
I1.2. wahlen, so ist fiir jedes I-Ding z [f, zl==w, [2,2]4+ 4.7

Wir geben nun der Vollsténdigkeit halber die Rechenregeln fiir 0,
Q, 4+, -, — und B an, ohne die trivialen Beweise.

0+0=00=0~0=0, 2+L02=0.0=0, Q—0Q=0,

Q40=0-0=0, 0-0=0—0=0.
H+-0=H—0=H, H0=0, H+Q-20,

HQ=H H-0Q=0.
H+ J=J+H, (H+J)+K=H+(J+K),
HJ=J.H, (HJ)-K=H{J-K).

H+H=HH=H, H—H=0.
(H+J)-K=HK+J.K, (H—J)K=HEK—JK.
H—(H—J)=HJ, (H—J)+J=H+J,

(H+J)—J=H—J=H—H.J.

) DaB Q keine Menge, d.h. kein III-Ding sein kann, 18t sich auch ohne das
Axiom IV. 2. emsehen (oder wenigstens ohne dessen so wertgehende Inanspruchnahme),
das ist im wesentlichen der Sinn der Russelschen Antinomie. Vgl. FuBnote #). An
Stelle von Axiom IV.2. ist bloB die Bemerkung notwendig, daB mit f auch jedes
9 < f em ITI-Ding ist (das ,Aussonderungsaxiom®).

44*‘
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HSHA+J, JSH+J. Aws HSK, JSK folgt H+-JS K.
H>H-J, JzH-J. Aws H>K, JZK folgg H-J>K.
Aus K< H, K-J=0 folgt K H—J.

f~ g ist mit B(f)= B(g) gleichbedeutend.

feg ist mit B(f)e B(g) gleichbedeutend (e ist eine der Relationen
<, =, <, >).

SchlieBlich beweisen wir gleich hier einen Satz, den wir spiter be-
nétigen werden. Er lautet so:

Aus {{u,v},{u}}={{u, v}, {«'}} folgt u=2" und v="0"

Erstens zeigen wir, daB w» = u’ ist. {u} gehort zu {{=, v}, {u}},
also auch zu {{v’, '}, {u'}}, folglich ist {u}={u’, v’} oder = {u'}.
Da %’ Element beider ist, so ist es jedenfalls Element von {u}, folglich
mufl %' = sein, wie behauptet wurde.

Nehmen wir zweitens an, daf v <o’ ist. {u, v} gehort zu {{u, v}, {u}},
also auch zu {{u’, o'}, {u’'}}, also ist {u,v}={u’, v’} oder = {u’}.
Da v Element von {u,v} ist, ist es auch Element von {u’, v’} oder
von {u'}; folglich ist v=u', oder v =1v’, oder v =u’. Wegen v’
kommt nur » = u’ in Frage. Ebenso kénnen wir v’ = u beweisen, wegen
u=1wu' mul also doch v =o' sein, entgegen der Annahme. Also ist auch
v=1'.

ML Die allgemeinen Operationen der Mengenlehre.

1. Vereinigungsbereich und Durchsehnitt eines Bereiechs von Mengen.

Satz 8a. H sei esn Bereich, der nur Mengen als Elemente hat. Es
gibt einen und nur einen Bereich J, fir den xed damit gleichbedeutend
ist, daf eine Menge y mit xey, yed existrert. Dieses J bezeichnen wir
mit S(H) und nennen es den Vereinigungsbereich von H.

Satz 8b. Wenn H eine Menge ist, so ist auch S(H) eine Menge
Es gibt esn I1-Ding @, so daf fir alle Mengen H
_ g, H] = S(H)

281,

Beweis., (Fiir 8a.) Wieder folgt die Eindeutigkeit aus I.4., die
Existenz sehen wir wie folgt ein.

[H,y]+ A bedeutet ye¢H, dann ist y jedenfalls eine Menge und
[y, 2]} 4 A bedeutet zey. Beides zugleich 1iBt sich so formulieren
(f nach III 1.):

[f.(A.[H, gDl =4, [f.¢4,[y,2]]=4.
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Also
{4 [H, yD]. [ <4, [y, 2D =<4, 4),

[fKIf. (4, [H, y D1, [f: <4, [y, DD, (4, AN] =+ A4,
und auf die Normalform gebracht:

[9:¢x, ]+ 4
(9 héngt nur von H ab). DaB ein solches y existiert, bedeutet (% nach
II1. 2.):
[k, 2] =4
[7, 2] + 4,

und wenn wir J= B(j) setzen, so wird:

oder

B, wenn ein solches y existiert,
A, wenn kein solches y existiert.

{Lﬂ={

Dies II-Ding J hat also alle gewiinschten Eigenschaften,

(Fiir 8b.) Wenn H eine Menge, d.h. III-Ding ist, so sehen wir,
da S(H) auch Menge, d.h. III-Ding ist, so ein: Nach V.2. existiert
ein 1II-Ding f, fiir welches S(H) < f ist, folglich ist auch S(H) ein
I II-Ding.

Wenn H ein III-Ding ist, so konnen wir die bei dem Beweise von
Satz 8a angestellte Rechnung folgendermafBen abindern: Die erste Re-
duktion auf die Normalform nach z,y ersetzen wir durch eine nach H,
z, y, dann erhalten wir statt [g, <z, )] [g¢% «H,2), y)], wobei g*
auch von H unabhingig ist. Ebenso erhalten wir statt [%, 2] [A*(H, )],
und statt [§, 2] [, <H, 2)] (&%, von H unabhingig). Sodann setzen
wir k*= B(;*), und dann wird offenbar:

[k*, H, 2] = [S(H), ]

Da S(H) ein I1I-Ding ist, konnen wir den Hilfssatz 3 anwenden,
und es wird:

' S(H)=g, H].

Satz 9a. H sei ein Bereich, der nur Mengen als Elemenie hat. Es
g2bt esnen und nur einen Bereich J, fir den xed damit gleichbedeutend
wst, daf fir jede Menge y mit yeH auch xey ist. Dieses J bezeichnen
wir mit D (H) und nennen es den Durchschnitt von H.

Satz 9b. Wenn H =+ 0 ist (und nur dann), so ist D(H) esne Menge.
Es gibt ein II-Ding ¢, so dapf fir alle Mengen H =0

. Q(H} = [9’: H:i
ust. :
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Beweis. (Fiir 9a.) Die Eindeutigkeit folgt auch hier aus I.4., die
Existenz sehen wir wie folgt ein.

[H, y] + A bedeutet yecH, dann ist y jedenfalls eine Menge, also
auch III-Ding; und [y, ] = 4 bedeutet, daB nicht zey ist. Beides zu-
sammen kénnen wir auf die gewohnte Art auf die Form

[fice, ] +4

(f bhingt nur von H ab) bringen. DaB dies nie stattfindet, driickt sich
nach IIL 2. so aus:

[g,z] =+ 4.

Wenn wir also J= B(g) setzen, so ist

7 B, wenn es kein solches y gibt,
7. =} = {A, wenn es ein solches y gibt.

Dieses II-Ding J hat also die gewiinschten Eigenschaften.

(Fiir 9b.) TFiir jedes Element y von H ist offenbar D (H) S y;
wenn also H <=0 ist, d. h. Elemente hat, so folgt daraus, dal y ein I11II-Ding
ist (denn ein Element y von H ist offenbar ein III-Ding), daB auch
2(H) 111-Ding, d.h. Menge ist. Ist hingegen H=0, so ist D(H)= 2,
denn da H keine Elemente y hat, gehort jedes = zu 2D(H), und 2 ist
keine Menge.

Wenn H eine Menge und H =0 ist, d.h. wenn H und 2(H) beide
I II-Dinge sind, so schliefen wir ebenso wie beim Satze 8: Wir verfahren
ebenso wie beim Beweise 9a, nur reduzieren wir auf die Normalform
nach H und  und erhalten so statt [f, ¢z, y)] und [g, 2] [, «H, z), ¥}
und {g*, H,z)] (f * g* sind auch von H unabhingig). Sodann setzen
wir * = B(g"), so daB

[2%,<H, 2)] = [D(H), ]
ist, woraus nach Hilfssatz 3

2(H)= [99’ w}

Es ist leicht, die Operationen H -+ J und H.J fiir Mengen H, J (fiir
Bereiche nicht!) auf S und 2 zuriickzufithren. Es gilt nimlich offenbar
H+J=S({H,J}), H-J=2({H,J}).

. Ferner gilt offenbar:

folgt

2(0) = Q, S{O)—::O‘
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2. Der Bildhereich.

Satz 10a. H ser ein Bereich, ¢ ein II-Ding. Es gibt einen und
nur einen Bereich J, fir den xed damit gleichbedeutend ist, dap es ein
y mit yeH, [@,y]==x gibt. Dieses bezeichnen wir mit |[@, Hl| und
nennen es den durch @ vermitielien Bildbereich von H.

Satz 10b. Wenn H eine Menge ist, so ist auch |[¢, H)| eine Menge.
(Diese Behauptung entspricht dem ,Ersetzungsaxiom® von Fraenkel.
Vgl. FuBnote 7).) Es gibt ein II-Ding v bew. y, welches von H bzw. von
H und ¢ unabhingig ist, so dapP, wenn H Menge ist, bzw. H Menge und
@ I11-Ding ist,

[g, Hl|= [y, H] baw. [1,(H, )]
2st.

Beweis. (Fir 10a.) Die Eindeutigkeit folgt aus I.4., es bleibt
iibrig die Existenz zu beweisen. Wir miissen ausdriicken, daf es ein y
mit yeH, [¢,y]==x gibt. Diese Eigenschaft von y formuliert sich so
(f nach IIL 1.):

[Hyl+4, [p.y]l=2,

{f’<[H$ y1 A>}=A? {99: y}—-——x, L
(F H, y1, D), [¢, y) =<4, ),

Uf, KUf5 <[H, 31, D], [, D), <4, 2] + 4.

und auf die Normalform gebracht:

[9:¢z, ]+ 4
(g hingt von H und ¢ ab). DaB es ein solches y gibt, bedeutet nach IIL 2.
[h,z] =4,
[7, =]+ 4.
Wenn wir also J= B(j) setzen, so wird

B, wenn es ein solches y gibt,
4, wenn es kein solches y gibt.

(7,21~

Das II-Ding J besitzt also die gewiinschten Eigenschaften.

(Fiir 10b.) Nehmen wir an, H wire Menge, d. h. I II-Ding, und
@, H]| nicht. Nach IV. 2. miifite es dann ein II-Ding f geben, so daf
fiir jedes z ein y mit [|[@, H], y]+ 4, [f, y] = z existierte. Also wire
y=1[¢,2],2¢eH, d. h x=[f,{p,2]]. Wir wihlen nun g nach IL 7,
so daB - )

[file, 211 =192}
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ist, dann gibt es zu jedem z ein z mit ze H, [g, z] = . Also kann auch H
kein III-Ding sein.

Wenn H eine Menge, d. h. I II-Ding ist, und folglich [, H]| auch,
so konnen wir |[@, H]| mit derselben Methode auf die Form [y, H]
bzw. [z, (H, ¢)] (je nachdem nur H oder Hund ¢ als I II-Dinge voraus-

gesetzt sind) bringen, wie bei den Sitzen 3b, 8b, 9b. Beim Reduzieren
zur Normalform gewinnen wir statt

{g’ (z, y)}: [k7 93}, [?a $]a J=.B(7)
(9%, KH, x), 1], [2*, (H, )], [j*, (H, 2)], k* = B(j*)

(9%, %, 4%, &* hingen nur von ¢ ab) bzw.
(977 «H, 9, 23, ], [B*F, «H, @, 23], [7**, (H, , 23], ™ = B(G*¥)
(g**, B**, %%, B** sind fest). Dann wird
[l H], 2] =[%*,(H,z)] bzw. =[k**, (H, ¢}, 2)]
und nach Hilfssatz 3
Lo, Hl| = [v, H] bzw. =[x, <H, p)].

wieder

3. Der Potenzbereich (Bereich aller Teilmengen).

Satz 11a. H sei esn Bereich. Es gibt einen und nur einen Be-
resch J, fir den dann und nur dann xed ist, wenn z eine Menge und
x < H dst. Dieses J bezeichnen wir mit P(H) und nennen esden Potenz-
bereich oder Bereich aller Teilmengen von H.

Satz 11b. Wenn H eine Menge ist, so ist auch P (H) eine Menge.
Es gibt ein II-Ding @, so dap fir alle Mengen H P (H)= /g, H] ist.

Beweis. (Fiir 11a.) Die Eindeutigkeit folgt aus I.4., es bleibt
iibrig die Existenz zu beweisen.

DaB z eine Menge und < H ist, konnen wir so ausdriicken:
[fi 2]+ A (f nach IV.1.), fiir kein y [z, yl+ A4, [z,y]+ B, firkeiny
[2,y]+ 4, [H,y] = A. Diese Bedingung kbnnen wir auf die gewohnte
Art auf die Normalform

lg.2]1+ 4
(g9 hingt nur von H ab) bringen. Wenn wir noch J= B(g) setzen, so
haben wir das gewiinschte II-Ding hergestelt, da

B, wenn die obigen Bedingungen erfiillt sind,

J, z] = . . . .
- [5a] {A, wenn die obigen Bedingungen nicht erfiillt sind,

ist.
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(Fir 11b.) Wir miissen zuerst beweisen: wenn H Menge, d. h.
I II-Ding ist, so ist es auch P (H). Der zweite Teil der Behauptung
ergibt sich dann auf die gewohnte Art: statt [g, 2] wird [g* (H, 2)]
(9* unabhéingig von H) gebildet, j* = B (g*) gesetat, woraus wegen

[7%(H, )] = [P (H), 2]
mit Hilfe von Hilfssatz 3 P(H) = [, ] folgt.

H sei also ein III-Ding. Wir bilden das III-Ding f nach V. 3.
Wenn ze P(H) ist, so ist < H, also gibt es ein y mit  ~ ¢, yef.
Da 2 ~ y ist, und z ein Bereich ist, so ist nach Satz 7 2= B(y). Wir
wihlen g nach Satz 7 so, daB [g, ] = B (u)ist, dann ist fiir jedes z ¢ P(H)
z=[g,y], yef. Wir bilden nun einen Bereich J, der J ~ f ist; das ist
offenbar B(f). Da f ein III-Ding ist, ist J eine Menge.

Wenn 2 ¢ P(H) ist, so ist 2=[g,9], yeJ, d.h. ze|[g, J]; also
ist P(H)<S (g, J)]. Da J eine Menge ist, so ist es auch |[g, J]|, und
daraus folgt, daB auch P (H) ein III-Ding, d.h. eine Menge ist.

4. Der Paarbereich.

Satz 12a. H, J seien zwei Bereiche. Es gibt einen und nur einen
Bereich K, so daff xe K damit gleichbedeutend ist, daf es zwei w, v mit
ueH, ved, x=(u,v) gibt. Dieses K bezeichnen wir mst |(H, J)|, und
nennen es den Paarbereich von H und J.

Satz 12b. Wenn H und J beide Mengen sind, so ist auch [KH,J)
eine Menge. Es gibt esn II-Ding o, so daf fir alle Mengen H, J
. (KH, D) = [, H, J)]

281,

Beweis. (Fiir 12a.) Die Eindeutigkeit folgt -aus I. 4., es bleibt iihrig
die Existenz zu beweisen.

Zu diesem Zwecke bringen wir (analog wie bei den Sitzen 3a, 8a,
9a, 10a, 11a) die Bedingung: ,Es gibt ein %, zu welchen es ein » gibt,
so daB [H, u]=+ 4, [J,v]+ A, (u, v) =z ist,* auf die Normalform:

[f.z]1+4
(f hiingt von H, J ab). Dann setzen wir K = B(f); K besitat alle ge-
wiinschten Eigenschaften.
(Fir 12b.) Wir miissen zuerst beweisen: Wenn H, J Mengen sind,
so ist auch [(H, J)| eine Menge. Die Darstellung
konnen wir dann mit genau der gleichen Methode gewinnen; wie die analogen
Resultate in den Satzen 8b, 8b, 9b, 10b, 11b.
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Also seien H, J Mengen. Wir hatten im Kap. II, § 6 den Satz be-
wiesen: Aus {{u, v}, {u}} = {{u’, v'}, {v'}} folgt u=u’', v=20; infolge-
dessen ist {{u, v}, {u}}={{u', v}, {u'}} mit (u, v) =(u’,v") gleich-
bedeutend. Nun ist aber

{{u, v}, {u}} =19, g, (w, ©)], [, uD] =[], (%, ©)] .

Wenn z = {{u, v}, {u}} ist, so gibt es also ein einziges y, fiir
welches y = (w’, v') und z =[4, y] ist, nimlich y =<(u, v). y=(u',v")
bedeutet ye[(Q, 2), d. h. [(2, D], y]l+ 4, [k,yl+ A. Diese Be-
dingungen: [k, y] = 4, [j, y] = = konnen wir ohne weiteres auf die Form

(L, ]+ 4
bringen; da ein und nur ein y diese Bedingung erfiillt, nimlich y = (u, v),
so brauchen wir nur m nach IIL 3. zu wihlen, und es wird

[m’ x} =Y,

[m, {{u, v}, {v}}] = (u, v).

Wennnun we H, veJist, soist ue H+J, ve H+J, also {u, v} S HH-J,
{u} < H-+J, und da es sich um Mengen handelt, {u,v}e P(H+J),
{ube p(H+T). Also ist weiter {{u, v}, {u}} < PHLI), {{, 0}, {u}}
e P(PH+ ), und schlieBlich [m, {{u, v}, {u}}]e|[m, P(PH+I)],
d. h. (u,v)e|[m, P(P(H+J))]|. Aus dieser Uberlegung folgt, daB
(H, D < |[m, P(PH+T))] ist. Da nun H, J Mengen sind, so sind es
auch H+J, P(H+J), P(PH+T)), |[m, P(PH+JI))]; und folg-
lich ist auch [(H, J)| ein I II-Ding, d. h. ein Menge.

d. h.

5. Der allgemeine Potenzbereich.

Satz 13a. H, J seden zwei Bereiche. Es gibt einen und nur einen
Bereich K, fir den xeK damit gleichbedeutend ist, daff x ein I II-Ding
ist, und daf fir jedes u die folgende Bedingung erfillt ist:

wenn nicht wed ist, [x,u]=A4,
wenn ued ist, [z, u]e H.

Dieses K bezeschnen wir mit H' und nennen es die J-te Potenz von H.

Satz 13b. Wenn H und J beide Mengen sind, so ist auch H? eine
Menge. Es gibt ein II-Ding ¢, so daf fir alle Mengen H, J
, B =[9,H, D]
" gst.
Beweis. (Fiir 13a.) Die Eindeutigkeit folgt aus L 4., es bleibt
iibrig, die Existenz za beweisen. Zu diesem Zwecke bringen wir hier die fol-
gende Bedingung auf die Normalform: , « ist ein I I1-Ding, es ist fiir kein u



Die Axiomatisierung der Mengenlehre. 699

[J,u}=A, [#,u] =+ A, esist fiir kein v [J,u]+ 4, [H, [z, u]]=4.%
Die Normalform ist
[f,x]l+4

(f hangt von H, J ab). Dann setzen wir K= B(f); K besitzt alle ge-
wiinschten Eigenschaften.

(Fir 13b.) Wir miissen zuerst beweisen: wenn H, J Mengen sind,
so ist auch H’ eine Menge. Die Darstellung

H =, H, D)
kénnen wir dann ebenso gewinnen, wie bisher stets bei den analogen Sitzen.

Also seien H, J Mengen. Wenn 2¢H”, ueJ ist, so bilden wir das
Paar (u, [z, »]) und bringen es auf die Form [f, #] (f von z abhingig!).
Wir bilden den Bereich L = |[f, J]|, seine Elemente sind die [f, »]. Da
J eine Menge ist, is es L_ auch.

L, ist offenbar folgendermafien zu charakterisieren: es ist das ein-
zige &, welches die folgende Bedingung erfiillt: , & ist ein I II-Ding. Es
gibt kein z, fiir welches einerseits [£, z] 4= 4 wire, und andererseits kein u
existierte, fiir welches [J, u] 4, (w,[z,u])=2 ist. Es gibt kein 2,
fiir welches [£, 2] 4= B wire, und ein u existierte, fiir welches [J, u] = 4,
(u, [z, u])=2 ist.“ Diese Eigenschaft kann aber anf dem gewohnten
Wege auf die Form

. [9: ¢z, &] + 4
(g ist von z unabhiingig, & wird als I-Ding angesehen) gebracht werden.
Nach IIIL 8. ist dann

L,=1[h, z].

Wenn nun z’e H? z”¢H’ ist, so folgt aus Ly =L, x =z".
Wegen I. 4. geniigt es hierzu zu zeigen, daB stets [2/, u] = [2", u] ist.
Wegen z'eH”, 2”¢ H’ ist dies fiir u-s, die nicht zu J gehéren, klar:
dann ist ndmlich [a/,4]=[2",u]=A4. Wir kénnen also ueJ an-
nehmen. (u,{2’, u]) gehért za L., also auch zu L,.; folglich ist
(u, [7/, w]) = (v, [2", v]). Hieraus folgt aber u=v, {2, u]=[2", v],
d h [/, u] =[2", u].

Wir kénnen nun

z'eH’, y=Ly=[h,2']

', ]+ 4
bringen. Wenn y=L_, ze H' ist, so ist dies nur fiir ein 2’ erfiillt, nim-

lich fiir 2’ =2, da jaaus 2eH’, 2'¢eH’, L,=L, x=2 folgt. Wemn
wir also % nach IIL 3. wihlen, so wird:

[k, 9] ==z, [k, L]=2.

auf die Form
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Jetzt sind wir in der Lage, den Mengencharakter von H’ zu be-
weisen. Denn fiir jedes zeH’ und wued ist uel, (z,udeH, also
(u, [z, u])e (], Hy|; folglich ist L, < [(J, H)|, also L, &P (|<J, H)|).
Hieraus folgt weiter [k, L,] ¢ [k, P (<, )|)]|, d. h.ze|[k, P |<J, H)|)]|-
Also ist H” <[k, P([<J, H)|)]|. Und da H und J Mengen sind, so sind
es auch [(J, H)|, P(<J, H)|), [k, P ([<J, H>])]| und folglich ist H’ eben-
falls ein I II-Ding, d. h. eine Menge.

IV. Grundbegriffe der Wohlordnung.

1. Die unvollstindige Ordnung. Abschnittes).

Wir beginnen mit der Definition der unvollstindigen Ordnung*®):

Definition. H, J seien zwei Bereiche. ,Wir sagen, daB J eine un-
vollstindige Ordnung von H ist, in Zeichen J O H, wenn es die folgen-
den Eigenschaften hat:

1. Jedes Element von J ist =(u, ), ue¢H, veH.

2. (u,u) ist nie Element von J.

3. Wenn (u, v) und (v, w) Elemente von J sind, so ist auch (u, w)
Element von J.

Wenn JUOH ist, und ue H, ve H ist, so bedeutet
... (J), daB (u,v)ed ist,
u>v...(J), daB (v,u)ed ist,
ul|v...(J), daB u = v ist, und weder (u,v)eJ noch (v, u)sJ ist.

Wenn kein Mifverstindnis moglich ist, so schreiben wir auch einfach
w<v, u>v und u | v.

Wir stellen zunichst die grundlegenden Eigenschaften der Relationen
<, > und | fest: .

Wenn ueH, veH ist, so findet stets eine und nur eine der vier fol-
genden Relationen statt: u =0, uv...(J), u>v...(J), w{v...(J).
wulw...(J) ist mit v>u...(J) gleichbedeutend; uljv...(J) mit

1%} Wir wahlen hier die transitive unvollstindige Ordnung zum Ausgangspunkte,
ans dem Grunde, weil dies der Charakter der ,echten Teilmengen-Relation“ oder der
»Subsumptionsordnung® [vgl. G. Hessenberg, Kettentheorie und Wohlordnung, Journal
f. Mathematik 135 (1910), S. 81—133] ist, die in unseren Untersuchungen eine ent-
scheidende Rolle spielt. Sonst kénnten wir auch von der bloBen Nicht-Reflexivitdt
ausgehen, denn aus ihr, sowie aus der Wohlordnangsbedingung, folgt sowohl die Transi-
vitdt, wie die Vollstindigkeit der Ordnung.

19) Unsere Definition der Ordnung (als Bereich) weicht von der urspriinglichen
Definition derselben durch Hessenberg [vgl. seine bei %) zitierte Arbeit] ab, sie wurde
zuerst wohl von Hausdorff verwendet. (Eine weitere Definition der vollstindigen Ord-
nung gibt C. Kuratowski, Fund. Math. 2 (1921), 8, 160—171)
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vpu... (). Aus wulv...(J), viw... (J) folgt uiw...(J), aus
u>v...(J), v>u...(J) folgt u>w...(J).

Die Beweise dieser Aussagen eriibrigen sich. Ferner stellen wir die
zwei folgenden Sitze iiber die unvollstindigen Ordnungen von Mengen auf:

Satz 14. Wenn H eine Menge ist, so ist auch jede unvollstindige
Ordnung von H eine Menge. Es gibt eine und nur eine Menge K, fiir
die JUQO H mit Je K gleichbedeutend 4st.

Dieses K bezeichnen wir mit WO (H). Es gibt ein I1-Ding ¢, so
daf fir alle Mengen

U0 (H) =, H]
2st.

Beweis. Aus der Bedingung 1 der Definition folgt, da8 fiir jede
unvollstindige Ordnung J von H J<[(H,H)! ist. Wenn also H eine
Menge ist, so sind es auch [(H, H)| und J. Folglich ist Je P(|(H, Hy).
Wenn wir also die Existenz eines Bereiches K nachweisen kénnen, dessen
Elemente die unvollstindigen Ordnungrn von Hsind, so mu8 K < P(|(H, Hy))
sein, d. h. dieser Bereich ist eine Menge. '

Daf es nur einen solchen Bereich geben kann, folgt aus I.4. Wir
miissen also nur noch die Existenz beweisen; und dann die Darstellung
UO(H) =g, H].

Es handelt sich um die folgende Eigenschaft eines &: & ist ein T II-
Ding. Es ist fiir jedesz [&,2] = 4 oder [£,2] = B. Esistnie [§,2]+ 4
und dabei fiir jedes » und v entweder [H,u] =4 oder [H,v] = A4 oder
{w,v)x. Es ist nie [&,(u,u)]<4. Es ist nie [ (u,v)]<+ 4,
[&;w,w)]+ 4, [§,(u,w)]=A.“ Wir konnen dies auf die gewohnte
Art auf die Form

. [f.(H, 8]+ 4
bringen (f fest).

Diesen Ausdruck bringen wir zunichst auf die Form
[9:61+ 4
(g von H abhingig) und setzen K = B(g). Dann hat K die gewiinschten
Eigenschaften,
Wenn wir ferner 2 = B(f) setzen, so ist offenbar

und da {/O(H) ein 1II-Dingist, so konnen wir den Hilfssatz 8 anwenden:
UOH)=[o,H].
Satz 15. H, J', J” seien Bereiche, J'UOH, J'UOH. Wenn
uw., (I mit uw...(J") gleichbedewtend ist, so ist J=J".
Dies ist auch dann der Fall, wenn aus wv...(I') usv...(J")
folgt, und aus wlv...(J") wllo...(J") folgt. . . - "o
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Beweis. Wenn w < v...(J') mit w<v...(J") gleichbedeutend ist,
so ist 2=(u,v), u<v...(J') mit z=(u’',v"), u' v ...(J") gleich-
bedeutend, d.h. zeJ’ mit zzJ”. Also ist J'~ J", J'=J".

Wenn aus u<v...(J) wzv...(J") folgt, und aus ulfjv...(J")
ul|v...(J"); so miissen wir noch zeigen, daB aus u = v...(J”) u<w...(J')
folgt. Wire es nicht so, so wire entweder = v oder »>v... (J’), d. h.
v<u...(J) oder uljv...(J); also entweder u =v oder v = wu...(J”),
dhu>v...(J") oderufjv...(J”), entgegenu v ... (J"). — Weiter
definieren wir die Abschnitte in unvollstindig geordneten Bereichen:

Definition. H, J seien zwei Bereiche, JI{/O H. Wir nennen einen
Bereich H' einen Abschnitt des nach J geordneten H, in Zeichen H'_#bs H, J,
wenn H'< H ist, und wenn es noch die folgende Eigenschaft besitzt: Aus
zeH', ye H— H' folgtx = y...(J). ) — Wir definieren nun eine Klasse
von echten Teilbereichen eines unvollstindig geordneten H, die wir die
»durch z bestimmten Abschnitte im nach J geordneten A+ nennen werden.
Diese Bezeichnung erméglicht insofern MiBverstindnisse, als diese Bereiche
im allgemeinen weder simtlich Abschnitte im nach J geordneten H sind
noch alle Abschnitte zu ihnen gehdren. Wir werden aber in den §§ 5, 6
dieses Kapitels zeigen: fiir ,vollstindige Ordnungen“ (vgl. dort) sind sie
simtlich Abschnitte, und fiir ,Wohlordnungen“ (vgl. dort) sind sie sogar
im wesentlichen die einzigen Abschnitte (Satz 31).

Satz 16a. H,J seien Bereiche JUOH und xeH. Es gibt einen
und nur einen Bereich H', so daf ye H' mit y <« ... (J) gleichbedeutend
vst. Wir bezeichnen dieses H' mii _Abs (x; H,J) und nennen es den von
x bestimmien Abschnitt im nach J geordneten H.

Satz 16b. Wenn H (also auch J) eine Menge ist, so ist es auch
NAbs(z; H,J). Es gibt ein II-Ding ¢, so daf fir alle Mengen H,J
und alle xe H

Abs (w5 H,J) = [, (H, J), 2)]
sst. Ks gibt ferner zu jedem H,J, JUO H, ein (nur von H, J abhingiges)
II-Ding v, so daf fir alle xeH, fir die Abs(x; H,J) eine Menge ist,
Abs(z; H,J)= [y, z]
sst. (Wenn H eine Menge ist, so sind nach dem vorangehenden Satze
auch alle #bs(x; H,J) Mengen; es gibt aber auch unvollstindig geordnete
Bereiche, die keine Mengen sind, fiir welche dies zutrifft. Ja, es gibt sogar
. zu jedem Bereiche iiberhaupt eine unvollstindige Ordnung — die iibrigens

*) Es kiime auch die Bedingung ,eus 22 H’', y Z«...(J) folgt ys H'“ in Frage.
Fir vollstindige Ordnungen (vgl Kap. IV, § 5) kommt beides auf dasselbe heraus, und
hier brauchen wir diese Definifion fir Satz 17.
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eine Wohlordnung ist [vgl. Kap.1V, § 5] — fiir welche dies zmtrifft [vgl.
die Sdtze 41 und 54]).

Beweis. (Fiir 16a.) yeH, y<x...(J) bedeutet: [H,y]= 4,
[4,(y,2>] + A, was auch so geschrieben werden kann: [f,y]<= A (fhingt
von H,J und z ab). H = B(f) hat ofienbar die gewiinschten Eigen-
schaften. Die Eindeutigkeit folgt aus L 4.

(Far 16b.) Der Mengen-Charakter von _#bs(z; H,J) folgt aus
Nbs(x; H,J)< H. Die beiden Darstellungen von _#bs(z; H,J) ergeben
sich auf die gewohnte Weise. —

Satz 17. H,J seien zwei Bereiche, es sei JUO H. Wenn K', K”
zwes Abschnitte des nach J geordneten H sind, so ist K'= K", oder
K' < K", oder K'> K".

Beweis. Wir miissen zeigen, daB K’ < K" oder K” < K’ ist. Wenn
nicht K'< K” ist, so gibt es einze K', welches nicht Element von K” ist.
Wegen K'<S H ist x¢ H, alsoist xe H— K”. Aus ye K" folgt also y & .
Wire nun y nicht Element von K, so wire es ein Element von H — K’,
denn wegen K” < H ist ye H. Folglich miifite >y, y> 2 sein. yx
und y = 2 sind aber inkopatibel, also folgt aus ye K” yeK', d. h. esist
K'< K.

2. Auferlegte und iibertragene Ordnung. Die Subsumptionsordnung.

Wir definieren zwei Arten der Ordnungs-Definition fiir einen Bereich

mit Hilfe eines andern, bereits eine Ordnung besitzenden Bereiches.

Satz 18a. H,J seien Bereiche, JUOH. H' sei ein Bereich und
H < H. Es gibt dann ein und nur ein J' UO H', fir welches bei allen
weH', ve H' die Relationen u%v...(J') (% ist eine der Relationen -,
S, ||) bow. mit uev...(J) gleichbedeutend sind. Dieses J’ bezeichnen
wir mit (%)J und mnennen es die dem H' durch H,J auferlegte Teil-
ordnung.

Satz 18b. Wenn H eine Menge ist, so sind offenbar auch J, H'
und (%) J Mengen (wegen JUO H, H'< H, (%) JUOH'). Bs gibi ein
II-Ding @, so daf in diesem Falle stets

(Z) I =1L, «H, 1y, H)
ist. Es gibt ferner zu jedem H, J, JUO H, ein II-Ding v, so daf fir.
alle H' < H, die Mengen sind,
Ei
()=l 21
18t,
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Beweis. (Fiir 18a.) Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 15. DaB es
ein solches J' gibt, sehen wir daran, da8 |[(H’, H')|-J allen Anforderungen
geniigt. ,

(Rir 18b.) Da (Z)J=[H', H"}-J ist, so ist es klar, daB alle
Bedingungen beziiglich der Darstellbarkeit erfiillt sind.

Satz 19a. H, J seien Bereiche, JUO H. ¢ sei ein II-Ding, so
dap fir alle weH, veH aus u=v [p,u]l=+[p,v] folgt; ferner ser
H' =|[@,H]|. Es gibt dann ein und nur ein J'UO H', fiir welches bei
allen ueH, veH, u'=[g,u], v'=[¢,v] (also ' ¢ H', v'¢H') die Re-
lationen u®v...(J) (% eine der Relationen =, =, ||) bew. mit u' v’ ...(J")
gleichbedeutend sind. Dieses J' bezeichnen wir mit [p]Jd (wie man
leicht sieht, hingt es blof von ¢ und J ab, aber micht direkt von H oder
H’), und nennen es die auf H' durch ¢ von H,J dbertragene Ordnung.

Satz 19b. Wenn H eine Menge ist, so sind offenbar auch J, H'
und [@]J Mengen (wegen JUOH, H' =|[p,H]|, [p]JUOH'). Wenn
auch @ ein I1I-Ding ist, so gibt es esn (von H, J, ¢ unabhdngiges) II-
Ding v, so daf} wn diesem Falle stets

[p]J=[v:<p, D]
ist. Wenn diber @ nichis vorausgesetzt wird, so gibt es esn von @ abhdngiges
(aber von H,J nicht direkt abhingiges) II-Ding x, so daf
[99} J= [ls J}

Beweis. (Fir 19a.) Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 15. Dafl es
ein solches J' gibt, sehen wir folgendermaBen ein. Wir setzen
doul, [poD =[f, (u, 9]
(f abhiingig von ¢), und bilden J'=[[f,J]|. J' besitzt offenbar die ge-
forderten Eigenschaften.
(Fir 19b.) Der zweite Teil ist evident, da ja

lp]d=|[f, Il =[2,J]

(f und x von ¢ abhingig) ist. Um den ersten Teil zu beweisen, wo ¢
ein III-Ding ist, reduzieren wir (¢, %], [p,2]) zu

[, ¢, Cu,00)] ™)
(% fest). [p]J=J' ist offenbar dadurch charakterisiert, daB z’eJ’ mit

28t

21) Der Hilfssatz 1 erlaubt eigentlich nicht, diese Form herzustellen. Wir helfen
uns so: wir kbnnen jedenfalls auf die Form [k, ({u,v), @)] bringen. Dies ist ein
Ausdruck von @ und (%,v), kann also auf die Form [k, ¢, (%,v))] gebracht werden.
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' =1[h,{p,x)], xed gleichbedeutend ist. Wir bringen darum die
folgende Bedingung auf die Normalform: ,& ist ein I II-Ding. Es ist
fiir kein 2’ [£, '] 4 A4 und dabei fiir kein 2 2" = [k, (p, 2}], [J, 2] + 4.
Es ist fiir kein 2’ [£,2'] + B und dabei fiir ein =z 2’ = [k, (g, 2)],
[J, 2] 4 A.“ Die Normalform ist natiirlich

7, K, D, D1+ 4
(7 fest). Da dieser Bedingung ein einziges £ geniigt, nimlich [p]J=J’,

so ist nach IIL. 8.
[@1d =y, (@, D].

Schliefilich geben wir diejenige unvollstindige Ordnung an, die ums
als Ausgangspunkt bei der Herstellung aller iibrigen Ordnungen dienen
wird, die sogenannte ,,Subsumptionsordnung“”). Wir definieren zuerst
P(2)= Q%. Elemente von 2 sind diejenigen Mengen H, die < Q sind,
d. h. alle Mengen iiberhaupt. Das heiBt: 2% ist der Bereich aller Mengen.
0 ist auch keine Menge, denn es ist offenbar S©@% =2, mit ot
miiBte also auch £ eine Menge sein.

Satz 20. Es gibt ein und nur ein JUO QF, fir welches u v ... (J)
mit u < v gleichbedeutend ist. Dieses J bezeichnen wir mit = und nennen
es die Subsumptionsordnung.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 15. Die Existenz sehen
wir so ein.

Wir bringen die folgende Bedingung auf die Normalform: ,Es gibt
ein %, zu dem es ein v gibt, so daB ueQ* veQ* z=(u,v), u<wv
(d. h. ue P(v) — {v}) ist“. Die Normalform ist natiirlich

[fix] £ 4.

Wir setzen dann J= B(f), J besitzt offenbar alle gewiinschten Eigen-
schaften.

3. Eigensehaften der auferlegten und der iibertragenen Ordnung.

Wir geben noch einige triviale Eigenschaften der in den letzten Para-
graphen auigestellten Begriffe an. In der ,naiven Mengenlehre“ ist es
meistens gar nicht i{iblich diejenigen Distinktionen zu treffen, die uns in
diesen Paragraphen beschéftigen: so wird z. B. kaum zwischen einer Ord-
nung und den durch dieselbe den Teilbereichen auferlegten Teilordnungen
unterschieden. Die axiomatische Methode zwingt uns zu einer groBeren
Exaktheit, und so kénnen wir die etwas langwierigen und dabei fast dureh-
wegs trivialen Uberlegungen der §§ 1—38 nicht umgehen.

¥} Dieser Ausdruck stammt von Hessenberg (vgl. seine bei '¥) zitierfe Azbeﬂ;}
Mathematische Zeitschrift. XXVIL 45
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Es gelten die folgenden Satze:
H,H', H” und J seien Bereiche, J/O H und H' < H < H. Dann

ist (ij(H )J=(§,)<EH—)J. — H und J seien Bereiche? @, v II-Dinge.
Es sei JUOH. Ferner setzen wir H' = [p, H')|, H" = |[y, H']|. Aus
ueH, ve H, u+v folge [p, u] + [¢,v]; ausu’ ¢ H v'eH', w' < v folge
[w, u'] 4= [y, v']. Wir setzen [y, u]=[v,[@,%]]. Es ist offenbar
H' = [y, H]|, und aus weH, veH, u v folgt [y, u] + [y, v]. Dann
ist [x)J=[w][¢]d. — H, H und J seien Bereiche H' < H; ¢ sei ein
I1-Ding. Es sei JWOH. Aus ucH, ve H, u=v folge [@, u] + [, v].
Dam ist [¢] (%)= (f{’;’f;g 917

All dies ist mit Hilfe von Satz 15 sofort einzusehen. Ferner gilt:
_ H,H',J seien Bereiche, ¢ ein II-Ding. Es sei JUOH. Aus weH,
veH, u=wv folge [@,u] +[¢,v]. Wenn H AbsH,J ist, so ist auch
[¢, H)| Abs|[¢, H]', [p]J. — H und J seien Bereiche, ¢ ein II-Ding.
Es sei JUOH. Aus weH, veH, u<v folge [p, u] == [¢p,v]. Dann ist
{lg, Abs (z; H, /)]| = Abs ([, «); |, H]!, [¢]J)-

Diese Behauptungen sind trivial.

4, Ahnlichkeit.

Die Ahnlichkeit definieren wir folgendermaflen:

Definition. H, H' J,J' seien Bereiche, es sei JUOH, J'UOH'.
Wir sagen: H, J ist dem H', J’ zhnlich, in Zeichen: H, J=~ H', J', wenn
es ein II-Ding ¢ mit den folgenden Eigenschaften gibt:

Aus 2¢H,ye H, z +y folgt [¢, 2] +[¢, y]. Bsist H = [¢, H] ,
J’ = [¢]J. Diese Eigenschaften von ¢ driicken wirso aus: H,Ja~H'J ...(p).

Vor allem bendtigen wir den folgenden Satz:

Satz 21a. Wenn H,J =~ H',J’ ist und H eine Menge ist, so sind
es auch J sowie H und J'. Ferner kann ein III-Ding ¢ immer so
gewdhlt werden, daff H,J~ H',J' ...(p) ist.

Satz 21b. Es gibt esn II-Ding v, so daf fir alle Mengen H, J,
H',J' die Relationen JUOH,J UOH', H,J=~ H',J" mit der Relation
[v, ((CH, Iy, H'>, J')] + A gleichbedeutend sind.

Bs gibt ein II-Ding y, so dapB fir alle Mengen H,J, H',J' und
alle I1I-Dinge ¢ die Relationen JUOH, J'UOH', aus zeH, yeH,
z+y folgt [@,x) +[9,y], und schlieflich H,J~ H', " ,..(¢) einer-
sests und die Relation [y, ((«H, Iy, B, '), @)] + A andererseits gleich-
bedeutend sind.
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Beweis. (Fiir 21a.) Wegen JUOH, H = |[p, H],, JUOH' sind
mit H auch J, H, J' Mengen. Auws H,J~~ H',J'...(¢) folgt, wie
man sofort sieht, H,J~H',J ... (%ﬁk und wegen (QHQ) < H ist
dieses ein I II-Ding.

(Fiir 21b.) Der Beweis des zweiten Teiles benétigt keine nihere
Erliuterang: Wir konnen die dort formulierten Bedingungen auf dem
bekannten Wege auf die gewiinschte Normalform bringen.

Der erste Teil folgt aus dem zweiten auf Grund der Bemerkung in
Satz 21a: H,J~ H',J’ ist schon damit gleichbedeutend, daB fiir ein
III-Ding ¢ H,JmH,J' ...(¢), d.h [z, KK(H, D), H'),JY, @3]+ A
ist. Dies kann auf die gewohnte Art (in diesem Falle hauptsichlich mit
Hilfe von Axiom IV. 1. und II1.2.) zu [y, (H, J), H' Y J')] + A um-
geformt werden.

Weiter brauchen wir die identische, die symmetrische und die transi-
tive Bigenschaft der Ahnlichkeit:

Satz 22. H,J, H',J', H',J" seien Bereiche, JUOH, J' OUH'.
J” l{o H”.

Bs ist H J~ H,J. Aus H,J=~ H'J" jolgt H',J =~ H,J. Aus
HJ~H,J, H,J =~ H",J" folgt H,J~ H”",J".

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial: denn fir [¢,z]=2
(p nach IL 1.) ist H,J~ H,J...(p).

Die zweite Behauptung beweisen wir so: Wenn H,J~ H',J’, d.h.
H,J=~ H'.J' ...(p)ist, soist (wie man leicht sieht) H',J =~ H,J...(y),
falls fir w2 H, ye H' y=[g, 2] mit x = [y, y] gleichbedeutend ist. Ein
solches 3 ist aber leicht herzustellen: denn nach den Annahmen iiber ¢
gibt es zu jedem yeH' ein und nur ein z& H mit [, x] = ¥y, also kann
dies auf die bekannte Art auf die Form [y, y] gebracht werden.

Die dritte Behauptung ist wieder fast trivial: denn wenn H,J~~H', J',
H,J' ~H",J"ist, d. h. H J~H',J' ... (p) wmd H', J '~ H", J" ... (y),
so ist (wie man leicht sieht) H, J~~ H", J" ... (y), falls [y, #] =[v,[p, 2]]
ist. [Ein solches y existiert aber nach I 7.

SchlieBlich beweisen wir noch:

Satz 23. H,J, H',J' seien Bereiche, JUOH, ' UOH'. ¢ sei ein
II-Ding, ferner seien H, H' Bereiche H< H, H' < H' und H' = |[p, H]|,
H' =|{¢, H)|. Dann jolgt aus H, I~ H',J' ... (¢) H, (»g) J~H',

7\ . )
(&)7 (o)
Beweis. Folgt unmittelbar ans der Definition der Ahnlichkeit.
46&
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5. Vollstindige- und Wohlordnung.

Wir sind nun so weit, daB wir die Begriffe der vollstindigen und der
Wohlordnung aufstellen kénnen. .

Definition. H, J seien Bereiche, J{/O H. Wir nennen J eine voll-
standige Ordnung von H, in Zeichen: JY O H, wenn es die folgende Eigen-
schaft hat: Fir kein ueH, veH ist u| v...(J).

Wir beweisen einige einfache Siitze iiber die vollstindige Ordnung.

Satz 24. Wenn H eine Menge ist, so gibt es eine und nur eine
Menge K, fir die JYOH mit Je K gleichbedeutend ist. Wir bezeichnen
dieses K mit YVO(H). Es gibt ein I1-Ding @, so daf fir alle Mengen H

_ VO (H) =g, H]
8t.

Beweis. Dies wird analog zu Satz 14 bewiesen. Wir miissen hier
die folgende Aussage auf die Normalform

[f.(H DHl+4

bringen: ,,Je /O (H), und es gibt kein %, zu dem es ein v gibt, so dal
[H,ul+ A4, [H,v]+4, u+v, [J(u,0)]=A4, [J(v,u)]=4 (d h.ueH,
veH, uljv...(J)) ist.“ Alles iibrige geschieht genau wie bei Satz 14.

Satz 25. H,J, H', J' seien Bereiche, JUOH,J UOH', H,J~H,J .
Dann ist JYOH mit J'YOH' gleichbedeutend. )

H,J, H' seien Bereiche, JUO H, H' < H. AusJVO Hiolgt{ &) 1vo '

Beweis. Diese Behauptungen sind evident.

Definition. H, J seien Bereiche, J{/OH. Wenn e H ist und aus
veH wu<w...(J) bzw. uZv...(J) folgt, so nennen wir » ein erstes
bzw. letztes Element des nach J geordnetem H,

Satz 26a. H,J seien Bereiche, JUQ H. Das nach J geordnete H
hat kein oder ein und nur ein erstes bzw. letztes Element.

Satz 26b. Wenn H, J Mengen sind, so ¢ibt es zwei II-Dinge @, y,

so daf
[p.(H, D]+ 4

damit gleichbedeutend ist, dafi das mach J geordnete H ein erstes bzw.
letzies Element hat, und wenn das der Fall ist, so ist [y, (H,J)] dreses
erste bzw. letzie Element.

Beweis, (Fiir 26a.) Diese Behauptung ist evident.

(Riir 26b.) Wir kdnnen die Bedingung ,Es ist [H, u] + 4, und fiir alle
v ist [H,9]=A oder w=wv oder [J, (u, )]+ 4 bzw. [J, (v, u)] 4 4“
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auf die gewohnte Art auf die Form
[, KH, D, w]+ 4
bringen. Dann liefern IIL 2. und IIIL 3. die Behauptungen.

Satz 27. H, J, H', J' seien Bereiche, JUOH, J'UOH',
H,J~ H',J'. Das nach J geordnete H hat dann und nur dann ein
erstes bzw. letztes Element, wenn das nach J’ geordnete H' eines hat.

Wenn H,J =~ H', J' ... (¢) tst, und das erstere u ist, so ist das
letztere [, u].

Beweis. Diese Behauptungen sind evident.

Nun definieren wir die Wohlordnung.

Definition. H,J seien Bereiche, JU/O H. Wir sagen: J ist eine
Wohlordnung von H, in Zeichen JW O H, wenn fiir jeden Bereich H'< H,

H' 40 das nach (%)J geordnete H’ ein erstes Element hat.

Satz 28. Wenn H eine Menge ist, so gibt es eine und nur eine
Menge K, fir die Je K mit JWO H gleichbedeutend ist.

Dieses K bezeichnen wir mit WO (H). Es ¢ibt ein II-Ding ¢, so
daf3 fir alle Mengen H
, WO (H) = (o, H)
1st.

Beweis. Auch hier wird alles in voller Analogie za den Sitzen 14
und 24 bewiesen, nur daB hier die folgende Bedingung auf die Normalform

[f.<H, D]+ 4

gebracht werden muB: ,Jel/O(H). Fiir jedes H' ist entweder nicht
H'e P(H)— {0}, oder aber besitzt das nach J geordnete H ein ers
Element.“ ’

Satz 29. H, J, H', J' seien Bereiche, JUOH, J' UOH’,
HJ=~ H',J'. Dann ist JIWOH mit J'WOH' gleichbedeutend.
H, J, H' seien Bereiche, JUOH, H' < H. Aus JWOH folgt
H' ’
(E)awon.

Beweis. Diese Behauptungen sind evident.

6. Abschnitte in vollstindig- und in wohlgeordneten Mengen.

Satz 30. H, J seien zwei Bereiche. Aus JWOH folgt JYOH,
aus JYOH folgt JUOH. Fiir eine Menge H ist also

WO (H) < VOH)<S UO(H).

Beweis. DaB aus JYOH JUO H folgt, ist klar. Wir miissen noch
zeigen: Aus JWOH folgt JYOH.
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Es sei also JWOH. Nehmen wir an, es wire weH, veH,
wl|v...(J). Dann ist {u,v} S H, {u,v}+0, also hat {u,v} ein
erstes Element. Dies sei 2. Wegen ze{u,v} ist x=u oder z=wo.
Aus 2 =u folgt wegen ve{u, v}

uév...(%)% u<v...(J),

aus x=v wegen us{u,v}

viu(ﬂl’fﬁ)Ja v<u...(J), wzv...().

Beides ist mit || v...(J) unvereinbar. Also ist JYO H.

Satz 31. H,J seien Bereiche. Wenn JY O H ist, so sind die fol-
genden Bereiche Abschnitie des nach J geordneten H: H und alle
Nbs(u; H,J), ue H. Wenn sogar JW O H ist, so sind diese die einzigen
Abschniite.

Beweis. DaB H ein Abschnitt ist, ist klar. Fir _#bs(u; H,J)
sehen wir es so ein: Es sel z & _#bs(u; H,J) und ye H— Abs(u; H, J),
dh zeH, yeH uwd z < wu...(J), aber nicht y < w...(J). Das
letatere bedeutet aber wegen JYVOH y=>w...(J), woraus sofort das
Gewiinschte, z < y ... (J), folgt.

Damit ist die erste Hilfte unserer Behauptung bewiesen. Es bleibt
noch iibrig die zweite zu beweisen, d. h. zu zeigen, daf im Falle JWOH
keine weiteren Abschnitte existieren. Wir konnen dies so formulieren:
Aus H' _AbsH,J folgt H =H oder H'= Abs(u; H,J) mit uecH.
Oder auch: Aus H'< H, H' _AbsH,J folgt H' = Abs(u; H,J) it
ueH.

Es ist niimlich H— H' < H, H— H' + 0, also hat das nach (227} 7

geordnete H — H' ein erstes Element. Dieses sei u. Wegen ueH — H'
folgt aus 2eH' z < w...(J), d h. xe _Abs(u; H, J).

Aus zeH— H' folgt hingegen u <z ... (H;IH )J, u<z... (J).
Oder: Aus z < u...(J) (d-h. w¢_#bs(u; H,J)) folgt ze H'. D.h. xc¢H’
ist mit xe_#bs (u; H, J) gleichbedentend, also ist H' ~ Abs(u; H,J),
H' = Abs(u; H,J). Dabei ist ue H— H', ueH.

V. Theorie der Ordnungszahlen.

1. Zihlung, Ordnungszahl, Zihlbarkeit.

Wir haben nun alle Grundlagen entwickelt, die uns instand setzen
das Haupthilfsmittel der allgemeinen Mengenlehre, die Theorie der Ord-
nungszahlen, zu entwickeln (vgl. die Bemerkung im Kap. I, § 3).
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Unser Begriff der ,Ordnungszahl“ beruht auf dem Hilfsbegriffe der
»Zéhlung®. Wir definieren diese zwei Begriffe folgendermaBen:

Definition. H, J seien Bereiche, /WO H. Wir nennen ein II-Ding ¢
eine Zahlung des nach J geordneten H, in Zeichen: ¢ Z H, J, wenn es
die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Es ist ¢ < H, d.h. wenn nicht zeH ist, so ist [, 2] =4

2. Wenn z¢H ist, so ist [o,z]=|[p, _Abs(z; H, J)]|.

Wenn ¢ eine Zahlung des nach J geordneten H ist, so nennen wir
den Bereich P= [[¢@, H]! eine Ordnungszahl des nach J geordneten H,
in Zeichen: POZH, J. Ferner nennen wir das nach J geordnete H zihl-
bar, in Zeichen: ZH, J, wenn es Zihlungen (also auch Ordnungszahlen)
desselben gibt. Schlielich nennen wir einen Bereich P eine Ordnungs-
zahl, in Zeichen: P OZ, wenn es zwei Bereiche H, J, JWO H gibt, so
daB POZH, J ist.

Ehe wir diese Begriffe niher untersuchen, sprechen wir einige ali-
gemeine Aussagen iiber jhre formale Darstellung aus.

Satz 32a. Wenn H eine Menge ist, so wissen wir, daf jedes JWO H
eine Menge ist. Es ist aber auch jede Zihlung ¢ des nach J geordneten
H ein I11I-Ding, und jede Ordnungszahl P desselben eine Menge.

Satz 32b. Wenn H, J, P Mengen sind und @ en I1I-Ding ist, so
lassen sich wvier II-Dinge v, y, &, { angeben, so daf @ Z H,J mit
[, KB, T), )] & 4 gleichbedeutend ist, POZ H, J mit [y, ((H, I, P)]+ A,
ZH,J mit [&,(H,J)]+A, und POZ mst [{, P+ A gleichbedeutend ist.

Beweis. (Fiir 32a.) ¢ ist ein III-Ding, weil ¢ < H ist, P eine
Menge, weil P =|[¢, H}| ist.

(Fir 32b.) Um @ZH,J auf die Form [v,(H,J), ¢)]+ 4 zu
bringen, miissen wir nur die Bedingungen 1. und 2. der Definition derart
umformen, was auf dem gewohnten Wege ohne weiteres geht.

POZH,J bedeutet: ,Es gibt ein III-Ding ¢, fir welches
{v, KH, D), p>] + A ist und P=|[¢, H]: ist.“ Auch dies konnen wir
auf die gewohnte Art auf die Form [y, ((H, J), P)] + A bringen.

Die beiden letzten Darstellungen schlieBlich erhalten wir durch einige
einfache Umformungen und Anwendung von IIL. 2. Es ist klar, wie man
dabei zu verfahren hat.

Wenn wir K = B() setzen, so erhalten wir einen Bereich, der alle
Ordnungszahlen enthdlt, die Mengen sind, und nur diese. Wegen I.4. gibt
es nur ein einziges solches K; wir bezeichnen dasselbe mit 2**. Da alle
Ordnnngszahlen Mengen sind, so ist Q™ < Q%< Q. (Wir wissen, daB
Q, Q% keine Mengen sind, tm& im §6 werden wir beweisen, daB auch
Q™ keine Menge ist.)
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2, Eindeutigkeit der Zﬁhlqng.

Satz 33. H,J seien Bereiche, JWO H. Wenn duberhaupt Z H,J
ist, so gibt es ein und nur ein II-Ding ¢ mit 9 ZH, J.

Beweis. Wir miissen zeigen: Aus ¢’ ZH,J, ¢" Z H,J folgt ¢'=¢".
Nach I. 4. geniigt es hierza nachzuweisen, daf stets [¢’, x] = [¢”, ] ist.
Da fiir alle z, die nicht zu H gehoren, [¢’, z] = [¢”, ] = 4 ist, konnen
wir uns auf die Elemente 2 von H beschrinken.

Nehmen wir also an, es gebe ein xz¢ H mit [¢/, 2] +[¢”, 2]. Wir
kénnen diese Bedingung unschwer auf die Form [f, ] 4= 4 (f unabhingig
von z) bringen; dann ist H*= B(f) ein Bereich, dessen Elemente alle
z mit zeH, [¢', 2] +[¢”, 2] sind. Es ist H*< H, und nach An-
nahme ist H* 4 0. .

Also hat das nach (%—)J geordnete H™ ein erstes Element, d. h. es
gibt ein 22 H* derart, da8 fiir jedes ye H* 2 <y... (%) J, e<y...(Jd),
y=...(J) folgt. Oder: Aus y < z...(J) folgt yeH— H*.

Wegen zeH* ist [¢',z]+[¢”,z], also ![¢’, Abs(x; H, J)]
=+ [¢", Abs(xz; H,J)],, Da fir alle ye Abs(z; H,J) y < z...{J),
also yeH— H*, also [, y]=1[¢",y] ist, so muB trotzdem
|[@", Abs(x; H, J)]| = [¢", Abs(x; H,J)]| sein. Das ist ein Wider-
spruch. :

Fiir zahlbare nach J geordnete H sind also Zahlung und Ordnungs-
zahl eindeutig festgelegte Begrifie. Wir bezeichnen dieselben mit Z(H, J)
bzw. OZ(H, J). ’

Wenn H,J Mengen sind, so folgt dann aus Satz 32b (durch An-
wendung von IIL 8.) die Existenz zweier II-Dinge ¢, v, fiir welche in
diesem Falle stets Z(H,J)=[¢,(H,J>], OZ(H,J)=[y,(H, )] ist.

3. Existenz der Zihlung.
Satz 34. H, J seien Bereiche, JWOH. Wenn Z H,J ist, so ist
auch fir jedes weH Z _Abs(u; H, J), (%@)L und es ist

oz( Abs (u; H, 1), (ZeLs2D) J) —[Z(H, J),u).
Z(H,J)|0
s (us H,J)
12 Abs (u; B, J), (2 ED) 5 B gity namlich:
Wenn nicht ze_#bs(u; H, J) ist, so ist

[f,z]=[0,2]=A4.

Beweis. Wir setzen f=( ) und behaupten: Es ist
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Wenn ze _Abs(u; H, J) ist, so ist
[fi2]=[Z(H, J), z]. -
Folglich gilt fiir alle ye _#bs (x; H,J) (da dann auch ye_#bs (u; H, J) ist):
3 {f:y]z{z(ﬂa J)vy}’
und darum ist: .
[ s (25 Abs (us 11,0, (2D )
=|[fs Abs(x; H,J)]| = |[Z(H, ), Abs(x; H, J)]!
=[Z(H, J), 2] =[f, z].

Also ist wirklich 72 _fbs (u; H, J), (Z2555%0)) 7 Und hieraus
folgt weiter:

07 (Abs (u; H, ), (2 DN ) 11, s (us B, 7)),
=|[Z(H,J), Abs(u; H,J)||=[Z(H, J), u].

Satz 85. H, J seien Bereiche, JWO H. Wenn fir jedes ueH
Nbs(u; H,J) eine Menge ist und Z _Abs(u; H, J), (Md}> J,
so ust auch ZH,J.

Beweis. Nach Annahme existiert fiir jedes we H

02(Abs (u; B,7), (Z2L5 20 )
und ist eine Menge, wir konnen es also auf die Form [f, ] bringen (f von

H, J abhingig, vgl. den SchluB von § 2). Wir setzen g — <£I§i2); dann
ist fiir alle %, die nicht Elemente von H sind,

[g,u]=[0,u]=A4
und fiir alle %, die Elemente von H sind,
us H,J
g, u] = 1, u] = 02 ( Abs (u; H,J), (Z=LBLD) 7).

Wir behaupten nun: g ist eine Zihlung des nach J geordneten H,
womit unser Satz auch bewiesen wire. Da fiir alle » die nicht zu H
gehoren, [g, u] =4 ist, geniigt es die Elemente » von H zu betrachten.

Es sei ueH, wir setzen der Kiirze halber _#bs(u; H,J)= H™.

Dann gilt fiir alle 2 H*:
[2(a*, () 7). =]
* Abs {z; HY, L2 J «
— onmslor e, (579, (722 Gy

= Oz(ﬂbs (23 H, J), (}W}J) =[g, =]
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Und hieraus folgt
* llg Abs(ws B, D] = [g. B"Y = [z (8", (%)), &)
—oz(a*, (2) 1) = 02( Abs(u; B, 7), (ZEBED) 5) (g, 4].

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 36. H, J seien Bereiche, JWOH. Fiir jedes zeH set
Nbs(z; H, J) eine Menge. Dann ist ZH, J.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an. Nach Satz 35 kann dann
auch nicht fiir alle ze H Z Abs (a3 H, J), (L@ 1) 5 sein,

Wir konnen diese Eigenschaft: ,z ¢ H und es ist nicht Z_#bs (z; H, J),
(ﬁ-ﬂ%ﬁgﬁ) J“ auf die gewohnte Art auf die Form [f, 2] <4 A bringen
(f ist von H und J abhingig). Wir bilden weiter H* = B(f), dann
ist H* ein Bereich und seine Elemente sind alle z¢H, fiir die nicht

Z Abs (w; H, J), (Z @) 7 it Bs ist H* < H und nach Annshme
auch H* & 0. .
Wegen J WO H hat folglich das nach (—%—)J geordnete H™ ein erstes

Element. Dieses sei . Esist we H*; und aus x e H* folgt u< ... (%}) J,
wugx...(J), v2u...(J), d. h. aus x> u...(J) folgt ze H— H*.
Fiir alle 2¢_#bs(u; H,J) ist also x> u...(J), ze H— H*, d. h.
Z Abs (w; B, 7), (2SI 7 und dabei ist _ABs(w; H, J) eine
Menge. Wir setzen der Kiirze halber _#bs(w; H, J) = H' und sehen dann:
Es ist (%) JWOH' (wegen H' < H). Fir alle zeH ist
Nbs (x; H, (%') J) = Abs(x; H, J) eine Menge. Und fiiralle z ¢ H' ist das
e (= 1, (2) )
(5
nach (W) J geordnete _#bs(x; H, J), zéhlbar.
Nach Satz 35 ist also auch ZH',(%5)J, d b Z fbs(u; H,J),
(W) J. Tolglich ist nicht weH’'. Andererseits wissen wir aber,
daB e H' ist, und dies ist ein Widerspruch. Folglich muB Z H, J sein.

)(%)J geordnete _#bs (m; H, (%i) J), d.h. das

4. Subsumptionsordnung ven Ordnungszahlen.

Satz 387. H, J seien Bereiche, J WOH, ZH,J. Es ist fir kein
Blement = von H [Z(H,J), ze[Z(H, J), x].
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Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an. Wir kénnen diese Eigen-
schaft: ,x¢H und [Z (H,J),x)e[Z (H, J),z]“ auf die gewohnte Art
auf die Form [f,x]< A bringen. Wir bilden weiter H* = B(f), dann
ist H* ein Bereich, und seine Elemente sind alle z¢H, fiir die
[Z(H,J),z)e[Z(H, ), z]. Esist H* < H und nach Annahme ist auch
H*40. ..

Wegen J WO H hat also das nach (%)J geordnete H* ein erstes
Element. Dieses sei w. Wir kdnnen wieder leicht einsehen, daf we H*
ist und daB aus x> wu...(J) xe H— H* folgt.

Wegen ue H* ist [Z (H, J), u)e[Z (H, J), u]; da aber [Z (H, J),u]
= |[Z(H,J), Abs (u; H,J)]| ist, so folgt hierans [Z(H, J),ule|[Z(H,J),
Abs (u; H, N1, [Z(H,J),u]l = [Z(H,J),z], xe_Abs(u; H,J). Wegen
{A(H J), ule {Z(H J), w] wird also auch [Z(H,J),z]ec[Z(H, ), z]
sein, also ist weH™. Andererseits ist z& _#bs(u; H,J),z < u.. A,
also z¢ H— H*. Dies ist ein Widerspruch.

Satz 88. H, J seien Bereiche, JWO H, Z H,J. Fiir alle Elemente
u, v von H folgt aus w <v...(J) [Z(H, J),u]<[Z(H,J),v].

Bewels. Aus w < wv...(J) folgt _Abs(u; H, J) < Abs(v; H, J),
also [[Z(H, J, Abs(u; H,J)]! < ([Z(H,J), Abs(v; H,J)]|,d.h. [Z(H,J]),u)
S[Z(H,J),v]. Andererseits ist wegen u < v...(J), we_#bs(v; H, J)
also[Z (H, J), u) ¢ [Z(H, J), Abs (v; H,J)]',d.h.[Z(H,J),u]e[Z(H,J)v],
und nach Satz 87 ist nicht [Z(H,J), w]e[Z(H, ), u]; folglich kann
nicht [Z (H, J), u] = [Z (H, J), v] sein. Also ist [Z(H, J), u] <[ Z(H,J),v],
wie behauptet wurde.

Satz 39. H,J seien Bereiche, JWOH, Z H,J. Dann folgi aus
weH veH,u+v [Z(H,J),u]l+[Z(H,J),v] und es ist

OZ(H,J)=|[Z(H,J]), H]|, (Qﬂiﬁ) S=[Z(H,J)]J.

Beweis. Da u <o ist und wegen JWO H, JYO H auch uliv...(J)
ausgeschlossen ist, so muB » < v...(J) oder ¥ >v...(J), v u... ()
sein. Nach Satz 388 ist also [ Z(H, J), wl < [Z(H, ), v] oder [Z(H, J); v]
<[Z(H,J), u], aber jedenfalls [Z(H,J), u] < [Z(H,J), v].

OZ(H,J)=|[Z(H,J), H' ist definitorisch; um (9%%;9) >
=[Z(H, J)]J zu beweisen, geniigt es nach Satz 15 einzusehen, daB aus
xZy...([Z(H N]J) baw. zly...([Z(H,])]J) xgy‘..(»‘?—%fﬂ) =
baw. z'ly ... (Ozgl ”)2 folgt.

Das erstere ist mit z=[Z(H,J),u], y={Z(H,J), v} uvnd ucH,
veH,u < v.. (J)bzw. ul'w... (J) gleichbedentend. Wir miissen also nach-
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weisen: aus ue H, ve Hund u < v...(J) baw. u v ... (J) folgt [ Z(H, J), u]

Z[Z(H,T),0]... (2%—*@)21%. [Z(H,J),4]/[Z(H,J), v]... (2%5—’3&) s,

Das zweite eriibrigt sich, da wegen JWOH, JYOH nie u (v...(J) ist.
Beziiglich des ersteren ist zu bemerken:

(Z(H,J),u] = [Z(H,J),?] ... (%g’iﬁ)z ist mit [Z(H,J), «]

<[Z(H,J),v]...(2), d. h mit [Z(H,J),u)<[Z(HJ),v] gleich-
bedeutend.

DaB jedoch aus w < v...(J) [Z(H,J), w] <[Z(H,J), v]folgt, wurde
bereits durch Satz 38 ausgesagt.

Satz 40. H, J seien Bereiche, JWOH, Z H,J. Dann ist

H,J~ OZ(H,J), (9%(3?*_‘”)2... (Z(H,J)).

Hieraus folgt ibrigens (9—%@>ZWOOZ(H, J).

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 39.

Auf Grund der Sitze 36 und 40 sind wir in der Lage, das Problem
der Zahlbarkeit allgemein zu entscheiden:

Satz 41. H, J seien Bereiche, JWQ H. Es ist dann und nur dann
Z H,J, wenn fir alle ue H _Abs(u; H,J) eine Menge ist. (Wenn H
selbst eine Menge ist, so ist dies sicher der Fall.)

Beweis. DaB diese Bedingung hinreichend ist, sahen wir bereits in
Satz 36. Dal sie notwendig ist, beweisen wir so:

Es sei ZH,J. Es sel ueH, wir setzen der Kiirze halber

H' = Abs(u; H, J). Dann ist auch Z H’, (%) J, und es ist
, (H'
w7, (Bi~o0z(m, (£)J), ( ﬂﬁ%ﬁ‘iﬂ)
oz(m, (2)1) =[2(8,3),4).
Hieraus folgt aber, da [Z(H,J),u] ein I-Ding ist, das auch
0%(#, (&) 7) 1-Ding, d.h. Menge ist und folglich anch ' — _fbs (u; H,J)
eine Menge ist,

2.

5. Charakteristische Eigensehaften der Ordnungszahlen,
Satz 42. P OZ ist damit gleichbedeutend, dap die folgenden drei
Bedingungen. erfillt sind:
1. P ist ein Bereich und P< Q.
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2. Bs ist (é;)zwop,
3. Hs ist fir jedes ueP w=— ﬂbs(u; p,(_;;)z).

Beweis. DaB die Bedingungen notwendig sind, beweisen wir zuerst.

Wenn POZ ist, soist POZH,J, JWOH. DaP=|[Z(H,J), H]|,
ist P ein Bereich; da jedes Element von P gleich [Z(H, J), z]
= |[Z(H,J), Abs(x; H,J)]l ist, sind diese auch Bereiche, und weil sie
I-Dinge sein miissen, Mengen. Also ist P << Q%. Folglich ist 1. erfiillt.
2. folgt aus Satz 40, und 3. beweisen wir so:

Wemn 2¢P, d. h z:OZ(H,J), z¢'[Z(H,J), H] ist, so ist
x=={Z(H,J), u), weH, und hieraus folgt

Abs (x; P, (3—’—) 2) = _Abs([Z(H,J),«]; [Z(H,J), H] ,[Z(H,]]J])

= [Z(H.J), Abs(u; H,J)], —{Z(H J), u] =z,

d. h. die Behauptung von 3.
Nun beweisen wir, dal die Bedingungen auch hinreichend sind. P ge-

niige also den Bedingungen 1, 2, 3. Es ist dann (—P—) EWOP. Wi

wahlen f so, daB stets [f, ] = « ist und setzen g = (&—> Wir behaupten
nun: es ist g ZP, ( )2.

Wenn z nicht Element von P ist, so ist [g,2]=[0,2]=4. Ist
hingegen z: P, so ist [g, 2] =/{[f, 2] ==x. Also ist fiir alle x¢ P

i ( .p, (L ) ‘ )= =

92 Abs (w5 P, (5) 2) | = Abs (23 P.(5) ) =z =19, 2],

Es ist also wirklich ¢ Z P, ( )2‘ Und hieraus folgt weiter

OZ(P, (5;) z) = f[z (P, (?313¥> 2), P}? —'[g,P],=P

Es ist also in der Tat POZ.

Satz 43. Es sei POZ. Dann ist Qe P damit gleichbedeutend,
daf QOZ und Q < P ist. (Hieraus folgt also auch, dap Q ein I-Ding,
also eine Menge ist.)

Beweis. Wenn P OZ ist, so ist P=O0Z(H,J), IWOH. Wegen

P=0OZ(H,])=|[Z(H,]), H]!
folgt dann aus Q¢ P, daB Q= [Z(H,J), u}, ue H ist, also

Q=[2(8,7), u] = 02{_Abs (u; H,J),(Z2L D) j),
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es ist also Q OZ. Da ferner nach Satz 42
P
Q—ﬁbs(Q, P, (?)z) <P
ist, ist auch @ < P bewiesen.
Ist umgekehrt P OZ und Q OZ, Q < P, so schlieBen wir auf die

folgende Weise.
Wenn z:Q, ye P— Q ist, so kann keinesfalls 2 =y sein. Auch

zily.. (Q )Z‘ ist unmdoglich, da ]3( >2WOP (5*) ZYOP ist. Und
aus *>Y... (é—’,;)z wiirde sich folgendes ergeben: Wegen z¢P, z¢@,
POZ, QOZ ist

_Abs (x; P, <§) 2) =z, _Abs (:x; Q, (2}?;> 2) =g,
Abs (3 P, (5) z) = Abs (5 Q, () ¥)<q.

: P . P b (P

Aus z35y.. <§;>2 folgt vy < x... (b—*>2, ye _Abs (:c, P,(Q*>2),
also ye@Q. Dies widerspricht mit y¢ P — Q.

Also muB zZy... (:Q?;) 3 sein. Folglich ist Q_#lbs P, (-‘%) 3.

Es ist aber (:; )2’ WO P, wir konnen also den Satz 31 anwenden, unter

Beriicksichtigung von € < P ergibt er: Q = Abs (u P, ( )2), ueP.
Also ist

= _Hbs (u; P, <—S—2-*) 2) ==,

d. h. @& P. Damit haben wir unsere Behauptung restlos bewiesen. —

Aus Satz 43 koénnen wir insbesondere die folgenden beiden Kon-
sequenzen ziechen: Wenn POZ, Q OZ ist, soist P¢ @ mit P < @ gleich-
bedeutend. Wenn POZ, QOZ, P < @ ist, so ist @ eine Menge.

6. Der Bereich der Ordnungszahlen.

Satz 44. Wenn POZ, QOZ ist, so ist immer entweder P=Q
oder P< Q oder P> Q.

Beweis. Wir setzen B = P-Q und behaupten: R OZ. Da P ein
Bereich ist und P < Q% ist, so folgt hieraus dasselbe fiir R = P-Q (d. h.

R erfiilllt die Bedingung 1 des Satzes 42). Ans (é—;)i‘ WOP folgt wegen
R<R, (P) (Q*)ZWOR (-5;)2)4!03 (& b. B erfills anch 2).
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Und wegen POZ, Q OZ gilt fiir alle z¢R, d.h.zeP, 2¢Q:
- .p(E - .0.(2
xwﬁbs(x, P,(Q*)Z), x—ﬂbs(m, Q,(Q*>Z),

Abs (x; R, (é‘"—*)z)
— Abs (a:; P, (5;)2)-]]55 (m; 9, (,g;) 2) e pr—n

(d. h. B erfiillt auch 3). Also ist wirklich R OZ.

Nun ist offenbar R < P, R < Q. Wenn B = P oder R =@ ist, so
folgt hieraus: P< @ oder Q@ < P, also entweder P~ @, d. h. P=¢
oder P<< @ oder @ < P, P> Q. In diesem Falle ist also alles bewiesen.

R = P, R+ @ ist aber unmdoglich. Denn dann wire R < P, R< @
wegen R OZ, POZ, QOZ, also R¢P, Re), und folglich ReP-Q,
R¢ R, woraus wegen R OZ wieder B < R folgte, was ausgeschlossen ist.

*%
Satz 45. Es ist (‘%* )ZWOQ**. (2% ist der am Ende des § 1

definierte Bereich, der alle Ordnungszahlen enthilt, die Mengen sind.)
&k
Beweis. Der Ausdruck (%;—)2 ist jedenfalls sinnvoll, da ja
Q™ < 0% ist. Wir miissen nun zeigen: Wenn j{ ein Bereich ist, und
XL R%, )+ 0 ist, so hat das nach (;f)(m)z geordnete J, d. h.
das nach (;{)2 geordnete J(, ein erstes Element, d. h. es gibt ein Pe X
derart, daB fiir alle Qe stets P< Q... (—g;)z ist oder, was dasselbe
‘heit, P< Q... (2), also P @Q ist.
a N == 0 ist, konnen wir ein Pe X finden. Sind dann alle Q&
P < @, so sind wir schon am Ziele. Wenn nicht, so betrachten wir die-
jenigen Qe X/, fiir die nicht P @ ist.
Wegen PeX, QeX, NS Q™ ist POZ, QOZ, folglich muf

P> @ sein. Also ist @ < P, d. h. Q¢ P. Jedes solche @ gehort also dem
Bereiche P- A an. Nach Annahme ist folglich P- = 0.

Nun ist P} < P, P-X+0 und (W)ZWOP folglich hat das
nach (‘P j{) ( )2‘ geordnete P.J, d. h. das nach < j()E geordnete

P- X, ein erstes Element. Dieses sei P’
Es ist P'e P- X, also P'e . Wenn Qe X ist, so ist entweder nicht
P<Q, oder es ist P< Q. Im ersten Falle muB Q& P-J( sein, also ist

P’,_&___Q...(Z;* 3, P'£Q...(2), P'<Q. Im zweiten hingegen ist
wegen P'eP-X P'cP, also P'<Pund P @ sogar PP< Q.
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Es ist also jedenfalls P'< @, und damit ist unser Satz bewiesen.

Satz 46. POZ ist damit gleichbedeutend, dafi die folgenden Be-
dingungen erfillt sind:

1. P ist ein Bereich und P < Q.

2. Pir jedes Q&P ist @ < P.

Beweis ). Dal diese Bedingung notwendig ist, ist klar: denn jede
Ordnungszahl P ist ein Bereich, und da aus QP Q OZ folgt und dabei
Q eine Menge ist, muB Q& 0Q** sein. AuBerdem folgt aus Q&P sogar
Q< P.

Wir miissen nun noch beweisen, daf die Bedingungen 1, 2 unseres
Satzes auch hinreichend sind. P erfiille also diese Bedingungen, wir werden
dann zeigen, da POZ ist, d. h. daB die Bedingungen 1, 2 und 3 des
Satzes 42 erfiillt sind.

P ist ein Bereich und P < Q%* < Q% also ist die Bedingung 1 des

sk
Satzes 42 erfiillt. Aus (‘; )2’ WO Q** folgt wegen P < Q* auch

*

o)\ e
miissen nun noch das Erfiillisein von 8. beweisen, d. h. zeigen: aus Q&P

folgt Q = ﬁbs(Q; P, (é—}) 2).

xsﬂbs(Q; P, (—5)2) bedeutet: es ist z¢P, x{Q...(—‘%)Z.
Das letztere konnen wir auch so formulieren: < Q... (2) oder auch
x < Q. Also: xeﬂbs(Q; P, (%)Z) bedeutet xe P, z < Q. Wegen

P< Q™ folgt aus ze P x OZ, wir konnen also auch schreiben: z¢ P,
z0Z, 2 < Q. Wegen Qe P, P< Q% ist aber auch Q OZ, also bedeutet
xO0Z, v < @ einfach z¢Q. Das ergibt die weitere Formulierung: z¢ P
zeQ. Und wegen Q < P ist dies mit ze @ gleichbedeutend.

Folglich ist @ ~ ﬁbs(Q; P, (-éi*)z ) ; auf der rechten Seite steht
offenbar ein Bereich, und wegen @ OZ auch auf der linken. Also ist
Q = Abs (Q; P, (2211*) 2), wie behauptet wurde. —

( L )<?i:)2wo P, d.h. (—g,;)zwoza. Also ist auch 2. erfiillt. Wir

« 28) Man sieht leicht ein, daB der Satz 46 auch so formuliert werden kann: Die
*%

Ordnungszablen sind mit den Abschnitten des nach (%;)}J geordneten Q%% iden-

tisch. Diese Formulierung wiirde, unter Heranziehung des Satzes 31, einen anderen
einfachen Beweis unserer Behauptung ermdoglichen.
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Die Bedingungen des Satzes 46 lassen sich iibrigens offenbar auch
so formulieren: P ist ein Bereich, und es ist P < Q*F. P(P). %)

Der Satz 46 hat eine Konsequenz, die der Burali-Fortischen Antinomie %)
der ,naiven“ Mengenlehre entspricht. Oder um es etwas anders auszu-
driicken: der nun folgende Satz ist nichts anderes als die unschidlich ge-
machte Burali-Fortische Antinomie.

Satz 47. Es gibt esne und nur eine Ordnungszahl, die keine Menge
ist, und diese ist Q**.

Beweis. Q% ist eine Ordnungszahl, denn es erfiillt die Bedingungen
1 und 2 des Satzes 46: Es ist ein Bereich, es ist Q%< Q%" (d. h. 1. ist
erfiillt); und aus Pz Q™ folgt POZ, also P Q* (d. h. 2. ist erfiillt).
Hieraus folgt aber, daB 02** keine Menge sein kann: denn dann wire
0™ 0Z, Q" eine Menge, also Q** ¢ 0**, was wegen 2** 0Z Q% < O**
zur Folge hitte. Und dies ist unméglich.

Jede von 2** verschiedene Ordnungszahl ist aber eine Menge. Denn
aus POZ, P+ Q™ folgt P 2%, P+ 0%, also P < 2**, und wegen
POZ, 2" OZ muB dann P eine Menge sein (siehe die Bemerkung am
Schiusse des § 5). —

Der Batz 46 wiirde uns schon hier ermdglichen, gewisse allgemeine
Operationen zur Herstellung von Ordnungszahlen anzugeben; wir ver-
schieben aber dies bis in die Kapitel VIII und IX: denn bei den Anwen-
dungen, die wir in den folgenden Kapiteln VI und VII von den Ordnungs-
zahlen machen werden, kommt es nur auf die bereits entwickelten Eigen-
schaften derselben an.

VL. Ahnlichkeit und Ordnungszahlen. Der Wohlordnungssatz.

1. Ahnlichkeit und Ordnungszahlen.

Wir unterbrechen an diesem Orte die weitere Untersuchung der Ord-
nungszahlen, um uns der wichtigsten Anwendung derselben, der Theorie
der Wohlordnungen, zuzuwenden. Die Untersuchung der Ordnungszahlen
werden wir in den Kapiteln VII (§2), VIII (§ 3, 4) und IX wieder aui-
nehmen. ‘

*) Die hier angegebenen charakteristischen Eigenschaften der Ordnungszahlen
konnen nicht als gleichwertige Definitionen derselben angesehen werden, da in sie der
Begriff O** cingeht, der seinerseits durch die Ordnungszahlen definiert wird. Hingegen
ist die Charakterisierung durch Satz 42 eine gleichwertige Definition derselben, sie setzt
iibrigens ebenso wie die urspringliche Definition im §1 den Begriff der Wohlordnung
voraus. Es sei hier erwihut, daB auch eine einfache direkte Definition’ nnseres Ord-
nungszahlenbegriffes, unabhingig von der Woblordnung, moglich ist. - i

%) Die Antinomien der Mengenlehre behandelt z. B. H. Poincaré: Wissenschaff
und Methode; Gibersetzt von H. und L. Lindemann, Leipzig und Berlin. 1914

Mathematische Zeitschrift. XXVIL 46
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Wir beginnen mit dem Satze, der die Grundlage der Beschreibung
der Ahnlichkeitsverhiltnisse durch Ordnungszahlen ist.

Satz 48a. H, J, H', J' seien Bereiche, JWOH, J'WOH'. Wenn
H J~H,J, so ist ZH,J mit ZH',J' gleichbedeutend.

Satz 48b. Wenn ZH,J und ZH',J' ist, so ist H,J~~H' J mit
OZ(H,J)= OZ(H',J') gleichbedeutend.

Beweis. (Fiir 48a.) Wegen der Symmetrie der Ahnlichkeit geniigt
es, zu zeigen, daB aus ZH,J ZH' J folgt.

Es sei also ZH,J, HJ~H',J ... (f). Dann ist fir jedes x¢ H
_Abs (z; H,J) eine Menge. Also ist auch
Abs ([f,z); H,J') = Abs ([f,x]; |[f, H]|, [f1J) = |[f, Abs(z; H,J)]|
eine Menge. Da nun jedes "¢ H' wegen H'=|[f, H]| einem [f,z], z¢H
gleich ist, sind alle _#bs(z"; H',J') Mengen, d. h. esist ZH,J. (Dieser
Beweis erfolgt auf Grund des Satzes 41. Wir hiitten die Behauptung auch
ohne die Benutzung dieses Satzes beweisen konnen, allerdings etwas um-

standlicher. Es kiame dazu dieselbe Methode in Frage, mit der wir weiter
unten beim Beweise des Satzes 48b zeigen werden, daB aus H,J~H'J’

OZ(H,J)=OZ(H'J') folgt.)
(Fiir 48b.) DaB aus OZ(H,J)=OZ(H',J') H,J=~ H',J folgt,
ist klar: es ist hier

HJ~OZ(H,J), (QZ—(IE”—"}) 3, H,J~O0ZzZH,J), (

OZ(H',J
2 0Z(2.7) )) 5.

Q*
Wir miissen nur noch die Umkehrung beweisen.
Es sei also H,J~H',J’...(f). Wir bringen dann [Z(H',J’), [f, #]]

auf die Form [g,] und setzen &= (ZL7). Damn ist fiir alle z, die nicht

zu H gehbren
[h,2] =[0,2] =4,

und fiir alle 2, die zu H gehéren,
(h,z]=1[g.2]=[Z(H',T), [f,=]].

Wir werden nun zeigen, daB % eine Zahlung des nach J' geordneten H ist.

Wenn nicht z¢ H ist, so ist in der Tat [k,2]=A4. Wenn hingegen
z e H ist, so ist:

[k, Abs (z; H,))| = |[Z(H',T'), |[f, Abs (z; H,I)]|}]
=\[Z(#H,T'), Abs([f,=); |[f, H}|, {F1 D
=|[2®&,T), Abs((f.=}; H, I )| =[Z(H, ), f.2]] = [k, 2]
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Also ist in der Tat A ZH,J. Und hieraus folgt:
OZ(H,J)=|[Z(H,J), H]| = |[, H)|
=[2(&, ), |[f, H)|)| = |[Z(&',T"), H')| = 0Z(H", J"),

wie behauptet wurde?). —

Ein weiterer Satz iiber die Ahnlichkeit und Ordnungszahlen ist der
folgende:

Satz 49. H, J, H', J' seien Bereiche, JWOH, J' WOH', und
ZH,J, ZH',J'. Es gibt dann und nur dann ein zeH', so daf

H,J~ Abs(z; H',T'), (&%‘?—‘l—)) 7
ust, wenn OZ(H,J)<< OZ(H',J') ist.
Beweis. OZ(H,J)<OZ(H'J') ist, wie wir wissen, mit
OZ(H,J)eOZ(H',J') gleichbedeutend. Wegen
OZ(H',J')=\|[Z(H,T), H']|
bedeutet dies, daB OZ(H,J)=[Z(H,J), x], xzeH ist. Nun ist in
diesem Falle

OZ(H,J) = {Z(H',J’}, z]=0Z (ﬂbs (z; H, J’), (ﬁfi%g’.ﬁ) J').

Und dies ist nach Satz 48b in der Tat mit
H, T = Abs (o3 H', 7'), (22 L200)
gleichbedeutend.

SchlieBlich beweisen wir noch:

Satz 50. H, J, H' seien Bereiche, JWOH, ZH,J und H' < H.
Dann ist auch ZH', ( )J und es ist

oz (H', (-) J) S 0Z(H, J).

Beweis. Wegen Z H, J sind alle _#bs (z; H, J), & H Mengen; aus
H'S H folgs _Abs (v; H ,( ) )<ﬂbs(x,H J) (fix zz H'), also sind
auch die s (z; H', (X) )7), @ H', Mengen. Folglichist Z H', () J

*) In der ,naiven“ Mengenlehre ist dieser Satz natiilich trivial, er ist sozusagen
definitorisch fir den Ordnungszahlenbegriff. Man beachte, daB er sich nicht anf alle
wohlgeordnete, sondern bloﬁ&ﬂfd!emh!barenlﬁengenbemhﬁ* &es&nﬂmsﬁ&nﬁ

werden wir noch in § 2 niher ins Auge fassen,
45;
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Wenn nicht OZ (H ! (%) J) < OZ(H,J) wire, so miifte nach
Hl

Satz 44 OZ (H', () J) > OZ (H, J) sein, nach Satz 49 wire also

s (i ', () ")) (1),

Hl

H, J~ _Abs (a:; H', (%) J), (
d. h.

L (B
H, J=~ _Abs (x; H', (%) J>,<ﬂbs (x, E;’ (H) J>)J.

Wir bezeichnen _#bs (x; H', (—%—’) J) der Kiirze halber mit H*, dann
wird also

H*
Hi~8 (B 7.
sein. Wegen H* = Abs (m; H', (%:) J) ist dabei fir alle yeH™
Yz (%) J, y<x...(J). Es gilt nun zu zeigen, daB dies unmdg-

lich ist. Die Eigenschaft: ,yeH und [f,y] < y...(J)* werde auf die
Form [g,y] + A gebracht und dann K= B(g) gesetzt. K ist ein Be-
reich und seine Elemente sind alle ye H, fiir die [f,y] < y...(J) ist.
Es ist K< H und K= 0. Das letatere darum, weil das vorhin Erwéhnte
ze K ist, es ist ndmlich: ze H, [f, x]eH*, also [f,z] <z...(J).
Wegen J WO H hat also das nach (%) J geordnete K ein erstes Ele-

ment u, d.h, esist ue K, und aus y e K folgt u<y...(5)J, ugy...(J),
also aus y < u...(J) yeH—K. . .
Wegen ue K ist [f, 4] < u.... (J), und infolge von H, J~s H*, (3-) 7. ()

folgt hieraus [7, [f, w1] < [f, u]. .. (%) 4, [f, thul Z[fou]...(J). Also

ist auch [f,uleK. Wegen [f,u] < u...(J) muB aber [f,u]eH— K
sein, und das ist ein Widerspruch.

2. Vergleichbarkeit, Eindentigkeit der Abbildung.

Aus den Sitzen des § 1 konnen wir sofort die folgende Konsequenz
ziehen:

H, J, H', J' seien Bereiche, J WOH, J’WOH’'. Es sei ferner
ZHJ, ZH',J. Da sind unter den untenstehenden Aussagen die bei
A. stehenden, die bei B. stehenden und die bei C. stehenden untereinander
gleichbedeutend. Diese Aussagen lauten folgendermafien:
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A. Bsist HJ~H',J. Es ist OZ(H,J)=0%Z(H',J').

B. Es ist H, Ja _Abs (a3 H', 7), (22T 3 fiir ein ze .
Es ist OZ (H,J)< OZ H',J'). Es ist OZ(H,J):0Z(H',J").

C. Bs ist H',J =~ _Abs (z; H,J), (j—bﬁ—(—%g-’—‘,—))f fiir ein xe H.
Es ist OZ(H,J)> OZ(H',J'). Es ist OZ(H',J' )¢ 0% (H, J).

An der zweiten Formulierung eines jeden der drei Fille sehen wir
sofort, daB stets einer und nur einer der drei Fille A, B, C besteht.

Definition. Im Falle A.ist H, J~ H’,J’. In den Fillen B und C
schreiben wir H, J< H',J' bzw. H,J> H',J'.

Damit haben wir ein héchst wichtiges Resultat der ,naiven“ Mengen-
lehre gewonnen: den Satz ,von der Vergleichbarkeit aller wohlgeordneten
Mengen in bezug auf ihren Ordnungstypus“. Es ist aber wesentlich und
fiir unser System charakteristisch, daf dieses Resultat nicht fiir alle wohl-
geordneten Bereiche iiberhaupt, sondern bloB fiir die zihlbaren unter ihnen
gewonnen wurde.

Trotzdem ist die erste Formulierung in jedem der Fille A, B, C
auch fiir nicht zihlbare wohlgeordnete Bereiche sinnvoll, da dort von
Ordnungszahlen keine Rede ist. Es scheint uns aber unwahrscheinlich, daf
ein Beweis der Vergleichbarkeit (d. h. dessen, daB stets einer und nur einer
der drei Fille A, B, C besteht) unabhingig von den Primissen Z H, J,
ZH',J gelingen sollte: jedenfalls versagen alle bekannten Methoden an
diesern Punkte 7).

Indessen ist diese Liicke praktisch belanglos: denn alle wohlgeord-
neten Mengen sind ja nach Satz 41 zihlbar und beim ,Vergleichen der
wohlgeordneten Bereiche in bezug auf ihre Michtigkeit* fallt die ganze
Sehwierigkeit fort (vgl. Kap. VII, § 8).

Wir beweisen noch den folgenden Satz:

Satz 51. H, J, H' seien Bereiche, JWO H und Z H,J. Ferner sei
H'SH. Dawnist B, (5 )J<H,J. Wenn H'= Abs(z; B, J), z¢ K,
ist, so gilt sogar stets das <€-Zeichen.

Beweis. Die zweite Hilfte folgt ohne weiteres aus der Definition,
zum Beweise der ersten muB noch der Satz 50 beriicksichtigt werden.

2% Es gibt bekanntlich in der ,naiven“ Mengenlehre noch eine Methode, um die
Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Ordnungstypen zu beweisen, die von den Ord-
nungszahlen keinen Gebrauch macht [G. Cantor, Beitrag zur Begriindung der Theorie
der transfiniten Mengenlehre TI, Math. Annalen 49 (1897), 8. 207—215] Sie kann in
unser System iibertragen werden, aber interessanterweise nur fiir solche H, J, fiir die
alle Abs{x; H, J), e H, Mengen sind, d. h. fiir genau diejenigen, die zihibar sind.
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Uber die Eindeutigkeit der dhnlichen Abbildungen gilt der folgende Satz:
Satz 52. H, J seien Bereiche, JWQO H und Z H, J. Die Relationen

H,J~ P, (——’i;)z, POZ
Q

bestehen dann und nur dann, wenn
P=0Z(H,J)
ist.
Beweis. Dal fiir dieses P= OZ (H, J) die genannte Relation gilt,
wissen wir aus Satz 40. Wir miissen also nur noch die Umkehrung be-
weisen.

Es sei H,J~ P, (Qi)z: POZ. Dam ist P=OZ(H'J'),
J'WOH', ZH',J'. Wegen H’, JNP< )Z(Satz40)1stﬂ J~H',J,

also OZ (H,J)=OZ (H',J') = P, wie behauptet wurde.

Satz 53. Fir POZ, Q OZ ist P= Q mit P, ( ) @Q,(—g—;)z
gleichbedeutend. @

Beweis. Nach Satz 52 gilt P, ( )2~Q,< )2’ fiir ein ein-
ziges QOZ. Da P selbst ein solches ist, gilt es fiir @ = P allein.

3. Die Wohlordnung des Bereiches aller I-Dinge.

In diesem und dem nichsten Paragraphen wird der Wohlordnungssatz
bewiesen werden, und zwar auf einem Wege, der von der klassischen
Methode Zermelos (vgl. Fulnote *?)) wesentlich abweicht. Man darf natiir-
lich nicht etwa glauben, daBl damit ein im Sinne der ,naiven“ Mengen-
lehre neuer, vom ,Auswahlprinzip“ (das wir nun anch zu beweisen in der
Lage sind) unabhingiger Beweis des Wohlordnungssatzes gewonnen ist.
Diese Methode ist ndamlich nur in unserem System gangbar und beruht
im wesentlichen auf dem Axiom IV. 2.

Satz 54. Es gibt einen Bereich W, so dafp WWO Q ist; es gilt
*%k
sogar: Q, W=~ Q2*, (f;*)Z'. (Also ist ZQ, W.)

Beweis., Nach Satz 47 ist der Bereich Q** ein Bereich, aber keine
Menge, also ein II-Ding, aber kein I II-Ding. Nach IV. 2. gibt es also
ein II-Ding f, so daB fiir jedes z ein y mit y& Q*%, [f, y] =2 existiert.

Wir konnen diese Eigenschaft: ,yeQ** und z=[f,y]“ auf die
Form [g,y]+ A bringen (g von z abhiingig, aber von y unabhingig)
und dann H== B(g) setzen. Dann ist H ein Bereich, dessen Elemente
alle y2Q** mit [f,y]=2 sind. Also ist H Q%" und da es ein y
mit den genannten Eigenschaften gibt, so ist H = 0.
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Wegen (i:*> I WO Q** hat also das nach (Q“)(Q*)Z geord-
nete H, d.h. das nach (%)2 geordnete H, ein erstes Element u. Es
istueH, d.h.ue %%, [f,u] ==z; und aus ye 2**, [, y] ==, d.h. ye H,
folgt ugy(blg;)z, u<y...(2) uly.

Also: es gibt ein u, welches die Eigenschaft: ,ueQ** [f,u] =z,
und fiir jedes y folgt aus ye Q™% [f, y] =2, daB u <y ist,“ besitzt, es
ist aber klar daB auch nur em u diese Elgenschaft besitzen kann. (Waren
%’ und %" so, so miiBte %’ < u”, u” < u’ sein, also wire w’ ~ w”, u' = u”.
Wir kénnen nun diese Elgenschaft unschwer auf die Form [k, (z, )]+ 4
bringen (% unabhingig von z und %) und III. 3. anwenden: dann ist
dieses einzige u gleich [, ] (j unabhingig von z).

Das so gewonnene II-Ding j hat die folgenden Eigenschaften: es
ist fiir jedes I-Ding z [j,2]¢2™, [f.[j,2]]==2. Wenn wir also
{7, 2] = X setzen, soist X< 2** und [£, X(]| = 2. Ferner folgt aus
ue, ve X, ustv [f,u]+[f,v], denn es ist u=[j,z], v=1[4, y],
also (:f3 u} =[f>[jax}}:x: [fo”] ={f,[f:?/}}=?/- D.h 26-‘:{2', {f,%}],
v =13, [f,]]. Wegen u v ist also [f, ] = [f, v]-

Wir kénnen also W= [f] (};f;) setzen, dann ist A(, (Q ) S~ W.
**
Nun ist das nach ( )2 geordnete 2%* wohlgeordnet und zihlbar, nach

Satz 29 und Satz 50 gilt also wegen X << Q** dasselbe fiir das nach

(5 (& )z georduete J, d. h. das nach ()5 geordnete . Und

X, (Ej{;)ZwQ, W hat nach Satz 29 und Satz 48a zur Folge, daB auch

das nach W geordnete Q wohlgeordnet und zahlbar ist.
Wir kinnen also OZ (2, W)= P bilden. Da 2, WP, ( )2 ist,

und Q keine Menge ist, ist auch P keine Menge. Und da POZ ist und
dabei P keine Menge ist, so muB nach Satz 47 P= Q** sein. Damit
ist die Behauptung restlos bewiesen.

4. Die Wohlordnung beliebiger Bereiche,

Der Satz 54 ist eigentlich schon der Wohlordnungssatz, wir wollen
ihn aber noch der Form nach etwas allgemeiner gewinnen. Auch das
»Auswahlprinzip“ werden wir leicht aus diesem Satze herleiten konnen.

Satz 55. H sei ein Bereich. Es gibt dann stets einen Bereich J,
so dafp JWOH, Z H, J ist.
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Wenn H keine Menge ist, so ist fir JWOH, ZH,J stets
OZ(H,J)= Q**. Wenn H eine Menge ist, so ist fir JWOH stets
ZH,J wnd OZ(H,J)< 2%, ot

Beweis. Wn: wihlen W nach Satz 54, so da§ Q, WA Q**, (?> =z,

und setzen J= |~ |W. Da WOW R, Z Q, W ist, so ist nach Satz 29
Q

und Satz 50 auch JWOH, Z H, J.

Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.

Wenn H keine Menge ist, so ist fir JWOH, ZH,J wegen
H,J~ OZ(H,J), <9~Z—g§:——‘”)z anch OZ(H,J) keine Menge. Also
mu OZ(H,J)= Q% sein

Ist hingegen H eine Menge, so ist fiir jedes JWOH auch ZH,J
(vel. die Bemerkung bei Satz 41). Wegen H,J = OZ(H, J), ("—ng—-ﬁ-’iﬁ)z

ist auch OZ(H,J) eine Menge; folglich ist OZ(H,J)eQ™,
OZ(H, J) < Q™.

Man sieht iibrigens leicht ein, daB8 es fiir solche H, die keine Mengen
sind, stets Wohlordnungen J gibt, fiir die nicht Z H, J ist (hierzu reicht
ja nach Satz 41 die Existenz eines _#bs(z; H, J), x¢ H, das nicht Menge
ist, aus), wir gehen aber darauf hier nicht niher ein.

Nun werden wir zwei verschiedene Fassungen des Auswahlprinzips
beweisen, deren erste mit dem Begriff des Hilbertschen ,7“ eine gewisse
Analogie zeigt *%), wihrend die zweite sich mehr an die urspriinglich Zermelo-
sche Fassung desselben anlehnt.

Satz 56. ¢ sei esn II-Ding. Es gibt ein II-Ding v, derart, daf
fiir jedes z, zu dem ein y mit [@,(z,y)] + A existiert, [y, x] einem
solchen y gleich ist®®).

Beweis. Wir wihlen W nach Satz 54: WWQ Q. Betrachten wir
ein z, zu welchem es ein y gibt, so daB [, ¢z, y)] + 4 ist. Wir bringen
[@, ¢z, ¥)] + A4 auf die Form [f,y] <+ A (f von z abhingig, von y un-
abhingig) und setzen H= B(f). H ist ein Bereich, seine Elemente sind

%) Hilbert, Neubegriindung der Mathematik I, Abhandlungen a. d. Math. Sem. d.
Hamburgischen Universitiit 1, 1922. Ferner: Die logischen Grundiagen der Mathematik,
Math. Annalen 92 (1924).

) Satz 57 kann als eine Verschirfung des Axioms IIL 8. angesehen werden: es
ermbglicht die Umkehrang von Relationen, die nur Iosbar, aber nicht eindeutig losbar
sind. In unserer Axiomatik wire die einfachste direkte Einfithrung des Auswahl-
prinzips die gewesen, statt III. 3. den Satz 56 zu verlangen. Damit wire eine weit-
gehende Analogie mit Hilberts Formulierung des Auswahlprinzips erreicht. (Vgl. FuS-
note %),) Da jedoch das Auswablprinzip aus IV. 2. allein folgt, war dies fberflissig.
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alle y mit [, (x, )]+ 4. Also ist HSQ, H+0. Wegen WWOH
hat also das nach (ig) W geordnete H ein erstes Element. Dasselbe sei u.

u besitzt die folgende Eigenschaft: ,[¢,(x, )] 44, und fiir jedes
y folgt aus [p, (2, ] +4 u<y...(W).“ Es ist auBerdem klar, da}
u allein diese Eigenschaft besitzt. (Besaﬁen u’ und »” dieselbe, so miifite
%’ <u (W), u"gu .. (W), also %' =" sein.)

er bringen diese Eigenschaft auf die Form [g,<(x,u)] %4 (g von
x, u unabhiingig), dann haben wir das folgende Resultat erhalten: Wenn
es ein ¥y mit [¢,(z, y)] +=4 gibt, so gibt es ein und nur ein % mit
[9: ¢z, w)] A, und fiir dieses u ist auch [@,(x, u)]+4. Auf
[9,<x,u)] &= A konnen wir also IIL. 3. anwenden, und damit haben wir
das gewiinschte [y, ] hergestellt.

Satz 57. Es gibt esn II-Ding @, so daf fir alle Mengen H =0
[@, Hl e H ist.

Beweis. Wir bringen z¢H, d h. [H,z]+4, auf die Form
[f, (H,z)] 4+ A, und wenden dann den Satz 56 an; daraus folgt die
Behauptung. o

Nach Satz 55 ist fiir jede Menge WO(H)+0. Wegen UO(H)
= YO(H) > WO (H) ist also auch YO(H) <=0, UO(H)+0. (UO(H)+0,
und nur dieses, ist iibrigens trivial, denn es ist offenbar fiir jedes H
0UOH, also 0:UO(H).)

VIL Die Aquivalenz und die Kardinalzahlen.
1. Die Aquivalenz.

Wir definieren die Aquivalenz auf die in der ,naiven“ Mengenlehre
iibliche Art:

Definition. H, H' seien zwei Bereiche. Wir sagen: H ist mit H'
iquivalent, in Zeichen: HAas H', wenn es ein II-Ding ¢ mit der folgen-
den Elgenschaft gibt: Aus weH, ve H, u v folgt [, u] =i={<p, 2], Es
ist H =|[g, H]|. Diese FEigenschaft von ¢ driicken wir so aus:
HNE ...(g). %)

Wir stellen zunichst fest:

Satz 58a. H, H' seien Bereiche; wenn H2Y H' ist und H eine
Menge ist, so ist auch H' eine Menge Ferner kann ein 111-Ding ¢
imamer so gewdhlt werden, daf 'H =~ ((p) st.

%) Diese Definition der Aquivalenz ist wesentlich emfaehar als die bei Zemelg
wo die Aquivalenz zuerst fiir elementfremde Mengen definiert wird, nnd erst ém
allgemein,
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Satz 58b. Es gibt ein II-Ding v, so daf fir alle Mengen H, H'
die Relationen Ha2 H' und [y,<H, H'Y] + A gleichbedeutend sind.

Es gibt ein II-Ding y, so daf fir alle Mengen H, H' wund
111-Dinge ¢ die Relationen Ha H' ... (@) und [y, ((H, H), )]+ 4
gleichbedeutend sind.

Beweis. (Fiir 58a.) H ist eine Menge, weil es gleich |[¢, H];
ist. Wenn H' &2 H...(¢) ist, so ist, wie man sofort sieht, auch
H=~H... (%—QL und wegen (%Q)SH ist (%) in der Tat ein
ITI-Ding.

(Fir 58b.) Um den zweiten Teil zu beweisen, miissen wir die fiir
H'a2 H ...(p) definitorischen Bedingungen auf die Form [y, ((H, H'), p)] + A4
bringen; es ist klar, wie das zu geschehen hat.

Der erste Teil aber folgt hieraus mit Hilfe der folgenden Bemerkung:
Hzs H' bedeutet, daB es ein II-Ding ¢ mit HaS H ... (p) gibt, also
nach Satz 58a, daB es ein III-Ding ¢ mit H H'...(¢), d. h.
{2, ((H, H'), )] = A gibt. Und dies ist unschwer auf die Form
[w,¢H, H )] += A zu bringen.

Satz 59. H, H', H” seien Bereiche, dann bestehen die folgenden
Relationen: Es ist Hax H. Aus Ha~ H' folgt H &~ H. Aus Ha H’
und H =~ H” folgt H=~ H".

Beweis. Die erforderlichen ¢ sind hier ganz analog zu wahlen wie
beim Beweise des entsprechenden Satzes 22 fiir die Ahnlichkeit. Ein
ndheres Eingehen hieraunf eriibrigt sich.

Weitere elementare Sitze iiber die Aquivalenz sind die folgenden:

Satz 60. H, H' seien Bereiche, ¢ ein I1I-Ding, ferner seien K, K’
Bereiche, K S H, K' < H', und K'=|[p,K]|. Wenn HX H' ... (9)
ist, so ist auch K2 K'...(¢).

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition der Aquivalenz.

Satz 61. H, J, H', J' seten Bereiche, JUOH, J' UOH' . Wenn
H,J=~H',J ist, soist auch Has H'; ist insbesondere H,J~H',J' ...(¢p),
so ist auch Ha=~ H' ... (p).

Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen der Ahnlichkeit und
der Aquivalenz.

Ebenso wie bei der Ahnlichkeit (vgl, die Fille A, B, C im Kap. VI
§2) liegt auch bei der Aquivalenz die Frage nach der Vergleichbarkeit
nahe. Um dieselbe zu erledigen, wollen wir zuerst den Begriff der Kar-
dinalzahlen (bzw. Anfangszahlen, Alephs, Michtigkeiten) einfiihren,
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2. Die Kardinalzahlen oder Michtigkeiten.

Um MiBverstindnissen vorzubeugen, ist es wohl in diesem Paragraph
erwiinscht, eine Bemerkung iiber die anzuwendende Terminologie voraus-
zuschicken.

In der ,naiven“ Cantorschen Mengenlehre wird zuerst der Begriff
der , Méchtigkeit“ definiert als das einer Klasse untereinander dquivalenter
Mengen gemeinsame Merkmal; sodann der Begriff des ,,Alephs“ oder der
»»Kardinalzahl“ als Machtigkeit einer wohlordenbaren Menge; und schlieBlich
der der ,,Anfangszahl“ als die kleinste einem gegebenen Aleph &quivalente
Ordnungszahl.

Da in unserem Systeme der Wohlordnungssatz bewiesen ist (Satz 55),
so fallen die Begriffe , Miachtigkeit® und ,,Aleph* bzw. ,Kardinalzahl«
jedenfalls zusammen (wenn sie einmal irgendwie definiert sind), und die
unter diesen Begriff fallenden Dinge sind den ,, Anfangszahlen‘ eineindeutig
zugeordnet. In Anbetracht dieser Lage werden wir bei der Definition der
genannten Begriffe noch um einen Schritt weitergehen und alle vier kurz-
weg identifizieren. Wir definieren nimlich:

Definition. Wir nennen eine Ordnungszehl P eine Kardinalzahl
(oder: Anfangszahl, Aleph, Machtigkeit), in Zeichen: P KZ, wenn fiir
kein QOZ, Q< P, Q= P ist.

Satz 62a. Q% ist eine Kardinalzahl.

Satz 62b. Es gibt einen und nur einen Bereich X/, fir den Pe X
mit PKZ, P+ Q" gleichbedeutend ist. Dieses X bezeichnen wir mat I'.

Beweis. (Fiir 62a.) Es ist 2**0Z. Wenn POZ, P< Q% ist,
so ist P eine Menge, wihrend Q2** keine Menge ist, folglich kann nicht
Py Q™ sein. Also ist 2™ KZ.

(Fiir 62b.) Wenn PKZ, P+ Q™" ist, so ist POZ und P eine
Menge, also Pe Q™. QOZ, Q < P bedeutet Q¢P. Folglich bedeutet
PKZ, P+ Q%: ,P:Q™, und es gibt kein Q mit Q¢ P, Q&5 P«.
Diese Bedingung konnen wir unschwer auf die Form [f, P] < 4 bringen;
X = B(f) ist dann ein Bereich mit den gewiinschten Eigenschaften.

DaB es nur einen solchen Bereich gibt, folgt aus I.4.

Satz 63. Wenn PKZ, Q KZ ist, so ist P= Q mit P Q gleich-
bedeutend.

Beweis. Aus P= Q folgt offenbar P2z @. Ist umgekehrt PR @Q,
so ist jedenfalls P=Q oder P< @ oder P> Q. Fiir P« @ wire:
POZ, P<@Q und PRZQ, entgegen Q KZ; fisr P> hingegen:
QOZ, Q<P und Q= P, entgegen PKZ. Also ist P=Q. .-

Satz 64a. H sei ein Bereich. Es gibi eine und nur eine Kardinal-
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zahl P, fir die P22 H ist. Dieses P nennen wir die Kardinalzahl (oder
Machtigkeit oder Aleph oder Anfangszahl) won H, und bezeichnen es
mit KZ(H).

Satz 64b. H ist dann und nur dann keine Menge, wenn
KZ(H)= Q* ist.

Satz 64c. Es gibt ein 1I-Ding @, so daf fir alle Mengen H
. KZ(H)={[¢p, H]
281.

Beweis. (Fiir 64a.) Die Eindeutigkeit folgt offenbar aus Satz 63.
Wir miissen also nur noch die Existenz beweisen.

Nach Satz 55 gibt es ein J, so daB JWOH, ZH,J ist. Wenn
P

P=O0Z(H,J) ist, so ist demnach H,Ja P, (5;)2 also Has P.
Wenn P= Q** ist, so sind wir schon fertig: denn nach Satz 62a ist ja
Q™ KZ.

Andernfalls sei P+ Q™. Dann ist P, also auch H eine Menge.
Die Eigenschaft: ,,Pe Q** und P2y H* konnen wir leicht auf die Form
[f, P14+ A (f abhingig von H, aber unabhingig von P) bringen, und
dann A= B(f) setzen. J( ist ein Bereich, seine Elemente sind alle P
mit PeQ*, Pay H. Es ist offenbar X'<< 2**, und nach dem soeben
Gesagten ist ferner (< 0.

L2
Wegen (%)2 WO Q2** hat also das nach (éﬁ*)Z geordnete A ein

erstes Element, d.h. es gibt ein PeQ™ mit Pas H, derart, daB fiir
jedes Qe Q™ mit Q v H
P<Q... (B’Yg) s,
also
, P<Q...(2), P<Q
18t.

Es ist POZ und PRz H. Wenn QOZ, Q < P und Q &~ P wire,
so wire jedenfalls Q¢ 2** und Q &z P, PaY H, also Q & H, d.h. Q= .
Also miite P Q, @ > P sein, entgegen Q < P. Damit ist PKZ be-
wiesen und folglich auch unsere Behauptung.

(Fir 64b.) Wegen Hay KZ(H) ist H dann und nur dann keine
Menge, wenn K Z(H) keine ist. Dies ist aber offenbar mit KZ(H)= Q**
gleichbedeutend.

(Fir 64c.) KZ(H)= P hat die folgende charakteristische Eigen-

schaft: ,PKZ und Pzy H% Wir konnen dies ohne weiteres in
9, <H, P)] <+ A (g von H und P unabhingig) umformen, und dann IIL 3.

anwenden: es wird dann P = [¢, H].
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Nach diesen Sitzen allgemeiner Natur beweisen wir noch zwei Sitze,
die den Verlauf der Reihe der Kardinalzahlen (d. h. den Bereich I") etwas
niher umschreiben.

Satz 65. I ist kesne Menge®*).

Beweis. Es sei PeQ**, sonst aber P beliebig. Da P eine Menge
ist, ist anch @ = KZ(P) eine Menge, also QeI’. Dabei ist Py Q,

d h P=Q...(f) Wenn wir also J= [f]( )2 setzen, so wird
p( )2~Q,J also nach Satz51 P=0Z2(Q,J). Wegeu( *)zwop

ist dabei JWO Q, d.h. Je WO(Q).

_Wir haben also bewiesen: Zu jedem Pe2** gibt es ein QeI" und
ein JeWO(T'), so daB P= OZ(Q,J) ist.

Nun ist WO(Q) eine Menge und gleich [f, Q] (f fest), also ist
JeWO(Q), WO(Q)e[[f,T')l, das heiBt JeS(|[f,I'))). Folglich ist
@, De, S|[f, T')|)y|. Ferner ist OZ(Q,J)=1[g,(Q,J)] (g fest), so
daB Pei[g, (I, S({f, TN} ist.

Dies gilt fiir jedes P von 2%, also ist 2%* <l[g, <, S(IIf, 1) ]
Wiare nun I eine Menge, so wiren auch |[f, I'll, S(|[£. I'}}), KI', S{|[f, T1MI,
ilg, KT, S({[f, 1)1 Mengen und demnach auch 2** eine Menge, was
sicher falsch ist.

Satz 66. Das nach ( )2’ geordnete I' ist wohlgeordnet und zdhi-
bar und seine Ordnungszahl ist Q**.
Beweis. Das nach ( )2 geordnete Q** ist wohlgeordnet und

zéhlbar, nach Satz 29 und Satz 50 muB wegen I' < Q** also auch das

nach (—5;)2 geordnete I wohlgeordnet und zdhlbar sein. Da I' keine

Menge ist, so ist auch O Z (1", (}%) 2’) keine, also muB es gleich 2** sein.

3. Die Vergleichbarkeit.

Satz 67. H, H' seien zwei Bereiche. HxH' istmit KZ (H)= KZ(H')
gleichbedeutend.

) Wir konnten in diesem Zusammenhbange leicht den Satz beweisen, wonach. die
Kardinalzahl von P (H) fiir jede Menge H grofer ist als die von H. Wir sehen daven
ab, weil der Satz 65 ausreicht um zu beweisen, da8 es unter den Kardinalzahlen von
Mengen, d.h. = 2**, keine grifte gibt; Tn der Tat, wenn etwa P die grofte Kardinal-
zahl von Mengen wire, so wiren alle Kardinalzahlen von Mengen < P, also Elemente
von P(P); folglich wire I' < P(P), was unméglich ist, da pP(P) eine Meng&m
I aber keine,
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Beweis. Wegen Hay KZ(H), H' &~ KZ(H') folgt aus KZ(H)
=KZ(H) Ha~H.

Aus H2=s H' folgt hingegen KZ(H)~ H, HH', H~ KZ(H'),
dh KZ(H)~ KZ(H') und nach Satz 63 also KZ(H)= KZ(H').

Satz 68. H, H' seien zwei Bereiche und ¢ ein I1I-Ding. Wenn
H< (@, H')| 4st, so ist KZ(H)< KZ(H').™)

Beweis. Wir kénnen die Relation ,,yeH', [¢,y]=2“ aul die
Form [f,<z,y)}+ A (f von z und y unabhingig) bringen. Fiir jedes
xe H existiers (wegen H [, H'])) ein ye H mit [f,(x, y)] + 4, wir
konnen also den Satz 56 anwenden und [g, ] bilden. Wir haben also:
aus z¢ H folgt [g, 2]e H und [f,[g, 2]] ==.

Aus ueH, veH, u<v folgt also: [f,[g,%]]==[f.[g,2]], [g,%]
+[g,v]. Wemn wir H* = |[g, H]| setzen, so ist nach alledem Haz H*
wmd H* < H'.

Hieraus folgt erstens KZ(H)= KZ(H*). Es ist also sicher
KZ(H)<S KZ(H'), wenn KZ(H* < KZ(H') ist. Wir miissen demnach
zeigen: aus H* < H folgt KZ(H)S KZ(H').

Wir setzen KZ(H')=P. Da H P, P~ H' ...(f) ist, konnen
wir J' =[2] (—g—*)Z setzen. Dann ist P, (—5;)2% H,J' ... (h), also

*

P=OZ(H',J'). Nach Satz 50 ist also, wenn wir Q@ = 0Z (H*, %) J')

setzen, Q < P. . "
Ferner ist H*, (%) J ~ Q, (}%) 3, also H*a2 Q, sko Q= H,

H* KZ(HY), &.h. Q< KZ(H*). Wegen QOZ, KZ(H*)KZ muB
folglich Q > KZ(H™) sein.
Zusammenfassend gilt folglich: KZ(H') < QS P=KZ(H'),
KZ(H*Y< KZ(H'). Damit ist unsere Behauptung vollstindig bewiesen.
Wir beweisen noch die Umkehrung des Satzes 68.

Satz 69. H, H' seaen zwei Bereiche. Wenn KZ(H)< KZ(H')
ist, so gibt es ein 1I-Ding ¢, so daf H< |[p, H']| ist.

Beweis. Es ist H' & KZ(H') KZ(H)z H; wir wahlen also die
I1-Dinge f, g so, daB H' = KZ(H')...(f), KZ H)& H...(g) gilt.

3% Tm wesentlichen ist es dieser Satz, der (in Verbindung mit dem fast trivialen
Satze 67) die Umgehung des Bernsteinschen ,Aquivalenzsatzes® erméglicht. Es kommt
dabei im wesenthchen anf die folgende Teilbehauptung desselben an: Wenn H* < H'
ist, so ist auch KZ(H*)<{ KZ(H'). Diese fuBt hrerseits auf dem Satze 50 iiber
Ordrungszahlen. — Unsere, auf den Ordnungszahlenbegriff gegriindete, Uberlegungs-
weise schaltet die spezifisch ordnungszablen -freien Gedankenginge der ,naiven“ Mengen-
Jehre (beim Beweise der Vergleichbarkeit wohigeordneter Mengen, des Wohlordnungs-
satzes, des Aquivalenzsatzes) aus.
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Damn ist KZ(H') = [[f, B']l, H=lg, KZ(H))| slso HL|[f. [g, H'Y].-
Wenn wir also ¢ nach {g, z] = [f, [g, #]] wahlen, so wird H< |[p,H'},
wie gewiinscht wurde.

Nun konnen wir, ebenso wie bei der Ahnlichkeit (Kap. VI, § 2) fest-
stellen, daB zwei beliebige Bereiche in bezug auf ihre Aquivalenz-Eigen-
schaften nur dreierlei Charakter zeigen kénnen.

H, H' seien zwei Bereiche. Mit Hilfe der Sitze 68 und 69 sieht
man sofort, daf unter den untenstehenden Aussagen die bei A stehenden,
die bei B stehenden und die bei C stehenden untereinander gleichbedeutend
sind %).

A. Es gibt ein II-Ding ¢ mit H < |[¢, H']|, und es gibt ein II-Ding vy
mit H < |[y, H]|. Es ist KZ(H)= KZ(H').

B. Es gibt ein II-Ding ¢ mit H < |[¢, H'], und es gibt kein I1-Ding v
mit H' < |[y, H]|. Es ist KZ(H) < KZ(H').

C. Es gibt kein II-Ding ¢ mit H < |[@, H']j, und es gibt ein II-Ding v
mit H <[y, H)|. Bsist KZ(H)> KZ(H').

Aus der zweiten Formulierung einer jeden Zeile folgt sofort, daB
stets einer und nur einer der drei Falle A, B, C besteht. (Der a priori
denkbare vierte Fall hingegen, bei dem es kein II-Ding ¢ mit H< {[¢, H'}|
und kein II-Ding y mit H' < |[v, H], gibt, tritt also niemals ein. Dies
ist eben die ,allgemeine Vergleichbarkeit“.) Ferner ist der Fall A, nach
Satz 67, mit HAas H' gleichbedeutend.

Definition. Im Falle A ist Ha2 H'. In den Fillen B und C
schreiben wir H<€ H' bzw. H> H'.

Wir bemerken noch eines. Da Q**KZ und Q% &z Q™ ist, ist
KZ(Q*)= Q%. Nach Satz 64b ist ein Bereich H dann und nur dann
keine Menge, wenn KZ(H)= Q™" ist. Dies konnen wir auch so aus-
driicken: KZ(H)= KZ(Q"), d.h. Ha2 2**. Nun ist aber  keine
Menge, so daB Q& Q™ sein muB. Also ist Hay Q™ mit Hay Q
gleichbedeutend, d. h. ein Bereich H ist dann und nur dann keine Menge,
wenn H 2y Q ist. Wir kénnen dies als eine Verschirfung der Aussage des
Axioms IV. 2. ansehen.

3%) Unsere Fallunterscheidung A, B, C (d. h. jeweils die erste Formulierung) ist
der sog. ,, Trichotomie” in der ,naiven“ Mengenlehre nachgebildet. Immerhin wurde
dort in der Regel nicht unsere Relation festgestellt, sondern die ikrer Form nach
etwas engeren Relationen HAZ H*, H* < H’ beniitzt. Indessen sind beide Relationen
miteinander gleichbedeutend (vgl. den ersten Teil des Beweises von Satz 68), die
Zuriickfiibrung anfeinander gelingt aber blo8 mit Hilfe des Auswahlprinzips. (Dies ist
wohl eineder frithesten Gelegenheiten gewesen, bei denen die ,,name“ Mengmiehte
das Auswahlprinzip, unbewuflt, wesentlich benutzte.)
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Da fiir alle Bereiche H < Q gilt, also H< [[@, 2] (man wihle ¢
80, daB stets [@, 2] =2 sei), so besteht zwischen H und Q stets einer

der beiden Fille A und B, d. h. es 18t H f‘!). Da fiir Nicht-Mengen ~
Hzz Q charakteristisch ist, ist fiir Mengen H <€ £ charakteristisch.

V1II. Die Endlichkeit. Die ersten Ordnungszahlen. .

1. Die Endlichkeit.

Wir beginnen diesen Paragraphen mit der Definition der endlichen
Bereiche. Fiir die Endlichkeit wurden in der ,,naiven Mengenlehre mehrere,
der Form nach ziemlich verschiedene Definitionen beniitzt, die groBten-
teils den Begrifi der Wohlordnung oder der Aquivalenz beniitzen3t). Wir
werden hier eine Definition anwenden, bei der dies nicht der Fall ist, was
ihre Anwendung wesentlich erleichtert.

Definition. H sei ein Bereich. Wir nennen H endlich, in Zeichen:
HE, wenn es die folgende Eigenschaft besitzt: es gibt keinen Bereich
K< p(H), K40, fir welchen zu jedem z:K ein yeK mit 2 <y
-existiert.

Wir nennen H unendlich, in Zeichen: H U, wenn nicht H E ist.

Es gilt zuniichst der folgende Satz:

Satz 70a. Jeder endliche Bereich H ist eine Menge.

Satz 70b. Es gibt einen und nur einen Bereich L, so daf eine
Menge H dann und nur dann endlich ist, wenn sie Elemeni wvon L ist.
Dieses L bezeichnen wir mit E.

Beweis. (Fir 70a.) H sei ein Bereich, aber keine Menge; wir
miissen dann zeigen, da HU ist, d. h. einen Bereich K angeben, der die
in der Definition genannten Eigenschaften besitzt.

Ein solches K ist nun P(H) selbst. Es ist in der Tat P (H) < P(H),
P(H)+0 (das letztere weil z. B. 0¢ P(H) ist). Und wenn z¢ P(H) ist,
so ist « < H und z eine Menge. Da aber H keine Menge ist, ist = < H,
also 2 < H. Wir wihlen nun % so, daB weH ist, aber nicht wezx ist.
Dann ist auch x4 {u} eine Menge und es ist =+ {u} < H, also ist
z+{u}e P(H). Fernerist x <-4 {u}. Wir haben also ein yz P(H)
mit x < y gefunden.

(Fir 70b.) HE bedeutet ,He 2% und es gibt kein K& P(H) — {0},
bei dem zu jedem zeK ein ys K mit x < y existiert“. Dies ist.auf die
gewohnte Art ohne weiteres auf die Form [f, H] 4+ A4 zu bringen. Wenn

%) Fine Zusammenstellung gibf A. Tarsky: Sur les ensembles finis. Fundamenta
Mathematicae 6 (1924), S. 45—95.
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wir dann L = B(f) setzen, so ist L ein Bereich und besitat die ge-
wiinschte Eigenschaft, DaB es nur einen solchen Bereich gibt, folgt aus L. 4.

Weiter beweisen wir einen Satz, bei dem das Axiom V. 1, zum ersten
{und einzigen) Male benutzt wird. Es ist iiberhaupt nur um dieses
Satzes willen, daB wir das Axiom V.1 eingefithrt haben. (Freilich héingen
die Satze von Kap. VIIL -§ 4 und teilweise anch zu Kap. IX, § 2 von
diesem Satze ab.)

Satz 71. Es gibt eine unendliche Menge (d. h. es ist E <Q%).

Beweis. Wir betrachten das III-Ding f in V.1. und wihlen ¢
nach IV.1 (so daB [g, 2] 4+ 4 bedeutet, daB z ein I II-Ding ist); und

dann setzen wir kb = (f ! ) H= B(h). H ist offenbar ein Bereich, seine

Elemente sind alle 2¢f, die III-Dinge sind. Es ist & < f und f ist ein
I II-Ding, also ist es auch %, d.h. H ist eine Menge.

Die in V.1 formulierten Eigenschaften von f besagen dann fiir H:
es ist H=0, und zu jedem x¢ H gibt es ein ye H, so daBl z < y ist.

Jetzt wihlen wir j so, daf fiir alle I II-Dinge =

[4, 2] = B(=)
ist. Wir setzen |[j, H]|= K. Da H eine Menge ist, ist auch K eine
Menge, wegen H==0 ist K 4= 0.

Wenn u¢ K ist, so ist w={[j,2] = B(z), ¢ H, also insbesondere
u~2x. Da xzeH ist, gibt es ein yeH, so daB x <y ist. Fir
v=[7,y]=B(y) ist dann veK, v~y. Da u~z<y~w, also
u < v ist, konnen wir sagen: Zu jedem ueK gibt es ein ve K mit
u < v. Dabei ist aber K eine Menge, und alle seine Elemente sind es
ebenfalls.

Wir setzen M =S (K). Da K eine Menge ist, ist es auch M. Und
M ist unendlich, denn es ist K < P(S(K)) (weil alle Elemente von K
Mengen sind), d. h. K < P(M), und K=§=0 und zu jedem ¢ K gibt es
ein veK mit u<wv.

Damit haben wir eine unendliche Menge angegeben.

Man beachte, daB der Kernpunkt des Beweises der Mengencharakter
des unendlichen M ist, nur hiersu muBte das Axiom V.1. herangezogen
werden; die Existenz unendlicher Bereiche hingegen ist trivial: Q oder
0O sind keine Mengen, also nach Satz 70 unendlich.

2. Eigensehaften der Endlichkeit.

Satz 72a. Bs ist 0 E.

Satz 72b. H sei eine Menge, u ein I-Ding. Aus HE)’ofgt H+{u} E.
Mathematische Zeitschrift. XXVIL
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Beweis. (Fiir 72a.) Wir miissen zeigen: Zur Menge 0 gibt es kein
K mit den in der Definition im § 1 angegebenen Eigenschaften.

Wegen P(0)= {0} folgt aus K < P(0), K+ 0 offenbar K ={0};
also ist ze¢K mit =0 gleichbedeutend. Fiir #¢X haben wir also
u==0, und es ist fiir jedes v¢ K v = 0=1w, also niemals v <wv.

(Fir 72b.) Nehmen wir an, es wire H--{u} U, d.h. es gibe
einen Bereich K’ mit K' < P(H-+{u}), K 40, so daB zu jedem
z' ¢ K’ ein y'e K’ mit 2’ <y existierte. Wir wihlen ein II-Ding f so,
daB stets [f, 2] = — {u)} ist, und setzen K= |[f, K']|.

Wegen K’ <=0 ist K40. Wenn 2K ist, so ist x=[f, ' ]=a"—{u},
z'eK’. Alsoist 2'e P(H+{u}), ' SH+{u}, wd 2 S H+{u}—{u} < H,
ze P(H). Folglich ist K < P(H).

Wenn z¢ K ist, so ist z=[f,2']=2"— {u}, «’¢K’. Es gibt ein
y'e K’ mit ’'<y und ein 2’eK’ mit y'<2’. Fir y=[f,9' )=y —{u}
und z = [f,2'] =2'— {u} ist dann auch yeK, z¢K.

Aus 2’ <y’ <2 folgt x Sy <z Wir behaupten: Es ist » <z.
Sonst ware nimlich z ~ 2, 2 <y<z~ 2z, also z=y=2. Dies be-
deutet aber: ' — {u}=2"—{u}, also ist 2’ Jz'—{u}+{u}
=2 —{u}+{u} Sz’ +{u}, und weiter ' <y’ <z’ S+ {u},
z' <y’ <a'+ {u}. Dies ist aber offenbar unmdglich.

Also gibt es zu jedem xeK ein zeK mit z < z. Folglich ist auch
HU. Wenn also HE ist, so ist auch H+ {u} E.

Satz 78. L sei ein Bereich. Wenn 0¢L ist und fir jede Menge H
und fir jedes I-Ding w aus HeL H-{u}eL folgt, so gehort jede
endliche Menge zu L, d. h. es ist E<L.

Beweis. H sei eine Menge, die nicht zu L gehért. Wir bilden
K= P(H)-L. Es ist offenbar K < P(H), und da z. B. 0¢ P(H), 0cL
ist, also O¢ K ist, so ist K== 0.

Es sei #¢ K. Dann ist erstens z¢ P(H), z < H. Zweitens ist z¢ L,
also # & H. Folglich ist z < H. Wir wahlen % so, da ueH sei, aber
nicht ez, Dann ist z -+ {u} < H, und weil es x ist, auch x4 {u}
eine Menge, also #+ {u}e P(H), und weil zeL ist, auch x4 {upel.
Also ist 2 -4 {u}¢K. Und da u nicht zu x gehort, ist 2 <z + {u}-

Es gibt also zu jedem z¢K ein yeK (nimlich y =+ {u}) mit
z<y. Also ist HU. Aus HE folgt dann HelL.

Dieser Satz 73 ist eine Form des Prinzips des Beweises durch voll-
stindige Induktion, welche den Begrifi der Zahl nicht voraussetzt. Die
andere, eigentliche und den Begriffi der Zahl voraussetzende Form des-
selben werden wir beim Betrachten der ,natiirlichen Zahlen“ im § 4 auf-
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Wir gehen nun daran, mit Hilfe der Sitze 72a,b und 73 aus-
gedehntere Klassen von endlichen Mengen anzugeben.

Satz 74. Wenn H, H Mengen sind und H' < H ist, so jolgt aus
HE auch H' E.

Beweis. Wire H' U, so gibe es ein K<< P(H'), K+ 0, bei dem
es zu jedem zeK ein yeK mit z<y gibt. Auws H'< H folgt
P(H')Y< P(H), also ist K P(H); d.h. aus der Existenz dieses K
folgt auch HU.

Aus HE folgt also H' E.

Satz 75. Wenn H eine Menge und @ ein II- Ding ist, so folgt aus
HE auch |[p, H]| E.

Beweis. Wir konnen leicht ein II-Ding f konstruieren, so daf die
Bedingung ,H ist eine Menge und |[¢, H]| ist endlich“ mit [f, H]+ 4
(f ist von ¢ abhéngig, aber nicht von H!) gleichbedeutend ist. Wir
setzen L= B(f), L ist ein Bereich, und seine Elemente sind alle H mit
der obigen Eigenschaft. -

0 ist eine Menge, und |[g, 0]| = 0 ist endlich, also ist 0sL. Wenn
rel ist und u ein I-Ding ist, so ist z eine Menge, also auch 2+ {u};
und |[@, ]| ist endlich, also auch |{@» 2+ {u}]| =|[p, 2] +{lo, ]} -
Also ist o+ {u}eL. Nach Satz 73 ist also fiir jedes endliche H Hel,
d.h. |[g, H]| endlich.

Satz 76. Wenn H, K zwei endliche Mengen sind, so st auch H-+ K
endlich.

Beweis. H sei eine endliche Menge. Wir bringen die Bedingung
,K ist eine Menge, und H4 K ist endlich¢ auf die Form [f, K]+ 4
" (f von K unabhiingig, aber nicht von H!) und setzen L= B(f). L ist
ein Bereich, seine Elemente sind alle K mit der obigen Eigenschaft.

0 ist eine Menge, und H - 0= H ist endlich, also ist 0s L. Wenn
zeL ist und w ein I-Ding ist, so ist z eine Menge, also auch z -+ {u};
und H+ =z ist endlich, also auch Hf o+ {u}=H+z+{u}. Also
st -+ {uyel.

Nach Satz 73 ist also fiir jedes endliche K K¢ L, d.h. H+K endlich.

Satz 77. Wenn H eine endliche Menge ist und HS E ist, so ist
auch S{H) endlich. -

Beweis. Wir bringen die Bedingung ,H ist eine Menge, und ent-
weder ist nicht H< E, oder es ist S(H) endlich® auf die Form
[f, Hl + A4 (f unabhingig von H!), und setzen L=B(f) L st ein
Bereich, und seine Elemente sind alle H mit der obigen Eigenschaft., -~

0 ist eine Menge, und S(0) =10 ist endlich, also ist 0eL. Wenn
zel ist und u ein I-Ding ist, so ist erstens x eine Menge, alse anch

47%
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@+ {u}. Zweitens ist entweder nicht z -+ {u} < E, oder aber dies ist
der Fall, dann ist aber auch z < B, ucE. In diesem Falle ist wegen
zeL, 2 < E S(z) endlich und wegen ue E auch u endlich, also ist es
S(z -+ {u})=S(x)+ u ebenfalls. D.h. es ist 2+ {u}eL.

Nach Satz 73 ist also fiir jedes endliche # HeL; wenn folglich
H<E ist, so muB S(H) endlich sein.

Satz 78. Wenn H eine endliche Menge ist, so ist auch P (H) endlich.

Beweis. Wir bringen die Bedingung ,,H ist eine Menge und P(H)
ist endlich* auf die Form [f, H] <=4 (f ist unabhingig von H!) und
setzen L= B(f). L ist ein Bereich, und seine Elemente sind alle H
mit der obigen Eigenschaft.

0 ist eine Menge, und P(0)={0} ist endlich (weil 0 und folglich
auch {0} =0 {0} es ist), also ist O L.

Wenn ze¢L ist und % ein I-Ding ist, so ist erstens x eine Menge,
also ist es auch = -+ {u}. Zweitens ist P(x) endlich; wir wollen zeigen,
daB daraus auch die Endlichkeit von P(z -+ {u}) folgt.

Wenn ye P(z+{u}) ist, so ist y Sa+ {u}. Wenn nicht uey
ist, so folgt hieraus y <z, d. h. yeP(x). Wenn im Gegenteil uey
ist, so ist y=y—{u}+{u}, y—{u}<z, d h. y—{u}ep(z).
D.h. in diesem Falle ist y ="+ {u}, ¥ ¢ P(x).

Wir wihlen nun ¢ so, daf fiir alle Mengen %' [g,y'} =y + {u}
(9 von y’' unabhingig, aber nicht von w!) ist. Dann folgt aus
ye Pz +{u}), daB entweder ye P(x) ist, oder y =g, y'], ¥’ e P(x),
d.h. yellg, P(2)]]. Also ist P(z+{u} < P(2)+|[9, P(2)]]-

Aus der Endlichkeit von P(z) folgt auch die von |[[g, P(2)],
P(z)+1[g, P(x)]], und also auch die Endlichkeit von P(z - {u}).

Somit diirfen wir schlieBen, daB z 4 {u} e L ist. Nach Satz 73 ist
also fiir jedes Endliche H HeL, d. h. P(H) endlich.

Satz 79. H, J seien zwet endliche Mengen. Da sind auch die Mengen
ICH,Jy|, H’ endlich.

H sei eine endliche Menge. Dann sind auch die Mengen UO(H),
YO(H) und WO(H) endlich. Ferner ist fiir jedes JUO H (also auch fir
jedes YO H oder J WO H) J endlich und (falls JWO H 4st) OZ(H, J)
endlich. Ferner ist auch KZ (H) endlich.

Beweis. Beim Beweise von Satz 12b sahen wir, dal |[(H, J),
<I|{m, P(P(H+J))]| ist. Also folgt aus HE, JE die Endlich-
keit von |[(H,J)|. Beim Beweise von Satz 13b sahen wir, da8
B S &, P(I¢H, H)]. Aus HE, JE folgt also die Endlichkeit
von .
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Wie wir wissen, ist WO(H)SVO(H)SUO(H)S P(IKH, Hyl).
Aus HE folgt also die Endlichkeit von UWO(H), YO(H), WO(H).
Wenn JUO H ist, so ist J<|(H, H)|, also folgt aus HE die Endlich-
keit von J.

Wegen OZ(H,J)=|[{Z(H,J), H]| folgt aus HE auch OZ(H,J) E;
und wegen HAY KZ(H), d.h. KZ(H)=1[f, H] folgt aus HE auch
KZ(H)E.

SchlieBlich beweisen wir noch einen Satz.iiber das Verhiltnis von
Endlichkeit und Aquivalenz.

Satz 80a. H, H' seien zwei Mengen, HXZ H'. Dann ist HE
mit H E, und HU mit H' U gleichbedeutend.

Satz 80b. H, H' seien zwei Mengen. Wenn HE, H' U ist, so ist
H<H.

Beweis. (Fir 80a.) Aus Hay H' folgt H' =|[f,H], aus HE
folgt also H'E. Da ebenso H' &2 H ist, folgt auch aus H'E HE.
D.h. HE ist mit H' E gleichbedeutend. Also gilt auch dasselbe fiir die
Negation der Endlichkeit, die Unendlichkeit.

(Fir 80b.) H'SH ist nach Satz 68 mit H' < [f, H] gleich-

bedeutend. In diesem Falle folgt aus HE die Endlichkeit von Tf, H]
und H'. Wegen H'U muB also H'>>H, H<<H' sein.

3. Grundoperationen mit Ordnungszahlen.

Satz 8la. Es ist 0e Q™%

Satz 81b. Wenn PeQ** ist, so ist auch P--{P}eQ**. Wir be-
zeichnen P {P} auch mit P 1.

" Satz 8lc. Wenn M-S Q** ist, so ist S(M)e 2** oder S(M) = Q**,
je nachdem ob M eine Menge ist oder nicht. Folglich ist jedenfalls S(M)OZ.

Beweis. (Fiir 81a.) 0 ist eine Menge, wir miissen also nur noch
0 OZ beweisen, d. h. daB 0 den Bedingungen des Satzes 46 geniigt. Dies
ist aber sicher der Fall, weil 0 iiberhaupt keine Elemente hat.

(Fiir 81b.) P ist eine Menge, {P} ebenfalls, also ist es auch P+ {P};
wir miissen also nur noch P--{P} OZ beweisen, d.h.daB P+ {P} den
Bedingungen des Satzes 46 geniigt.

Aus Pz Q** folgt P Q% und {P} < Q™ also P+ {P} < Q**
Wenn Qe P--{P} ist, so ist entweder Qe P, also Q < P P+ {P},
oder Qe{P}, Q=P P+ {P}. Es ist also jedenfalls Q < P+ {P}.
D. h.: P4 {P} erfiillt in der Tat die Bedingungen des Satzes 46.

(Fir 81c.) Wir zeigen zuerst, daB S(W)OZ ist, d. h. daB S( M)
den Bedingungen des Satzes 46 geniigt.
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Aus PeS(M) folgt PcQ, Qe M, wegen M < Q%* ist QOZ, also
auch POZ; folglich ist S(M)< 2% Ferner folgt aus PeS (M)
PeQ, Qa M, also wegen POZ, QOZ P< . Da aber wegen Q& M
Q< S(M) ist, ist auch P< S(M). Damit ist S(W)OZ bewiesen.

Also ist S(M) + 2** oder = Q**, d. h. £ 2** oder = Q**, je nach-
dem ob S( ) eine Menge ist oder nicht. Wir miissen also nun noch be-
weisen: S( ) ist dann und nur dann eine Menge, wenn ) eine ist.

Ist M eine Menge, so ist es jedenfalls auch S(M). Ist hingegen
S (M) eine Menge, so ist es auch P (S(M)), und wegen M < P(S(M))
auch M. (M P(S(M)) gilt offenbar fiir jeden Bereich M, dessen
Elemente Mengen sind.) .

Satz 82. Es sei PeQ™*, Qe Q**. Dann bestehen die folgenden
Relationen: P < Q dst mit P11 Q gleichbedeutend. P < Q -1 4st
mit P Q gleickbedeutend. PZ Q ist bew. mit P112Q 11 gleich-
bedeutend.

Beweis. Da P¢P+4 {P}, PeP i1 ist, und POZ, P 10Z ist,
so gilt P<<P11. Aus P11 Q folgt also P<< Q. Aus P < @ hin-
gegen folgt P-L1 < Q; denn sonst wire P11>Q, @ < P11, also
P< @ < P+ {P}, was offenbar unmdglich ist. Damit ist die erste Be-
hauptung bewiesen.

Wir beweisen nun die dritte. Aus P=@ folgt P+ 1=Q |} 1. Aus
P<@ folgg PL15Q<@Q+1, PL1<@Q}1. Aus P> Q folgt
Q<P, Q}1<P}1, also PL1>Q 1. Also: aus P2 @ folgt
bzw. P+1% @ -1. Und da es sich hier jeweils um vollstindige Dis-
junktionen handelt, gilt auch die Umkehrung.

SchlieBilich beweisen wir die zweite Behauptung. P < @ -1 bedeutet
PiL1<Q4-1, und dies P Q.

Satz 83. Es sei POZ. Dann ist entweder P=Q 1.1, Q OZ oder
es ist P= S(P), und beides zugleich findet nie statt. Im letzteren Falle
nennen wir P eine Limeszahl, in Zeichen: PLZ.

Beweis. Wenn P= @ -}-1 ist, so folgt aus B¢ S(P): ReT, TeP,
dh ReT, T<P. Also ist T<@Q41, 7< @, und folglich ReQ.
Also ist S(P)SQ<Q-11=P, S(P)<P.

Ist umgekehrt S(P)==P, so schlieBen wir so. Aus RsS(P) folgt
ReT, TeP, alsoReT, T< P, d h. ReP. Also ist S(P)< P. Wegen
S(P)+ P muB S(P)< P sein. Es gibt also ein R, welches Element
von P, aber nicht von S(P) ist.

Also ist B < P, es kann aber nicht R<T < P (TOZ) sein, da
dann ReT, TeP also ReS(P) wire. Folglich zieht R< 7, TOZ
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T > P nach sich. Nun hat B < P die Konsequenz B -1 < P; und wegen
R<R-i1 muB B {1>Psein. Also ist R[1=P.

Zwei Limeszahlen konnen wir sofort angeben: 0 und 2*% S(0)=0
ist nimlich trivial, und S(Q**)= Q** folgt z B. aus Satz 8lc, weil
0% keine Menge ist.

4. Die natiirlichen Zahlen, o.

Wir sind jetzt in der Lage, die natiirlichen Zahlen {d. h. die nicht-
negativen ganzen rationalen Zahlen) zu definieren.

Definition. Wir nennen P eine natiirliche Zahl, in Zeichen: PN Z,
wenn POZ und PE ist. D.h. wenn Pe E- Q%% ist.

Satz 84. Den Bereich E-Q%*, dessen Elemente alle natirliche
Zahlen sind, nennen wir w. Es ist weQ**,

Beweis. Zuerst zeigen wir, dal w OZ ist, d.h. daB es den Be-
dingungen des Satzes 46 geniigt.

Aus Peow folgt POZ, PE, also ist Pe 2*¥, und folglich o < Q%%
Wenn Pew ist, so ist PE, aus Q&P folgt aber QOZ und Q < P.
Alsoistauch Q E, d h. QNZ, Qsw. Alsoist P < w. Damitist 0 OZ
bewiesen.

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dafl w eine Menge ist. Nach Satz 47
geniigt es hierzu nachzuweisen, daB o == Q** ist; also daB es eine nicht
zu o gehdrende, d.h. unendliche Ordnungszahl gibt, die zu Q** gehért,
d. h. eine Menge ist. Nun gibt es nach Satz 71 jedenfalls eine unendliche
Menge, H, also ist K Z(H) eine Ordnungszahl, die wegen HAY KZ(H)
sowohl unendlich als auch eine Menge ist. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Satz 85a. Hs ist Ocw. Aus Pew folgt Pi-leow.

Satz 85b. M sei esn Beresch. Wenn 0eM ist, und aus Pe M, Pe Q**
P_1eM folgt, so ist o < M.

Beweis. (Fiir85a.) Esist 00Z, 0E, also 0 NZ, 0ew. Wenn
Pew,d.h. PNZ, &.h. POZ, PE ist, so ist auch P110Z, P+ 1E
(wegen P.1 =P+ {P}), also P 1NZ, Pileo.

(Fiir 85b.) Wenn nicht o < M wire, so gibe es ein Pew, fiir
welches nicht Pe M ist. Wegen Peew ist PNZ, d.h. POZ und PE.

Wir bilden nun den Bereich /= P- M. Aus zz ) folgt zz P, also
2 < P, also z& P (P); folglich ist M < P(P). Ferner ist 0z M, und
da nicht PeM ist, 0+ P, d. h. 0 < P. Hieraus folgt aber 0¢P, also
0eP-M, 0 M. Also ist M40.

Schliellich gilt fiir jedes x¢ M ofienbar: xe P, ze M. . Also ist 20Z,
<P, zeM; und da zeP, P Q% ist such 2eQ** Wegen ze M, -
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xeQ** ist nun x - 1eM. Aus 2 < P folgt andererseits » 1.1 < P, da
aber 112 M, aber nicht Pe M ist, soist |- 14+ P. Alsoist 2 1< P,
z41eP. Ausalledemfolgt 2 4-1eP-M, xj-1e M. Undda <z 11
ist, so konnen wir sagen: es gibt zu jedem z¢ M ein ye MW mit z < y.

Nach der Definition der Endlichkeit mufl also P U sein, was mit PE
im Widerspruch steht.

Der Satz 85b ist die zweite und eigentliche Fassung des Prinzips
vom Beweisen durch finite (vollstindige) Induktion. Das Definieren durch
finite (vollstindige) Induktion ist damit natiirlich noch nicht erledigt, es
soll uns erst im Kap. I1X, § 2 beschiftigen.

Wir beweisen noch einige Sitze vom Verhiltnis der Ordnungszahl o
zur Aquivalenz,

Satz 86. Es ist o LZ und w KZ. Es ist o U.

Beweis. Es kann nicht o = Pi1, POZ, sein. Denn dann wire
P<Pil=w, Pew. Alsowire auch P lew, wew. D.h o <o,
was unmdglich ist.

Es ist @ U, denn aus o E folgte o NZ, wew, v < .

Aus POZ, P< o folgt Pcw, PNZ, PE, wegen o U kann also
nicht P&y w sein. Also ist 0w KZ.

Satz 87. H sei ein Bereich. HE 1ist mit H< w gleichbedeutend
(oder was dasselbe ist: mit KZ (H)ew, oder mit KZ (H)NZ, oder mit
KZ(H) < o).

Beweis. Wegen HAR KZ (H) ist HE mit KZ (H) E gleichbedeu-
tend. Es ist aber KZ (H)OZ, also bedeutet KZ(H)E KZ(H)NZ.
Dies ist seinerseits mit KZ(H)ew oder auch, da o als Kardinalzahl
seine eigene Kardinalzahl ist, mit KZ (H) < KZ(w), d. h. H<€ w gleich-
bedeutend.

Satz 88. H ses ein Bereich. HE ist damit gleichbedeutend, daf fiir
kein H' < H Ha H' ist.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, es sei H < H, Has H’, es ist dann
zu beweigsen, dal HU ist. Wir kénnen H als Menge voraussetzen, sonst
ist sowieso HU. Wegen HaY H' ist Ha2H'...(f). Wir bringen die
Bedingung ,ze P(H) und H— z > [f, H— z]|“ auf die Form [g, 2] + 4
und setzen K = B(g). K ist ein Bereich und seine Elemente sind alle z
mit der obigen Eigenschaft.

Es ist offenbar K < P(H). Fiir die Menge 0 gilt: 0¢P(H),
H—0=H>H'=[f, H|=|f, H— 0]], also 0&K; folglich ist K4 0.

Es sei ze K. Wir setzen y=H— |[f, H— z]|. Wegen y < H ist
ye P(H). Aus z¢K folgt H—y=|[f, H—z)| < H— », * <y. Ferner
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folgt aus H—a>H—y |[f, H—z) > |[f, H—y]| (weil fir ueH,
veH, uw v stets [f,u]=+=[f,v] ist), d.h. H—y > |[f, H— y]|.

Also ist ye K. D.h.: zu jedem zeK gibt es ein ye K mit 2 < y.
Damit ist HU bewiesen.

Nun sei umgekehrt HU. Damn ist KZ(H)> w. Wir setzen
KZH)—w=a, KZH)=ow-+=a. Esist KZ(H)a~ H...(h), also
H=|[h, KZ (H)]|= [k, ®]| 4 [[h, n]|. Dabei haben [k, w]| und |[%, =]
kein gemeinsames Element, weil o und = keines haben, und aus v ¢ KZ (H),
ve KZ (H), wsv [h,u]=[h,v] folgt. Wir kionnen auch schreiben:
H=|[h, ] + H* [k, »] und H* haben kein gemeinsames Element.

Die Bedingung: ,Entweder ist z¢|[4, w]|, und dabei z = [k, 2], zew
und y=[h,z }-1]; oder es ist x¢H* und y = x“ konnen wir auf die
Form [j,(z, y)] + A bringen. Da fiir ze|[h, »]| oder zeH*, d.h. fir
ze H, ein einziges y dieser Bedingung geniigt, so wenden wir III. 3. an:
Dieses y ist = [k, z].

Fir z&|[h, o] ist also x=[h,2], zco, [k, 2]=[h,241]. Fir
xeH* ist [k, ] = 2. Aus dieser Eigenschaft des k schlieBen wir leicht
zweierlei. Erstens, daB aus weH, veH, u+v [k, u] [k, v] folgt.
Zweitens, daB [k, [k, 01l]] S [k, © — {0}], < |[h, ©] wd [k, H*]| = H*
ist. Hieraus folgt aber Ha2 [k, H] und {[k, H]} = [k, [k, 0] + [k, H*]
< [k, 0]l + H*=H.

Wir haben also ein H' < H mit Has H' gefunden: nimlich |[k, H] .
Damit ist unsere Behauptung vollstindig bewiesen.

Satz 89. Aus PNZ folgt PKZ. Hingegen ist aufer 0 kein PNZ
auch PLZ. .

Beweis. Wire nicht PKZ, so gibe es eine Ordnungszahl @ mit
Q< P, Q= P, was mit PE, d.h. mit P NZ, nach Satz 88 unverein-
bar ist.

Wenn P<=0, PLZ ist, so ist erstens 0 < P, d.h. 0¢P. Zweitens
folgt aus Qe P QOZ,Q < P, also @ -1 < P. Nunist Pnicht = @ }-1,
also @ L1< P, Qi 1eP. Nach Satz 85b ist also w < P, was mit
PNZ, P< w im Widerspruche steht.

IX. Induktionssitze.

1. Die transfinite Induktion.

In diesem Kapitel werden wir die Zuldssigkeit (d. h. die Moglichkeit
und Eindeutigkeit) der Definition durch transfinite bzw. finite (gewohn-
liche vollstindige) Induktion beweisen, Diese Art des Definierens wurde
in der ,naiven Mengenlehre allgemein als etwas Selbstverstindliches, un-
mittelbar Anschauliches angesehen. Innerhalb eines axiomatischen Systems
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kann von einer Selbstverstindlichkeit dieser Definitionsprozesse keine Rede
sein: es mufl vielmehr streng aus den Axiomen deduziert werden, daB die
durch sie herzustellenden Funktionen existieren. AuBerdem ist der un-
mittelbar anschauliche Charakter wenigstens der Definition durch transfinite
Induktion gar nicht so unanfechtbar, als man zunichst anzunehmen ge-
neigt sein konnte?s).

Das Prinzip der Definition durch transfinite Induktion formulieren
wir zundchst méglichst allgemein.

Satz 90. ¢ sei ein II-Ding. Es gibt ein und nur ein II-Ding v,
welches die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Wenn nicht ze Q™ ist, so ist [y, z] = A4 (d. h. p < Q%)

2. Wenn ze Q% ist, so ist

[y, 2] = {s‘v, (=, (’%ig))}
(wegen (V%) <o ist (Y1%) ein 111-Ding). Dieses v bezeichnen wir

xZ
mit J(@).
Bemerkung. Die Formulierung des eigentlichen induktiven Defi-
nitionsprinzips ist die Bedingung 2. Da es der Form nach etwas un-
gewohnt sein mag, ist es vielleicht gut, einige erliuternde Worte hinzu-

zufiigen,

<%9) charakterisiert den Wertverlauf des II-Dinges (d. h. der
Funktion) v im Bereiche . Man sieht dies sofort, wenn man beachtet,
daB dann und nur dann (—"i;;—())—.;("’”fe

x
[v',u]l =[v", w] ist. Also driickt die Bedingung 2 das Folgende aus:
[w, ] berechnet sich auf eindeutige Weise aus # und dem Wertverlauf
von y in z, d. h. fiir alle Ordnungszahlen < z.

Beweis®). Der besseren Ubersicht halber werden wir den Beweis
in fiinf Absitze A bis E zergliedert fithren. Ehe wir aber zu diesen
Uberlegungen iibergehen, stellen wir noch das Bestehen von zwei Identi-
taten fest, nimlich:

Wenn ¢ < z ist, so ist (%% =1y. Wenn fiir alle ucz [v’, u]=[y”, %]
ist (vmd nur dann), so ist (?—3—9) = (ﬂ;j,@) Man verifiziert beide ohne
jede Schwierigkeit durch Anwenden von I. 4., denn diese II-Dinge haben
fiir jedes % denselben Wert, '

) ist, wenn fiir alle nex

) Vgl den SchluB im Kap. I 3., sowie die FuBnote *5) daselbst.
%) Man beachte die Analogie dieses Beweisganges mit der Theorie der Zahibar-
keit in Kap. V, §§ 1-3.
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A. Wir betrachten die folgende Eigenschaft von P: ,Es ist POZ.
Es gibt ein II-Ding %, so daB
1. wenn nicht & P ist, so ist [y, #]=4 (d. h. es ist y < P),

2. wenn x¢ P ist, so ist [y, 2] = ‘1:90, (x, («—;)}]“
Wenn P diese Eigenschaft hat, so nemnen wir es normal. y bezeichnen
wir dann als ein J-Element von P. Wenn P+ Q* ist, d. h. Pe Q**,
P eine Menge, so ist wegen y < P auch y ein I II-Ding. Wir nennen dann

u=[p,{P, (2] =10, <P, 0]

einen J-Wert von P.

Es ist nicht schwer, fiir Mengen P die Bedingung ,,P ist normal«
auf die Form [f, P] 4 A4 zu bringen; und weiter die Relationen ,,y ist
ein J-Element von P* und ,,u ist ein J-Wert von P* auf die Formen
[9,¢P, x)] + 4 baw. [h, (P, u)] 4+ A zu bringen.

Wenn wir ¥ = B(f) setzen, so ist J¥ ein Bereich, dessen Elemente
alle normalen Mengen P sind; und nach I 4. ist J¥ der einzige derartige
Bereich.

B. Wir behaupten: Wenn P normal ist, so gibt es ein und nur ein
J-Element von P. Hieraus folgt fiir normale Mengen P sofort, daB es
auch einen und nur einen J-Wert von P gibt.

Es geniigt oﬂenba.r zu zeigen, da wenn y’ und y” zwei J-Elemente
von P sind, 7’ = " sein muB. Nach I 4. trifft dies zu, wenn fiir alle z
{x,«] = [x", 2] ist. Wenn nicht z ¢ Pist, soist nach 1. [y, 2]=[y" 2] =4
wir brauchen uns also bloB mit den z& P zu beschiftigen. Nehmen wir
also an, es wire fir ein ze P [y, 2] +[1”, z]-

Wir konnen die Eigenschaft ,,xz¢P und [y, ] = [z”, ] auf die
Form [j, 2] 4 4 bringen und J'= B (j) setzen. Dann ist X ein Bereich
und seine Elemente sind die 2 mit der genannten Eigenschaft. Es ist
offenbar X< P und nach Annahme ist J( <4 0.

Wegen (5;)2 WO P hat also das nach (g’.;)z geordnete J( ein

erstes Element, etwa z. Es ist also zeJ(, und aus ye X folgt 2 < .
Wegen ze A ist 2¢ P also 20Z und [y, 2] 2", 2]-

Aus yez folgt yOZ, y <z; also kann nicht ye X sein, da dann
25y, y >z wire. Wegen z¢ P,z < P ist aber geP also muB {7, ]

=[2", y] sein. Da das fiir alle yez gilt, so ist ( ) ( ”’”}),

Lo € (2D = [, = (2]
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und wegen 2. [y’,2] =[2",2] zur Folge hat. Da wir vorhin das Gegen-
teil bewiesen hatten, ist das ein Widerspruch. Unsere Behauptung ist
also bewiesen.

Fiir ein normales P gibt es also ein einziges .7-Element, das wir
mit JE(P) bezeichnen, und wenn P dabei eine Menge ist, auch einen
einzigen J-Wert, den wir mit JW (P) bezeichnen. Wenn folglich P
normal und dabei eine Menge ist, so gibt es ein einziges y bzw. % mit
[9,<P, )]+ A4 baw. [h,(P,u)] 4+ 4, némlich JE(P) bzw. IW(P).
Wir wenden III 8. an: dann wird JE(P) = [k, P] und JW (P) = [1, P}
(%, 1 von P unabhingig!).

C. Wir wollen nun die Ordnungszahlen in bezug auf ihre Normalitit
untersuchen. Wenn wir nachweisen konnen, daB Q™ normal ist, so sind
wir am Ziele: denn dann gibt es ein und nur ein J-Element von Q**;
und das u unseres Satzes ist offenbar ganz genau dasselbe, wie ein J-Ele-
ment von Q%%

Die Normalitit des 2%* werden wir in der Tat im Absatz E be-
weisen; die Absitze C und D enthalten die notwendigen Vorbereitungen.

Wir behaupten: Wenn P normal ist, so ist auch jedes Q&P normal
und es ist stets IW(Q)=[TE(P), Q].

Wir setzen mz(f_%’)iﬂ) und zeigen, daB m ein J-Element von

@ ist. Aus Q¢ P folgt nimlich (da POZist) QOZ, Q < P. Wenn nicht
z e ist, so ist
[m, 2] =10, 2] = 4.

Also ist 1. erfiillt. Ist hingegen z& @, so ist

[m, 2] = [TE(P), =].
Nun folgt aus #¢Q (wegen QOZ) x0Z, x < Q; also aus yez, ze @
ye@, d. h _

[m, y] =[TE(P), y].

(™) = (Zﬂ?ﬂﬁ),

T x

Folglich ist

Da J&E(P) 2. ertiillt, so ist fiir alle ¢ @, da wegen Q < P auch ze& P ist,
- P! 1
[TE(P), 2] = [p, <z, (ZELLLYY]

und nach dem Vorigen
— m{0\N\]
[m, x} = i_‘P: (ﬂf,(‘—x—*)>} .
Also ist auch 2. erfiillt.

Wir sehen also: @ ist normal und es ist JE(Q)=m = (-75(?)30%

Q
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Also ist weiter (wegen Qe P ist ja Q sicher eine Menge)

T (Q) =L, (@ JEQM = [#. €@, (LD~ (7e(P), @)~

D. Unsere nichste Behauptung ist diese: Wenn POZ ist und alle
€ ¢ P normal sind, so ist auch P normal
Um dies zu beweisen, nehmen wir das II-Ding I, fiir welches stets

JW(Q)=1!, Q] ist (@ normal und eine Menge), und setzen nz@ﬁ).

Wir behaupten: n ist ein 7-Element von P; dann ist die Normalitit von
P bewiesen.
Es ist POZ. Wenn nicht z¢ P ist, so ist
[n, 2] =[0, 2] = 4.

Also ist 1. erfiillt. Wenn 2P ist, so ist 2 normal und eine Menge,
folglich ist

[n, 2] =1, 2] = IW (=).
Da aus e P (wegen POZ) v OZ, = < P folgt, so folgt aus yex, ¢ P
auch ye¢ P, also

[n,y]=IW(y), [TE (), y]l=ITW(y),
In’y}:‘:[*jg(x)’ ?/}' ‘
(22) - (22010) e,

4

d. h.

Also ist

woraus weiter
[, 2] = IW(2) = [, (2, TE (2] = [, Co, (%10))]
folgt. Also ist auch 2. erfiillt.

Wir sehen also: P ist normal, wie behauptet wurde.

E. Mit Hilfe des Resultates in D kinnten wir nun die Normalitit
des 2™ analog beweisen, wie wir es bei der Zshlbarkeit von wohl-
geordneten Bereichen bei Satz 36 (Kap. V, § 3) getan haben. Die Kenntnis
der Theorie der Ordnungszahlen erméglicht uns aber einen etwas kiirzeren
Beweis.

Wenn Pe Y ist, so ist PeQ™, also ist ¥ < Q**. Ferner ist P
normal, also ist jedes Q¢ P nach C eine normale Menge, d. h. @z .
Also ist P ). Nach Satz 46 ist also ¥OZ. Und weil jedes Pe Y
normal ist, so ist nach D auch J¥ normal. Wire J eine Menge, so
miilte demnach e )Y sein, was wegen ¥ OZ die Unméglichkeit ) < ¥
zur Folge hitte.

Also ist )Y keine Menge, wegen ¥ OZ muB ¥ = 2% sein; also ist
Q% normal. Dann ist aber, wie wir am Anfange von C bereits fest-
stellten, unsere Behauptung vollstiindig bewiesen.



750 J. v. Nenmann.

.2. Ein Spezialfall. Die finite (gewohnliche vollstindige) Induktion.

Ee

" Mit Satz 90 haben wir das Prinzip der Definition durch transfinite
Induktion in seiner allgemeinsten Form bewiesen. Wir wollen nun noch
gewisse Beschrinkungen hinzufiigen. So werden wir uns jetzt dem Falle
zuwenden, in dem es nicht auf den Bereich aller Ordnungszahlen, sondern
auf Teilbereiche desselben bezogen wird.

Satz 9la. ¢ ser ein II-Ding, POZ. Es gibt ein und nur ein
II-Ding v, welches die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Wenn nickt x&P ist, so ist [y,2]=A (d. h.: v < P).

2. Wenn ze P 1st, so st

[v» 2] = [p. € (BL2))].

Dieses 1w bezeichnen wir mit ..7(<p, P). (EBs ist offenbar J(@, 2**)
= J(p).)

Satz 91b. Wenn ¢ ein III-Ding ist, und P eine Menge ist, so ist
auch J(@, P) esn III-Ding. Es gibt esn II-Ding %, so daf tn diesem
Falle stets
] J(@, P)=[z, (g, P)]
2s8t.

Beweis. (Fir 91a.) Wir bringen die Bedingung: , Es gibt ein 2¢ P
und ein beliebiges y, so daB w=<(x,y) ist“ auf die Form [f,u]+ A4

und setzen dann ¢ = (g—f;ﬁ) . Da sieht man sofort, daf die Bedingungen 1, 2

in Satz 91a mit ¢ fiir 9 genan das gleiche besagen wie die Bedingungen 1, 2
im Satz 90 mit g fiir . Also geniigt ihnen in der Tat ein und nur ein yp.

(Fir 91b.) Es ist v < P, also ist auch ¢ ein III-Ding. Die Be-
dingung , v ist ein IJI-Ding, und es geniigt den Bedingungen 1, 2 in
Satz 91a“ ist unschwer auf die Form [k, (g, P), w)] < A zu bringen
(2 von ¢, P,y unabhingig). Da fiir jedes ¢, P diese Bedingung fiir ein
und nur ein v, nimlich J(¢p, P), erfillt wird, so kénnen wir IIL 3. an-
wenden; es ist dann

[2, <@, P)] =J(<p, P),

wie behauptet wurde.

SchlieBlich wenden wir uns der finiten (gewohnhchen, vollstindigen)
Induktion zu. In ihrer allgemeinsten Form wird sie durch Satz 9t fir
P= o dargestellt. 1. bezieht sich dann auf alle z, die nicht natiirliche
Zahlen siud, 2. auf alle  NZ. Es ist aber wohl motiviert noch eine
etwas engere Fassung derselben ndher zu betrachten, weil diese die meist-
angewandte Form der Definition durch vollstindige Induktion ist.
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Satz 92a. u sei ein I-Ding und @ set ein II-Ding. Es gibt ein
und nur ein II-Ding v, welches die folgenden Eigenschafien besiizi:

1. Wenn nicht x NZ ist, so ist [p,z]=A4 (dh: yLow). 7

2'. Bs ist [y, 0]=u.

2”. Wenn « NZ ist, so ist [y, z 1) =[¢, (=, [y, D]

Dieses vy ist wegen 1. (v < @) ein 11I- Ding, wir bezeichnen es mit
J(p, u)-

Satz 92b. Wegen J(p,u)<S o ist J(p,u) steis ein III-Ding.
Es gibt ein II-Ding 7, so dap fir alle 11I-Dinge ¢
. T, u) =1, {p> w)]
28t.

Beweis. (Fir 92a.) Wir setzen in 91a P= e und versuchen 92a
" auf diesen Fall zuriickzufiihren.

Es sei nun v ein III-Ding. Wir bringen diese Bedingungen: ,, Ent-
weder ist z=0 und y=wu; oder es gibt ein ¢t NZ mit r=1t+1,
y=[@, &, [y, tH]* auf die Form [f, =z, ), P]1+4 (f abhingig von
% und ¢, aber unabhingig von y, z und y). Fir z=0 geniigt den-
selben ein einziges y: y = %; und fiir =241, 1 NZ auch ein einziges:
y=[@,d, [y, t])]. Wir konnen also IIL3. anwenden, dieses y ist gleich
[g, ¢z, wy]. Dann wird fiir 2=0"[g,¢0,y)]=wu, und fir =741, itNZ
[9.<t+1, )] = [, @, [y, 1D].

Dies koénnen wir auch so schreiben:
T 10
19, €0, (& )] =,

. [g’ <t "{‘1’(%))] = {‘}% <ta {(%)7 t})] = [, &, [y, D]

Nun ist jedes 2 NZ =0 oder =t} 1,¢NZ (dann ist ¢ < z, also tNZ),
da 0 die einzige LZ unter den NZ ist (Satz 89). Also sind 2. und 2”.
des Satzes 92a mit den folgenden Bedingungen gleichbedeutend:

[v:01=[g. €0, (%5° >}

[p,1+1]=[g, ¢+ 1, (B, 1Nz,
d. h.

[y, 2] =g, (= (L))

fiir alle 2 NZ. Damit haben wir aber bereits die Bedingung 2 des
Satzes 91a gewonnen.

ks
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Wir sehen: Ein v befriedigt die Bedingungen des Satzes 92a mit ¢
dann und nur dann, wenn es den Bedingungen des Satzes 91a mit dem
soeben hergestellten g geniigt. Also gibt es ein und nur ein solches .

(Fiir 92b.) Dieser Satz ist mit genau denselben Uberlegungen zu
beweisen wie Satz 91b. Man bringt die Eigenschaft: ,,y ist ein III-Ding
und geniigh den Bedingungen 1 sowie 2’ und 2” in Satz 92a“ auf die
Form [A, o, u), v)] &+ A; dieser Bedingung geniigt dann ein einziges v,
némlich J(¢@,%). Nach Anwendung von III 8. wird also:

J(p,u)=[2,{p, w)].

SchluB.

Nach den Entwicklungen der Kapitel I bis IX bereitet es keine be-
sonderen Schwierigkeiten, die verschiedenen Disziplinen der allgemeinen
Mengenlehre in unsere Axiomatik zu iibertragen.

In erster Linie wire das Addieren, Multiplizieren und Potenzieren
von Ordnungszahlen zu definieren, was mit Hilfe des Prinzips der trans-
finiten Induktion (Satz 90) ohne weiteres geht. Sodann ist die Theorie
der ,,normalen Ordnungszahlen-Funktionen® und die der , kritischen Stellen‘
zu entwickeln®’). Ferner konnte (in teilweiser Anlehnung an die ent-
sprechenden Operationen mit Ordnungszahlen) der Kalkiil mit Kardinal-
zahlen (Michtigkeiten) entwickelt werden, wobei natiirlich vom Auswahl-
prinzip Gebrauch gemacht werden muf.

Eine andere Richtung der Fortsetzung ist die ndhere Untersuchung
der Mengen w (in erster Linie mit Hilfe des in Satz 92a aufgestellten
Prinzips der Definition durch vollstindige Induktion) und P(w). Die
letztere entspricht offenbar dem Linearkontinuum zwischen 0 und 1, oder
auch (bei geeigneter Deutung) der Menge der reellen oder komplexen
Zahlen, hier ergibt sich also die mengentheoretische Begriindung der Mathe-
matik.

Auf diese Fragen einzugehen liegt aber bereits auBerhalb des Rah-
mens unserer Darstelling; denn von dieser Stelle an bietet die Uber-
tragung der klassischen Gedankenginge der allgemeinen Mengenlehre und
der Mathematik in unsere Axiomatik keine neuen Gesichtspunkte mehr.

37) Uber die ,normalen Ordnungszahlen-Funktionen und ihre  kritischen Stellen*,
sowie andere verwandte Probleme, vgl. Hansdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig
1914, S. 114 £,

{Eingegangen am 13. Juli 1927.)



