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Hyperkomplexe Grifien und Darstellungstheorie?).

Von
Emmy Noether in Gottingen.

Einleitung.

Die wichtigsten allgemeinen Sitze iiber hyperkomplexe Systeme gehen
auf Molien (Math. Annalen Bd. 41 und Dorpater Ber. 1897) zuriick. Im
wesentlichen unabhingig davon hat Frobenius kurz darauf die Theorie der
hyperkomplexen Systeme und ihrer Darstellungen — insbesondere die Daz-
stellungstheorie endlicher Gruppen — einheitlich entwickelt. Die Grundlage
bildet der auf Dedekind zuriickgehende Begriff der Gruppendeterminante,
allgemeiner der Determinante eines beliebigen hyperkomplexen Systems.
Frobenius zeigt, daB den verschiedenen irreduziblen Faktoren dieser Deter-
minante (als Koeffizientenbereich gilt immer der Korper aller komplexen
Zahlen) die verschiedenen irreduziblen Darstellungsklassen entsprechen, und
daB auf diese Art alle irreduziblen Darstellungsklassen erschépft werden. Eine
solche Darstellungsklasse ist vollstéindig charakterisiert durch ihr »Cha-
rakterensystem“; im Fall der endlichen Gruppen entsteht dies Charakteren-
system durch Zerfillung der Determinante desjenigen kommutativen hyper-
komplexen Systems, das aus den Klassen konjugierter Elemente der Gruppe
abgeleitet ist, Diese Determinante zerfillt in Linearfaktoren, mit den Cha-
rakteren als Koeffizienten — eine direkte Verallgemeinerung des zuerst
von Dedekind erhaltenen Resultates, daB die Gruppendeterminante einer
endlichen Abelschen Gruppe in Linearfaktoren zerfallt, deren Koeffizienten
die verschiedenen Charaktere der Abelschen Gruppe sind (Briefwechsel mit
Frobenius).

') Das Folgende ist eine von B. L. van der Waerden angefertigte freie Aus-
arbeitung meiner Vorlesung vom Wintersemester 1927 /28. Die Bearbeitung fiir den
Druck haben wir gemeinsam vorgenommen. Ich bin B. L. van der Waerden auch
noch fiir eine Reihe von kritischen Bemerkungen zu Dank verpflichtet.
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642 E. Noether,

Diese begrifflich einfachen und durchsichtigen Resultate werden aber
bei Frobenius durch miihevolle Rechnung gewonnen. Die spitere Ent-
wicklung galt einer vereinfachten Herleitung dieser Resultate, und zugleich
ihrer Ausdehnung bei Zugrundelegung eines beliebigen Korpers als Koeffi-
zientenbereich. Diese spitere Entwicklung hat sich fiir hyperkomplexe
Systeme und Darstellungstheorie véllig getrennt vollzogen. Die hyperkom-
plexen Systeme fanden eine arithmetische Behandlung durch Wedderburn:
Jedes hyperkomplexe System wird eindeutig direkte Summe zweiseitig direkt
unzerlegbarer Ringe; bei Systemen ohne Radikal werden diese unzerlegbaren
Ringe isomorph dem System aller n-reihigen Matrizen mit Elementen aus
einem — Im wesentlichen eindeutig bestimmten — zugeordneten nicht
notwendig kommutativen Korper®). Die Darstellungstheorie fand eine ele-
mentare Begriindung durch Burnside und I. Schur, die unabhiingig vom
hyperkomplexen System direkt von einer gegebenen Darstellung ausgingen
und mit Matrizenséitzen operierten. Insbesondere behandelte Schur die
Frage nach den Zahlkdrpern kleinsten Grades, in denen eine in einem
gegebenen Korper irreduzible Darstellung absolut zerféllt. Diese absolut
irreduziblen Bestandteile gehéren zu endlich vielen konjugierten Dar-
stellungsklassen. Der Grad der gesuchten Zahlkérper wird gleich dem
Produkt aus der Anzahl dieser Klassen mit dem Index (Anzahl der
Bestandteile in jeder der konjugierten Klassen). Das Haupthilfsmittel der
Schurschen Theorie bildet das System aller mit einer irreduziblen Dar-
stellung vertauschbaren Matrizen®).

In der folgenden rein arithmetischen Begriindung erscheinen hyper-
komplexe GréBen und Darstellungstheorie wieder als ein einheitliches Ganzes
— als Spezialfall einer allgemeinen Theorie der nichtkommutativen Ringe,
die nur gewissen Endlichkeitsbedingungen genfigen. Und zwar handelt es
sich um eine Theorie der Modul- und Idealklassen in bezug auf diese
Ringe mit dem Hauptresultat, da die irreduziblen Modulklassen schon
durch die entsprechenden Idealklassen erschépft werden; da8 insbesondere
fiir Ringe ohne Radikal alle Modulklassen in irreduzible zerfallen (vollstéindig
reduzibel werden). Das ist das arithmetische Aquivalent des Frobeniusschen
Resultates, daB die irreduziblen Faktoren der reguliren Gruppen- (bzw.
System-) Determinante schon die Gesamtheit der irreduziblen Darstellungs-
klassen erschopfen und daB bei Systemen ohne Radikal volle Reduzibilitat
der Darstellungen gilt. Die Betrachtung der Systemdeterminanfe und ihrer
Zerfallung 138t sich namlich auffassen als ein Ubergang zur Norm, wihrend
hier die direkte Summenzerlegung der Ideale und ihre Kompositionsreihen

®) Vgl. die Literaturangaben bei Dickson, Algebras and their Arithmetics (deutsche
Ausgabe: Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927).
% Vgl die Literaturangaben im 10. Kapitel der Speiserschen Gruppentheorie.
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direkt behandelt werden. Die Darstellungstheorie aber wird vermdge des
Begriffs des Darstellungsmoduls eine Theorie der Modulklassen.

Die Einfiihrung der Modul- und Idealklassen ist rein gruppentheoretisch
begriindet. Moduln und Ideale werden aufgefaBt als Abelsche .Gruppen
gegeniiber der Addition, dadurch eingeschrinkt, daf sie gewisse Multi-
phkatlongn ‘mit ngelementen gestatten: sie bilden ,Gruppen mit Opera-
toren“ (§1). Fiir solche Gruppen tritt an Stelle des gewdhnlichen Isomor-
phismus der ,Operatorisomorphismus“ (§ 2); unter sich operator-isomorphe
Gruppen (eines festen Bereichs) werden in eine Klasse zusammengefaBt —
ein Klassenbegriff, der etwa im Falle der Ideale eines Zahlkrpers mit dem
iiblichen zusammenfillt. Die Theorie der Gruppen mit Operatoren geht
auf W. Krull und O. Schmidt zuriick (vgl Anm. %), sie wird im I. Kapitel
systematisch entwickelt. Die auch hier giiltig bleibenden Sitze iiber Kom-
positionsreihen, direktes Produkt (bzw. Summe) und vollstindig reduzible
Gruppen — Eindeutigkeitssitze im Sinn der oben erwihnten Klassen-
einteilung — bilden die Grundlage alles Folgenden.

Sie ergeben vorerst die allgemeinen Eindeutigkestssdtze der irreduziblen
Diagonalbestandteile bei beliebigen Darstellungen (III. Kapitel § 16), auf
Grund der Tatsache des eineindeutigen Entsprechens der Darstellungs-
klassen mit den Klassen der Darstellungsmoduln, also Klassen von Gruppen
mit Operatoren. Die weitergehende Frage nach der Gesamihest der Dar-
stellungen erfordert ein genaueres Eingehen auf die Struktur der dar-
zustellenden Ringe, also im Spezialfall der hyperkomplexen Systeme. Im
II. Kapitel werden die Wedderburnschen Resultate neu gewonnen und
weitergefiihrt, auf Grund der gruppentheoretischen Auffassung, wonach die
Betrachtung der einseitigen Ideale im Vordergrund steht. Und zwar zeigt
es sich, dafl der ,Vielfachenkettensatz“ fiir Rechtsideale oder die damit
identische ,Minimalbedingung® (in jeder Menge von Rechtsidealen gibt es
mindestens ein — in der Menge — minimales) als Endlichkeitsbedingung
ausreicht ). Es ergibt ‘sich die Identitit der Ringe ohne Radikal mit
Minimalbedingung mit den (rechts) vollstindig reduziblen Ringen mit
Einheitselement. Bei solchen Ringen gehdren alle einfachen Rechtsideale
eines zweiseitig unzerlegbaren Ringes derselben Klasse an, besitzen daher

4) Die Wedderburnschen SchluBweisen lassen sich iibertragen, wenn ,Doppel-
kettensatz“ vorausgesetzt wird. Vgl. E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen,
Hamb. Abh. 1927. Vgl. auch A. Suschkewitsch, Uber die endlichen Gruppen ohne das
Gesetz der eindeutigen Umkehrbarkeit, Math. Annalen 99 (1928), 8.30—50, wo fir
(endliche) Bereiche mit nur einer assoziativen, nicht umkehrbaren Verkniipfung
parallellaufende Struktursitze entwickelt werden. Die Aufspaltung des ,Kerns® bei
Suschkewitsch in Rechts- und Linksgruppen entspricht der Summendarstellung eines
zweiseitig einfachen Ringes mit Einheitselement durch Rechts- und Linksideale,

41*



644 E, Noether.

— als Gruppe mit Operatoren — denselben Automorphismenring, der wegen
der Einfachheit der Ideale zum Korper wird. Dieser Automorphismen-
korper der Klasse ist es, der die von Wedderburn gefundene Matrizen-
darstellung vermittels.

Diese Matrizendarstellung im Automorphismenkdrper 16st zugleich im
vollstindig reduziblen Fall das Darstellungsproblem, sobald Darstellung
in bezug auf den Automorphismenkorper oder seine Unterkdrper ver-
langt wird — also insbesondere in bezug auf den Koeffizientenbereich
eines hyperkomplexen Systems. Es gibt — das ist direkte Folge des Satzes
von der Zuriickiibrung der Modul- auf Idealklassen — keine weiteren ir-
reduziblen Darstellungen als die Wedderburnsche und diejenigen, die daraus
entstehen, wenn die Elemente des Automorphismenkérpers in naheliegender
Weise durch Matrizen aus einem Unterkérper ersetzt werden.

Es gibt also im vollstindig reduziblen Fall soviel verschiedene irredu-
zible Darstellungsklassen wie Idealklassen; deren Anzahl stimmt iiberein
mit der Anzahl der verschiedenen zweiseitig unzerlegbaren, also einfachen
Ringe. Deren Anzahl ist schlieBlich wieder identisch mit der Anzahl der
unzerlegbaren Komponenten des Zentrums, die kommutative Korper werden.
Diese letateren sind im Fall der hyperkomplexen Systeme mit algebraisch-
abgeschlossenem Koeffizientenbereich vollstindig bestimmt durch die ver-
schiedenen Ringhomomorphismen (irreduzible Darstellungen) des Zentrums;
das sind aber bis auf einen Zahlenfaktor die Charaktere.

Die erhaltenen Resultate ergeben zugleich Ubersicht iiber die irredu-
ziblen Darstellungen von Systemen mit Radikal, insofern sich diese auf
die Darstellungen des Restklassenringes nach dem Radikal zuriickfiihren
lassen, der ein System ohne Radikal wird.

Wie spiter gezeigt werden wird, folgt fiir hyperkomplexe Systeme
ohne Radikal aus dem Automorphismenkorper auch die Theorie der ,Zer-
fallungskorper, d. h. der kommutativen Erweiterungen des Koeffizienten-
bereichs, in dem die Darstellungen in absolut irreduzible zerfallen — anders
ausgedriickt, in dem eine direkte Summenzerlegung in absolut einfache
Rechtsideale statthat. Die Zerfillungskorper sind identisch mit denen des
Automorphismenkorpers, und alle Zerfallungskorper kleinsten Grades sind
den maximalen kommutativen Unterkdrpern des Automorphismenkorpers
isomorph. Der Zusammenhang mit den oben erwihnten Schurschen
Untersuchungen ist dadurch hergestellt, da die Transponierten der
mit der Darstellung vertauschbaren Matrizen gerade eine Darstellung
des Automorphismenkorpers liefern®) Diese Sitze sollen systematisch im

%) Vgl. dazu B. Brauer - E. Noether, Uber minimale Zerfillungskdrper irreduzibler
Darstellungen, Sitz.-Ber. Preuff. Akad. Wiss. 1927, 8. 221.
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Rahmen einer Galoisschen Theorie nichtkommutativer Kérper entwickelt
werden.

Die zugrunde gelegten Begriffe — Operatorhomomorphismus und Auto-
morphismenring — ergeben auch die Struktur allgemeiner Ringe mit Ra-
dikal, die nur der Minimalbedingung geniigen; das wird von anderer Seite
ausgefiihrt werden.

I. Kapitel.
Gruppentheoretische Grundlagen.

§ 1.

Gruppen mit Operatoren®).

& sei eine Gruppe (endlich oder unendlich); Elemente a, b, ...

Unter einem Operatorenbereich 2 fiir die Gruppe ® sei eine Menge
von neuen Symbolen H, @, ... verstanden, so da8 zu jedem @ aus & und
jedem @ aus Q ein @a aus & eindeutig definiert ist, und daB das distzi-

butive Gesetz erfiillt ist:
O{ab)=0a-60b.

Demnach definiert jeder Operator einen Homomorphismus der Gruppe
in sich, wobei die Gruppe auf sich selbst oder auf eine Untergruppe ab-
gebildet wird. Das Einheitselement geht dabei ins Einheitselement, In-
verses in Inverses iiber.

Ein Operatorenbereich heiit ein absoluter, wenn verschiedene Opera-
toren auch verschiedene Homomorphismen definieren. Aus einem beliebigen
Operatorenbereich geht ein absoluter hervor, indem man alle die Elemente
gleichsetzt, die denselben Homomorphismus erzeugen. Ein absoluter Opera-
torenbereich ist eineindeutiges Bild einer Untermenge der Menge aller
Homomorphismen der Gruppe in sich.

Eine zuldssige Untergruppe $ von & — in bezug auf einen festen
Operatorenbereich’ £ — ist eine solche Untergruppe, die den Operatoren-
bereich gestattet, wo also ©a in § fiir jedes a aus § und @ aus Q.

Beispiele. 1. Die Operatoren seien die inneren Automorphismen:
Oa=c"lac. Zuldssige Untergruppen sind die Normalteiler.

2. Die Operatoren seien alle Automorphismen. Zulissige Untergruppen
sind die , charakteristischen Untergruppen®, welche bei allen Automorphismen
in sich iibergehen.

% Die hier erklirten Begrifie stammen von W. Krull, Uber verallgemeinerte
endliche Abelsche Gruppen, Math. Zeifschr. 23 (1925), 8. 161196, und O. Schmidt,
Uber unendliche Gruppen mit endlicher Kette, Math. Zeitschr. 29 (1928), 8. 3441,
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3. ® sei ein Ring, d.h. eine Abelsche Gruppe gegeniiber Addition,
wo auch eine Multiplikation definiert ist, mit den Eigenschaften

r(a+b)=ra-+rb,
(@ +b)r =ar -+ br,
ab-c=a-bc.

Jedes Element r definiert zugleich zwei Operatoren: die Operatoren
rz und xr. Zugelassene Untergruppen sind die ,Ideale“ q, und zwar:

linksseitige, die die Operationen rz gestatten: ra C a;

rechissestige, die die Operationen zr gestatten: ar C a;

zweiseitige, die beide Operationen gestatten.

Alle Ideale werden trivial (= {0} oder = &), wenn der Ring & ein
Kcrper ist, d. h. wenn & — {0} eine Gruppe gegeniiber der Multiplika-
tion ist?).

4. Moduln in bezug auf etnen Ring ».

Sei p ein Ring, und 9 eine Abelsche Gruppe, additiv geschrieben.
Es sel eine Multiplikation 7-a der Elemente von p mit denen von ) ge-
geben; das Produkt soll wieder in 9t enthalten sein. Man fordert:

r{a+b)y=ra-rb
rsa=r-sa

r,s in o,
, b in .
(r+s)a=ra-tsa @0 m

Dann heifit M ein o-Modul; genauer, da die Multiplikatoren aus p links
geschrieben werden, ein o-links-Modul. Der Ring p ist zugleich Operatoren-
bereich. Ist es ein absoluter, d. h. ergeben verschiedene Ringelemente auch
verschiedene Operationen, so redet man von einem absoluten Multipli-
katorenbereich fur den Modul 9.

Wie oben kann man von einem beliebigen Multiplikatorenbereich zum
absoluten iibergehen durch Gleichsetzen der Elemente, welche dieselbe
Operation erzeugen. Der absolute Multiplikatorenbereich ist wieder ein
Ring. Die zulissigen Untergruppen eines Moduls 9% heien Untermoduln.
Ist speziell jetzt o =M, so kommt man auf die Linksideale zuriick®).

) Es wird also weder fiir Ringe noch fiir Kérper das kommutative Gesetz der
Multiplikation vorausgesetzt.
8} In gleicher Weise fordert man fiir Rechtsmoduln:

(a+byr=ar-+br,
a-rs=ar-s,

a{r+s)=ar+as.
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5. Doppelmoduln. Ist M mgleich o-links-Modul und o’-rechts-Modul,
und ist auBerdem fiir @ in 0, « in M, @’ in o’ stets:
a-ca' =au-o,
so heilt M ein Doppelmodul.
6. Automorphismenring einer Abelschen Gruppe ®). Fiir die Homo-

morphismen in sich einer (additiv geschriebenen) Abelschen Gruppe kann
man eine Addition und eine Multiplikation definieren durch die Formeln:

(H+0)a=Ha+6a, (HO)a=H(Oa).

Die so definierten Operationen stellen ersichtlich wieder Homomorphismen
dar, gehdren also wieder dem System an. Das System bildet einen Ring,
und die Abelsche Gruppe 148t sich nach 4. auffassen als Modul in bezug
auf diesen Ring.

Mit , Untergruppen“ sind fortan immer zulissige Untergruppen gemeint.
Der Durchschnitt % N B zweier zuléssiger Untergruppen ist wieder eine
zuléssige Untergruppe. Ebenso das Produkt 9%, falls mindestens eine der
beiden Untergruppen A, B Normalteiler ist.

§ 2.
Die Isomorphiesitze.

Eine Abbildung einer Gruppe & auf eine Gruppe & — wobei ® und &
denselben Operatorenbereich besitzen sollen — heiBt Operatorhomomorphis-
mus, wenn sie erstens ein Homomorphismus im gewdhnlichen Sinne ist
(ab—ab), und wenn zweitens, sobald ¢ auf g abgebildet ist, @a auf Oa
abgebildet wird*®). Zeichen: & ~ &. Ist die Zuordnung eineindeutig, so
heiit sie Operatorisomorphie. Zeichen: & ~ . Man beweist entsprechend
wie bei gewGhnlichen Gruppen den Homomorphiesatz:

Ist ® ein operatorhomomorphes Bild von ®, so wird & operator-
ssomorph einer Faktorgruppe & [N, wo N ein zuldssiger Normalteiler 8t,
bestehend aus allen Elementen von &, denen die Einheit in ) entspricht.
Umgekehrt definiert jeder zuldssige Normaltesler % eine Faltorgruppe & [N,
die den Operatorenbereich von & gestattet und ein operatorhomomorphes
Abbild von & ist. -

?) Vgl. A. Chatelet, Les Groupes Abéliens finis, Paris, Gauthier-Villars, 1925, p. 99.

*0) Man kann den Begriff des Operatorhomomorphismus dahin erweitern, daf
die Gruppen @, ® getrennte Operatorenbereiche besitzen, wobei der Homomorphis-
mus nicht nur & auf &, sondern auch die Operatorenbereiche aufeinander abbildet,
derart, da8, wenn o auf @ und @ auf & abgebildet wird, ©a das Bild von @g ist,
In dieser allgemeinen Fassung umfaBt der Begriff des Operatorhomomorphismus auch
den des Ringhomomorphismus; vgl, §8. .
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Eine Gruppe heiBt einfach, wenn sie keine Normalteiler auBer sich
selbst und der Einheitsgruppe besitzt. Jeder Homomorphismus einer ein-
fachen Gruppe ist entweder ein Isomorphismus, oder jedem Element wird
das Einheitselement zugeordnet.

Erster Isomorphiesatz. Ist © homomorphes Abbild von &, A ein
Normalteiler von &, und U die GQesamtheit der Elemente von &, denen
Elemente von ¥ zugeordnet sind, so ist U wieder Normaltedler, und

1) ®/A~ /A ‘
Beweis. & ~©, @ ~G/YU, also  ~ G/A. Also &/ isomorph
einer Faktorgruppe in &; der zugehorige Normalteiler ist die Gesamtheit
der Elemente, denen die Einheit in &/ entspricht; das ist aber 9.
Zusatz. Setzt man nach dem Homomorphiesatz & = & /N, so wird
9 sicher N umfassen. Aus 9 laBt sich I zuriickgewinnen: A — /N.

Die Zuordnung % == ist eineindeutig. Die Formel (1) laBt sich auch
schreiben:

(GR)[(A/R) ~ & /9A.

Zweiter Isomorphiesatz. Ses U Untergruppe, B Normalteiler
von &. Dann ist U N B Normalteiler in A, und

AB (B =~ AJAN B

Beweis. Bei der Homomorphie & ~ & /8B werden insbesondere den
Elementen a von ¥ gewisse Restklassen a B zugeordnet, die zusammen die
Gruppe AB/B ausmachen. Also U ~ AV /B, woraus nach dem Homo-
morphiesatz die Behauptung folgt.

Eine operatorhomomorphe Abbildung einer Gruppe & auf sich selbst
oder auf eine Untergruppe heiit ein Homomorphismus-in-sich von &.
Ist ® speziell eine (additiv geschriebene) Abelsche Gruppe (mit Operatoren)
und definiert man wie oben (§ 1, Beispiel 6) Summe und Produkt von
Homomorphismen, so bilden die Operatorhomomorphismen der Gruppe in
sich einen Ring, den Automorphismenring.

Der Automorphismenring einer einfachen Abelschen Gruppe (mit
Operatoren) ist ein Korper.

Beweis. Jeder Homomorphismus bildet die Gruppe entweder auf sich
oder auf die Nullgruppe ab (da es keine anderen zuldssigen Untergruppen
gibt). Die Homomorphismen, welche nicht alles auf die Null abbilden,
sind nach dem oben iiber einfache Gruppen bemerkten Isomorphismen, und
die isomorphen Abbildungen einer Gruppe auf sich bilden eine Gruppe.
Somit wird der Ring nach Weglassung des Nulloperators eine Gruppe, also
ist der Ring selbst ein Korper.
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Ist speziell ® ein o-links-Modul, und schreibt man die Operator-
homomorphismen als Rechtsoperatoren, so wird & ein Doppelmodul in
bezug auf o links und den Automorphismenring rechts. Denn die Tat-
sache, daf die neuen Operatoren I" als Homomorphismen gewihlt waren,
wird ausgedriickt durch die Formeln

(a+b)I'=al’ +bI', ra-I'=r-al,

die (zusammen mit den ibrigen, schon friiher gedeuteten) den Doppel-
modul charakterisieren.

Ist umgekehrt ein Doppelmodul gegeben, so driicken ebendieselben
Formeln aus, daf jedes Element des Rechtsmultiplikatorenbereichs einen
Operatorhomomorphismus in bezug auf die Linksoperatoren induziert, und
umgekehrt.

§ 3.

Kompositionsreihen.
Wenn es in & eine endliche Reihe von zulissigen Untergruppen
(2> @>%{1>2{2>-">91r$@

(€ ist die aus der Einheit e allein bestehende Gruppe) gibt, so daB jedes
¥, Normalteiler im vorangehenden ist, und es unmaglich ist, zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Gliedern der Reihe noch eines von gleicher Eigenschaft
einzuschieben, so heiBt die Reihe eine Kompositionsreike.

Die Faktorgruppen &/, %, /%,, ..., A,_,/C heiBen Kompositions-
faktoren. Sie sind esnfache Gruppen, d. h. besitzen keine zulsssigen Normal-
teiler aufler sich selbst und der Einheitsgruppe.

Nimmt man unter die Operatoren insbesondere alle inneren Auto-
morphismen auf, so besteht die Reihe (2) aus lauter Normalteilern, und
man nennt sie Houpireshe. Nimmt man alle Automorphismen auf, so heifit
sie charakteristische Reshe. Bei den weiteren Beispielen des §1 wiirde es
sich um Kompositionsrethen von Idealen in o, bzw. Kompositionsreihen
von Moduln oder Doppelmoduln handeln.

Satz von Jordan-Hélder. Wenn fir eine Gruppe & zwes ver-
schiedene Kompositionsreithen existieren:

GOADALD...OU=EC,
6&>8>%,>...098,=6€,

s0 haben sie dieselbe Linge: r = s, und die Kompositionsfaktoren
/A, AA,, ., A _L[E
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sind in irgendeiner Rethenfolge isomorph zu
®/%B, B/B,, .... B,_, /€.

Fiir den Beweis siche etwa E. Noether, Abstrakter Aufbau usw., Math.
Annalen 96 (1926), § 10, 8. 57. Gleichzeitig wird dort bewiesen:

Wenn es in & eine Kompositionsrethe gibt, so lifit sich durch jeden
Normaltesler © von & eine Kompositionsreihe ziehen.

Die Existenz einer Kompositionsreithe ist klar fiir endliche Gruppen,
allgemeiner fiir diejenigen Gruppen, in denen eine Maximal- und eine
Minimalbedingung gilt:

Die Maximalbedingung besagt, daB es in jeder Menge von Unter-
gruppen eine maximale Untergruppe gibt, d. h. eine solche, die nicht mehr
von einer anderen Untergruppe der Menge umfaft wird. Aquivalent damit
ist, daB jede aufsteigende Kette von Untergruppen U, C A, C ;... nach
endlich vielen Gliedern abbricht.

Die Minimalbedingung besagt, daB es in jeder Menge von Unter-
gruppen eine minimale gibt, die keine andere der Menge mehr umfaf3t,
oder auch daf jede absteigende Kette 9, >, >, ... nach endlichvielen
Gliedern abbricht.

Sind nur Normalteiler als Untergruppen zugelassen (z. B. bei Abel-
schen Gruppen), so folgen aus der Existenz der Kompositionsreshe wm-
gekehrt die Maximal- und Minimalbedingung.

Beweis. Jeder Normalteiler besitzt eine Kompositionsreihe, deren
Linge als Ldinge des Normalteilers bezeichnet wird. Ist € (B, so ist die
Linge von A kleiner als die von B, da durch U eine Kompositionsreihe
fiir B gezogen werden kann. Also ist jede Untergruppe kiirzester Linge
zugleich minimal, und jede von grofter Lange zugleich maximal.

§ 4.
Direkte Produkte und Durchschnitte.
Eine Gruppe & heiBit direkies Produkt von zwei Faktoren, ®& = 9% >< 9B,

wenn
1. 9, B Normalteiler in & sind,
2, AB=0,
3. ANB=E.
Die Definition ist offenbar dquivalent mit:
Jedes Blement g von & ist esndeutig darstellbar als g =ab, a in U,

bin B, und die Elemente von W sind mit denen won B wvertauschbar:
ab=ba.
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Eine Gruppe ® heiBt direktes Produkt von n Faktoren, & =, >< ... > A,
wenn B, =, ... A, _, A, ... A, gesetat, & = A, >< B, direkt fiir jedes 7 ist.

Die Definition ist wieder dquivalent mit:

Jedes g von ® ist esndeutig darstellbar als

g=a,a,...a,, a in Y,

und die Elemente von U; sind mit denen von A, vertauschbar.
Die folgenden Tatsachen werden oft benutzt:
LoIst W< W, =R, @<H=0, soist Yy><... <A <xH=6.
2. It @=U ><... <A, =C,><...<E,, und €, LY, so C;=9,.

I3

(Folgt aus der Darstellung der Elemente von 9, durch die G;.)

3. Ist @=UA=<B, ROA, so ist =A< (RN B). (Folgt aus
der Darstellung der Elemente von § in der Form ab, wobei der zweite
Faktor sowohl zu & wie zu B gehért.)

4. Ist E=UA>x<B, so A~ G/B und B ~ & /A (zweiter Isomorphie-
satz). Daraus folgt weiter:

5. Ist @ =A><B, und besitzen ¥ und B Kompositionsreihen der
Langen m und 7, so besitzt ® eine Kompositionsreihe der Linge m -+ n.

6. Ist A~ A und B~F, so A<B ~ A=< J.

Eine Gruppe heiBt direkt unzerlegbar, wenn sie sich nicht als direktes
Produkt von Faktoren == & darstellen 138t

Klar ist:

Jede Gruppe mit Minimalbedingung st direktes Produkt von endlich-
vielen direkt unzerlegbaren Gruppen').

Schreibt man die betreffenden Gruppen additiv, so gehen die Begriffe:
Produkt, direktes Produkt, iiber in Summe, direkte Summe. Zeichen: fiir
eine Summe von Gruppen (2, %,,...), fiir direkte Summe o, 49U, +....

Der Begrifi des ,direkten Durchschnittes® wird zwar im weiteren
nicht benutzt, aber die folgenden Sitze iiber den Zusammenhang zwischen
direktem Durchschnitt und direktem Produkt zeigen, wie die Idealtheorie
der nichsten Kapitel sich auch mit Durchschnitten statt Summen formulieren
188t, wodurch der Zusammenhang mit den bekannten kommutativen Theorien
hergestellt wird.

) Wie W. Krull im kommutativen Fall und O. Schmidt aligemein gezeigt
haben (vgl. Anmerk. %)), ist unter Voraussetzung von Maximal- und Minimalbedingung
die Darstellung bis auf Isomorphie eindeutig. Da man, ohne den Begriff der direkt-
Unzerlegbarkeit zu #ndern, alle inneren Automorphismen zum Operatorenbereich
hinzunehmen kann, so geniigt es, die Endlichkeitsbedingungen fiir Normalteiler oder
die Existenz einer Hauptreihe zu verlangen.
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Eine Gruppe D heiBt direkier Durchschnitt von zwei Gruppen R und &
in bezug auf @&, wenn

1. R, © Normalteiler in G sind,

2 RNE=9,

3 RE=6.

Ebenso heit D direkter Durchschnitt von n Gruppen &,..., &,
wemn R, =6, N...NG,_, A G 11N .. N B, gesetat, D=R, NG,
direkt fiir jedes 7 ist.

Aus der Definition folgt, daB ® Normalteiler in @ sein muB.

Ist D=, N ... N &, direkt und gehen beim Homomorphismus @& ~ /D
die Gruppen &, &, D in 6,6, ¢ iiber, so wird @ = -@1 NN @” direkt.
Umgekehrt kommt man von jeder solchen Darstellung & — CHSNA G,
zu einer direkten Darstelling ® — €, N...N G, zurick. Durch diese
Zuordnung werden Sitze iiber direkte Durchschnitte bei beliebigem ® auf
den Spezialfall D = € zuriickgefiihrt,

Im Falle ® =G und zwei Faktoren stimmen die Bedingungen fiir
direktes Produkt und direkten Durchschnitt iiberein. Bei n Faktoren be-
steht folgende eineindeutige Beziehung zwischen direktem Produkt und
Durchschnitt:

L Ist =19 o<W =A< B, so @=231/\.../\§B,,=§5,-/\ ¢,
direkt und €, = 9,.

IL Ist E=6, N NS, =R,N G, direkt, so G=R ><... <R
=R, =<, und T,=¢,.

Beweis von I Sei 8 =B, n.... A B,=B; N C;, dann Cou;
wir zeigen €, C 9. Sei ¢ etwa in G,, dann ist ¢ in B,,.... B, also
ergibt die Komponentendarstellung vermége der 9:

n

c:alag...anzaleag...a,,:ala‘_,,e...an=...=a1...an_le.

Da das Produkt aller A, direkt ist, stimmen die Darstellungen iiberein;
an jeder Stelle auBer der ersten steht einmal e, somit ¢ =@, oder §, <o,
d h G =9 und entsprechend @, = 9[,. Es folgt B = B, N €,
=BNU;=C; B,6, =B, %, =, also direkter Durchschnitt,

Beweis von IL Sei 9= %, ... R, =R, T,, damn T, CS,; wir zeigen
©,{%;. Sei etwa s in ©;; es wird — vermige & =&, <R, —
S=8e=8My=...=s,7,. Bildenwirt —er, .o, =1,7;, dann kommt
unter Beriicksichtigung der elementweisen Vertauschbarkeit von &; wnd &
sty =gt7 !, also Element aller S, und damit gleich e,

Also &, (T, oder T, = ©, und entsprechend T, =8,. Es folgt
P=RT,=R6,=6 und FNT,=RNG,=6; somit @ direktes
Produkt der %,.
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§ 5.
Vollstindig reduzible Gruppen.

Eine Gruppe heiBt vollstindig reduzibel, wenn sie direktes Produkt
von endlichvielen einfachen Gruppen ist:

@:%1><...><91

In diesem Fall bilden die Gruppen
UWo<ooo< U DA <<, D..DOUDE

eine Kompositionsrethe. Die Lange ist n, die Kompositionsfaktoren sind
U, W, s

Ist & wollstindig reduzibel, so ist jeder Normalteiler dirvekter Falktor,
und der andere Faktor kann als Produkt von solchen einfachen Gruppen
gewdhlt werden, die in einer vorgelegien Produkizerlegung vom & auf-
treten. Der Normaltesler © ist ebenfalls wollstindig reduzibel.

Beweis. Es ist

(3) G=9%%A...%,.
Setzt man nun §, =AU, A, ... ¥, so ist §, ., =H;%;,,. Entweder

ist nun U, , C9;, also O,,, =9,;; dann lassen wir in (3) den Faktor
A, weg. Oder es ist H; N\ U, , ein echter Normalteiler von %, ,, also
=€, also §,>< U, , direkt. Nach Weglassung der iiberfliissigen Faktoren
wird (3):

G=9><W,><... <Y,
also § direkter Faktor. Weiter folgt

Q=@ W, < < Wy, =W << Yy

Ju 2
wo %, ..., Y, die iibrigen U; sind; also ist § vollstindig reduzibel.

Folgerung. Jede Zerlegung einer wollstindig reduziblen Gruppe in
direkt unzerlegbare Fakioren ist eine Zerlegung in einfache Faktoren, und
gibt demnach zu einer Kompositionsrethe Anlaf, woraus die eindeutige
Bestimmtheit der Faktoren, bis auf Isomorphie, folgt.

§ 6.
Moduln in bezug aunf einen Korper. Hyperkomplexe Systeme.

Ein fast triviales Beispiel fiir vollstindig reduzible Gruppen mit Ope-
ratoren bilden die Moduln mit endlicher Basis in bezug auf einen (nicht
notwendig kommutativen) Kaorper.
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Es sei ® ein K-Rechtsmodul, und das Einheitselement e von K sei
zugleich Einheitsoperator: ae=gq fiir ¢ in ©. Jeder aus einem a ab-
geleitete Untermodul oK ist einfach, ndmlich gleich dem aus irgendeinem
seiner Elemente == 0 abgeleiteten Modul. Ist also § der aus irgendwelchen
Elementen abgeleitete Untermodul, und o ein Element, das nicht zu §
gehort, so ist HNaK=E, also -+ aK direkt. So kann man von irgend-
einem Basiselement o, ausgehend, immer neue Basiselemente a,,a,, ...
hinzunehmen und erhilt & als direkte Summe: § = a, K +a,K+... +a,K.
Also ist & wollsidndig reduzibel.

Die Zahl n, die Linge der Kompositionsreihe, heiBt der Rang von &
in bezug auf K. Die Basis a,,...,a, ist wegen der eindeutigen Dar-
stellung der Elemente von & (und weil e als Einheitsoperator vorausgesetzt
wurde) linear-unabhingig.

Jeder Untermodul § ist direkter Summand.

O=9+R=(MAK+...+bK)+ (rnK+...+r,_ K),
oder: Man kann jede linear-unabhdngige Basis von  zu einer linear-
unabhingigen Basis fir & erginzen. Die r; kann man sogar aus den

urspriinglichen Basiselementen a, wihlen.
Seien (a,,...,a,) und (¢, ..., c,) linear-unabhingige Basen. Dann ist

) O = 247
oder in Matrizen geschrieben:

7‘}1 ...ﬂ]:”
(01:”'90”):(“15"‘:an)P; P= : : .
. 7T "
Umgekehrt ist

nl " n
(@, -o0sa,) =(ey,...,¢,) Q.
Daraus folgt
(a,..a,)=(a,,...,a,)PQ,
(€45 cvr €)=(€15 -0, €,)Q P,
also, da die @; und die ¢; linear-unabhingig sind,
PQ=QP=E.

Spezielle K-Moduln, die zugleich Ringe sind, sind die ,,Hyperkomplexen
Systeme®.

Ein Ring o, der zugleich Rechtsmodul in bezug auf einen kommu-
tativen Korper K ist, heilt hyperkomplexes System in bezug auf K (in
der Literatur auch als ,Algebra iiber K bezeichnet), wenn:

1. der Rang endlich ist (eine linear-unabhingige Basis sei u,, ..., %,).

2. ab-x=a-bx =ax-b. Man driickt das so aus: K ist kommutativ
mit o verbunden.
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3. das Einheitselement ¢ von K zugleich Einheitsoperator ist: ¢z =a
fir @ in 0.%)
Wegen (Ju;0;) (Jup ) = J(u;w,) (e 8,) ist das System eindeutig
Wk

bestim:;nt, wenn (auBer K) die Multiplikationstafel gegeben ist, die angibt,
wie jedes Produkt u,u, sich durch die ; ausdriickt: u,u, = Su,;y7 . (Die
3

7], milssen den bekannten Relationen geniigen, die aus dem Assoziativ-
gesetz folgen.)

Wenn p, was wir oft annehmen werden, ein Einheitselement e
(ea =ae=a fiir alle a) besitzﬁ, so kann man die Elemente » von K mit
ex identifizieren, also K als Unterkdrper von o annehmen. Das hyper-
komplexe System 148t sich dann auch beschreiben als Ring von endlichem
Rang in bezug auf einen im Zentrum gelegenen Korper.

Ein Beispiel eines hyperkomplexen Systems ist der Gruppenring einer
endlichen Gruppe, der entsteht, wenn man fiir die Basiselemente u; die
Elemente einer endlichen Gruppe nimmt, und als Multiplikation die Gruppen-
multiplikation. Der Kérper K ist dabei beliebig.

§7.
Matrizes.

Die quadratischen Matrizes () mit 7, aus einem Ring p bilden
bei der gewGhnlichen Matrixmultiplikation 7505, = 0, und  Addition
7 1+ 0 = 0, einen Ring.

Eine Matrix mit Elementen aus einem Kérper K, zu der es eine
Rechts- und eine Linksinverse gibt, heift reguldr,

Wir sahen in § 6: Die iberfithrende Matriz zweier linear-unabhingigen
Basen eines K-Moduls ist reguldr.

Fiir Regularitit geniigt Rechtsinverses; denn bilden wir einen K-Rechts-
modul mit linear-unabhingiger Basis (a,,...,a,) (Modul aus Linearform
der Unbestimmten @, ....a,), und setzen wir

(egs--s¢,)=(ay,...,a,) P,
so wird
(6s--0 €, )P = (ay,...,a) PP = (a3, -0 a,);
also ist (c,...,c,) wieder Basis, also wieder linear-unabhiingig, also die
Matrix P regulir. AuBerdem ist die Rechtsinverse gleich der Linksinversen.
Ebenso geniigt eine Linksinverse.

%) Die Bedingung 2. sagt aus, da8 die Multiplikation mit einem Element aus K
einen Homomorphismus fir o bedeutet, wenn o sowohl als o-Links-, wie p-Rechts-
modul aufgefaBt wird. Vermoge 3. sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen.
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Besitzt P eine Linksinverse, so ist P kein linker Nullieiler.

Beweis. Aus PA==0 folgt A= P *P4=0.

Also besitzt P auch nur eine Rechtsinverse, welche nach § 6 mit der
Linksinversen zusammenfallt.

Versteht man, wie iiblich, unter P, die Matrix (7;, »), und unter C;,
die Matrix, die an der Stelle 7% das Einheitselement und sonst iiberall
Nullen hat, so ist

(7033) = 5 Cpomy5

also bilden die Matrizes in K einen K-Modul vom Rang #2% Die C;, ge-
niigen den Relationen.
Ci; Gy = Cis

77

CiiCp=0, j+7.

Die Matrizes in K bilden somit einen endlichen K-Modul, und, wenn K
kommutativ ist, ein hyperkomplexes System.

IL Kapitel.
Nichtkommutative Idealtheorie.

§ 8.

Homomorphiesatz fiir Ringe.

Ist a zweiseitiges Ideal in o, so ist der Restklassenbereich o/a nicht
nur p-Modul, sondern auch Ring, wie man miihelos sieht. Jedes homo-
morphe Abbild von p ist wieder ein Ring, und isomorph einem Rest-
klassenring o/a, wo a ein zweiseitiges Ideal ist. Beweis wie bei Gruppen.

Ist insbesondere o ein Kérper, so gibt es keine anderen Ideale als (0)
und p; also ist hier der Homomorphismus entweder ein Isomorphismus,
oder er ordnet jedem Element die Null zu.

Ist insbesondere der Ring o ein K-Rechtsmodul, wo K ein element-
weis mit o vertauschbarer Ring sein soll: — ab-x —q-bx—ax-b —
(z.B. wenn es sich um ein hyperkomplexes System in bezug auf einen
kommutativen Kérper K handelt), so werden als zuldssige (rechts-, links-
oder zweiseitige) Ideale nur solche betrachtet, die zugleich K-Moduln sind,
und man verlangt auer Ringhomomorphismus auch noch Operatorhomo-
morphismus in bezug auf Multiplikation mit K. Die zulissigen Ideale
werden Doppelmoduln in bezug auf o und K. (Bei hyperkomplexen Systemen
versteht man unter ,JIdealen“ schlechthin immer nur solehe, die zulissig
in bezug auf den zugrunde gelegten Koeffizientenkérper K sind.) Auch bei
dieser Erweiterung gilt der obige Homomorphiesata.
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Ein Beispiel von Ringhomomorphie bildet der Ubergang von einem
Multiplikatorenbereich o zum absoluten Multiplikatorenbereich (§1, Bei-
spiel 4). Also ist der absolute Multiplikatorenbereich isomorph dem Rest-
klassenring o/, wo d das zweiseitige Ideal der Elemente von p ist, die M
annullieren,

Aus der Giiltigkeit des Homomorphiesatzes folgen wie in § 2 der erste
und zweite Isomorphiesatz fiir Ring- und Operatorisomorphie.

Alle Produkte %8 von Untermengen von p sind als Modulprodukte
zu verstehen: AP ist die Gesamtheit aller Summen 2ab, wo a in 9,
bin B, und aP ist die Gesamtheit aller Summen Y ab, b in B. Ist B
Rechtsmodul in bezug auf irgendeinen Ring als Operatorenbereich, so ist
auch das Produkt AP bzw. B Rechtsmodul, (Insbesondere: Rechtsideal,
zuldssiges Ideal in bezug auf einen Koeffizientenbereich K, usw.) Es gelten,
wenn (9, B) die Summe._der Moduln %, B bezeichnet, die Rechnungsregeln

AB-C =9%A.BCE,
A(B, €) = (UAB, AC),
(A, B)C=(AEC, BE).
Die direkte Summe wird mit 9 - B bezeichnet (§ 4).
Wir betrachten im folgenden oft Ringe, die eine Maximal- oder Minimal-
bedingung (§ 3) fiir Rechtsideale erfiillen. Zu diesen gehdren insbesondere

die hyperkomplexen Systeme, da infolge der obigen Verabredung nur K-Moduln
als Ideale zugelassen werden, deren Rang also beschrinkt bleibt (§6).

§9.
Idempotente Elemente. Direkte Summenzérlegung in Rechtsideale.

Sei o ein Ring mit Einheitselement,

Ist t Rechtsideal, so ist rp Cr, und wegen des Einheitselementes
sogar to =t. Entsprechend fiir Linksideale: pJ — .

Ein Element ¢ heiBt idempotent, wenn ¢2 —¢.

Ist 0 =1y, ...+ T, eine Zerlegung in Rechisideale, und dabei

e=e+...+e, (¢in L)enrme ;*w;i%b»w% v
S0 o8t :
ef=¢e, e, =0 (i+ k) ( nOrthogonalititsrelationen® )

k]

Y, =¢0.
Beweis. Sei 7 ein Element von 1,. Es wird

r=er=er+4..+er, grinrt,

£
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aber auch
r=r—40-+...40,
also
er=r, er=0 (¢ 1),

Aus der ersten Formel folgt v, C e, 0; andererseits ist e,0 C 1, also ¢,0 = T,.
Spezialisiert man r =e,, so folgt:

es=c¢e, ¢ee=0 (¢41).
Dasselbe gilt, wenn man den Index 1 durch k ersetat.
Ist wmgekehrt e = Je;, ee,=0 (ik), e =e, und setzt man
r,=¢0, 0 wird 0 =71, 4 ...+ 1,.
Beweis. Jedes Element r von p ist

r=er=er-+...+e,r,

also
0={(e,0,...,€,0).

Aber die Darstellung ist eindeutig; denn aus
O=e¢a,+...+e¢,a,
folgt durch Multiplikation mit e;:
efa;,=ea,=0.%)
Aus esner Rechisdarstellung
0=71T...1T1¥,=¢0+4...4¢0
folgt demmnach eine Linksdarstellung
o=0+...+1 =oe+... +oe,.

Sind die y; direkt-unzerlegbar, so sind es auch die I;; denn eine Zer-
legung etwa von I, wiirde heiflen

[;=o0e,=o0e{}De!, 0=o0e/ + 06/ +0e;+... Foe,,
Daraus ergibt sich die Rechtszerlegung
D=e0+e0Fen+...Fed=1{1t+1.+...+1,,
r1%’3/(r2+'“+rn)=r1'+r2'§

also wire t, zerleghbar.

%) Es gilt noch eine andere Umkehrung: Ist ¢e, =0, e? =¢;, c =S¢, so ist
¢ Linkseinheit fiir den Ring ¢,0+...+¢,0. DaB die Summe direkt ist, sieht man
ganz entsprechend wie oben.
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§ 10.
Zerlegung in zweiseitige Ideale.
Ist o wieder ein Ring mat Einheitselemen,

(1) 0=q —+-...4q

eine Zerlegung von o_in_zweiseitige Ideale, so_gelten die gr§kggona{itdts-
relationen auch fir die Ideale:

a,q, = (7 k),
2 S0l AU,
(2) a?} =aqa,,

e A
Beweis. Sei b=a,+...4q, 0=a,+b,; dann wird a,b, C aNb=0,
also 4,6, =0, um so mehr also .
a,a,=0 (i 1);
ay=0a,0 = al(az+51) = (a7, a,b,)= af.
Umgekehrt: Aus (1) und (2) folgt, dap die Moduln a; zweiseitige
Ideale sind.
Beweis. pa,=(q,+... - a,)a;=af=aqa, ebenso a0 =q,.
Rechtsideale im Ringe 0, sind Rechisideale in p.
Beweis. rp=r1(g,+ b;) =(ra;, ;) L (1, q b)=(r,0)=r,
Ist v ein Rechisideal in 0, s0 28t v direkte Summe wvon Rechisidealen
ra; Ca;.
Beweis. r=1p = (ra,,...,ra,), ta,0=ra,, also ta; Rechtsideale 1.

K3

ta; Ca;, also ist die Summe (ray,...,ra,) direkt:
r=1r0;+...+raqa,.
Ist insbesondere direkt-unzerlegbar, so kann t nur eine Komponente
haben, also muff © C einem a; sein.
Auf Grund dieser Sitze beherrscht man die Idealtheorie in 0, wenn

man die der einzelnen a; kennt. Wir beschrinken uns darum meist auf
zweilseitig unzerlegbare Ringe.

> Zwei Rechtsideale, die in verschiedenen a; enthalten sind, kénnen
niemals operatorisomorph sein.

Beweis. Ein in q, liegendes Ideal wird von allen anderen g, an-
nulliert, nicht aber von a,. Dagegen wird ein in a, liegendes Ideal von
a, annulliert,

Wenn es also moglich ist, den Ring o in zweiseitig unzerlegbare Ideale
a, + ...+ a, zu zerlegen, und jedes a, wiederum in einseitig unzerlegbare
Rechtsideale {41/ --..., so hat man die operatorisomorphen t unter
denen zu suchen, die zum selben a; gehoren. Es kommt aber vor, daf es

42*
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noch verschiedene Klassen von r — d. h. nicht operatorisomorphe — im
selben a; gibt, wie das folgende Beispiel zeigt:
K sei der Korper der rationalen Zahlen,

0=¢eK-4eK+4uK

ein hyperkomplexes System, die ¢, und % vertauschbar mit den Zahlen
aus K, und die Multiplikationstafel

i

e % u
i
t
e g 0 u
i
e 0 e, 0
v | 0 % 0

Einheitselement ist e =e¢, + ¢,. Die ¢, erfiillen die Orthogonalititsrelationen.
Also ist die Rechtszerlegung: o =e. 0 +¢,0 = (e, %)+ (¢,), und die
Linkszerlegung: o = ve, + e, = (e, ) + (e,, %).

Da e,0 und oe, offenbar unzerlegbar sind, miissen oe, und e, es ¢
auch sein. T

e #7

Eine zweiseitige Zerlegung ist unméglich; denn dann wiirde eine
Komponente ¢,0 und die andere e,0 enthalten miissen; die erste enthielte
dann u, aber die zweite auch ue,=u.

Aber e,0 und e,0 sind nicht operatorisomorph, da sie verschiedenen
Rang in bezug auf K haben.

Bei p=a,+...+a,, und die a, zweisestig unzerlegbar. Dann sind
sie etndeutig bestimmt.

Beweis. Sei auBlerdem p=c¢,+-...¢,, also a,=aq;0 =(a;c,, ..., a;C,)-
Die letztere Summe ist direkt wegen a;c, C ¢, und Ca;; da aber die q
untgerlegbar sind, so miissen alle a,c, Null sein bis auf eins: a, ¢;,- Also ist

Ebenso: ¢; =o0¢;, =a,¢; +... +a,¢; und a,c; +0, also alle iibrigen =0,
cjl = (Ii cji = C[i 3
q.e.d

§11.
Das Zentrum.

Das Zentrum 3 eines Ringes o ist die Gesamtheit der z, die mit
allen Ringelementen vertauschbar sind (za =az fiir alle a). 3 ist ein
kommutativer Ring.

Jedes einseitige Ideal a in o hat ein ,Verengungsideal® a n 3 in 3.
Denn da sowohl a wie § 3-Moduln sind, ist a n 3 es auch.
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Jedes Ideal ¥ in 3 hat ein Brwesterungsideal: das von ¥ in p er-
zeugte Ideal a = (U, 0A). Dieses ist zweiseitig wegen
ao= (0%, A)yo=_oWo, Ao)= (oA, 0A) oA L a.
Wird in o ein Einheitselement vorausgesetzt, so kann man schreiben:
a=0%. In diesem Fall gilt der folgende Satz:

Jede zweiseitige Zerlegung von o entspricht eineindeutiy einer Zer-
legung des Zentrums: Aus

0 =a+..+4qa, B
1) U= ;N3
folgt o o
8=U+... 4+,

und umgekehrt.
Beweis. Sei z Zentrumselement, und

(3) =2 +...Fz,
seine Zerlegung in (1). Dann sind die z; Zentrumselemente; denn
za=za+...+tz,a=az=az +...4}az,;
wegen der direkten Summe also, und da a; zweiseitig,
za=az;.

Also z; in a; N 3 =U;; also besagt (3) die behauptete Summenzerlegung.
Insbesondere wird e=2'¢;; also sind die e¢; Zentrumselemente. Schlief-
lich wird
z=ze +...4ze,,

also .
U, =3¢, oW,=08¢=ne=n0q,.
Ist umgekehrt 3 =9, 4-...+ 9, eine Zerlegung des Zentrums, so wird
nach § 9:

W=3e; e=e; ee =0 (i k).
Also kommt wegen der Orthogonalitatsrelationen (§ 9)

o=9e=0¢+...+0e,=08e+...+08¢, =0 +...+0%,
=+...+a,.
Setzt man nun a; N\ 3=, so weil man aus dem ersten Teil der Be-
hauptung:
B=%+ ...+ U, direkt.

Aber A/ D A;; also A/ =A; (§4, 2).

Folgerung. a, und 9, sind gleichzeitig zweiseitig direkt zerlegbar
oder nicht.
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§ 12,

Nilpotente Ideale.

Ein Ideal ¢ heiBt nilpotent, wenn ¢? = 0.
Beispiel. Das Ideal (%) in § 10.

Wenn es tn o ein nilpotentes Rechtsideal t gebt, so gibt es auch ein
nelpotentes Linksideal (sogar zweiseitiges Ideal).

Beweis. Sei t?=10. Dann ist pr; bzw., wenn o kein Einheitselement
enthilt und ot Null sein kénnte, (o1, 1) ein Linksideal, und

(ox)*=voror...0tloTr...T=01%=0,
Die Summe zweier nilpotenter Rechisideale ist wieder ein nilpotentes
Rechtsideal.
Beweis. Sei (=10, p’=0. In

(6, 0) ™ = (., De.bocans, )

kommen in jedem Glied entweder mindestens ¢ Faktoren ¢ oder mindestens
o Faktoren b vor. Im ersten Fall haben wir

be...b...c...C{becc...c=dc?=0;
im letzteren Fall entsprechend fiir die Faktoren p. Also ist
(c,d)¢* '=0.

Ist nun die Maximalbedingung fiir die Rechtsideale in p erfiillt, so
gibt es ein maximales nilpotentes Rechtsideal. Dieses umfaBt alle anderen
nilpotenten Rechtsideale, da man sonst mit einem solchen die Summe
bilden kénnte. Es sei ¢. Da oc auch nilpotentes Rechtsideal ist, ist
ocCc, also ¢ Linksideal. Jedes nilpotente Linksideal b ist auch in ¢ ent-
halten. Denn (b, bo) ist nilpotentes Rechtsideal, also b Cc. Hs gibt also
ein maximales (zweiseitiges) milpotentes Ideal ¢ oder ,Radikal“, das alle
anderen (rechts- und linksseitige) umfaft.

Im Beispiel des § 10 ist (u) das maximale nilpotente Ideal.

Ist das Radikal das Nullideal, so spricht man von einem ,Ring ohne
Radikal“ (,Halbeinfacher Ring“, ,Dedekindsches System“). Der Rest-
klassenring nach dem Radikal ist immer ein Ring ohne Radikal.

Ist 8 das Zentrum wvon o, ¢ das Radikal von o, so ist € =cn §
das Radikal von 3.

Beweis. Klar ist, daB € nilpotent ist. Gabe es noch ein umfassen-
deres nilpotentes Ideal € in B, so wiirde dieses zu einem nicht ganz in ¢

7 enthaltenen nilpotenten Ideal ¢ erweitert werden kénnen ((B0)*=E%0=0).

e+
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Folge. Ist o Ring ohne Radikal, so auch 3. Die Umkehrung gilt
aber nicht, wie unser Beispiel in § 10 zeigt. Das Zentrum von o/c¢ um-
fafit einen zu B/C isomorphen Ring; dieser kann aber echter Unterring
sein (Beispiel in § 10).

§ 13.
YVollstindig reduzible Ringe.

Nach § 5 heiflt ein Ring rechts vollstindig reduzibel, wenn er direkte
Summe von endlich vielen einfachen Rechtsidealen ist.

Ein rechts wvollstindig reduzibler Ring mit Einheitselement besiizt
kein nilpotentes Ideal == (0), also kein Radikal.

Beweis. Jedes Rechtsideal r ist direkter Summand (§ 5):

o0=1-}t=¢0D0-+¢0.
Wegen e;=e¢, ist auch e =e,. Wire 1 nilpotent, so wire ef=10,
also ¢,=0, also t=0, q.e. d.

Wir zeigen nun die beiden Umkehrungen. Erstens: Ein Ring okne
Radikal mit Minimalbedingung fir Rechisideale ist wollstindig reduzibel
in bezug auf Rechtsideale. '

Beweis. Sei t ein minimales Rechtsideal 4 0. Wir wollen zeigen,
daB t ein tdempotentes Element enthdlt.

Da t°Ct,t°40, folgt t*=1; denn t* ist Rechtsideal. Also gibt es
ein @ in t, so daB et=<0. Dann muB aber at=1 sein; denn gt ist
Rechtsideal.

Die Gesamtheit aller b in t, die von @ annulliert werden (ab =0),
ist ein Rechtsideal, und nicht =1, also =0. Also: aus ab=0 folgt b=0.

Wegen t =at muB « sich in der Gestalt ac darstellen lassen: ¢ =aec,
¢==0. Es folgt

ac=ac*, a(c—c?)=0, c¢—c?=0, c’>=c.

Nun zeigen wir weiter, da8 t direkter Summand ist.

co ist ein Rechtsideal Ct, 40, da ¢®=c in ¢o; also = 1.

Jedes Element r aus o 148t eine Darstellung zu:

r=cr 4 (r —cr) (Einseitige Peircesche Zerlegung).

Die Elemente ¢r bilden das Ideal t; die Elemente r — cr bilden ein
anderes Rechtsideal t, das von ¢ annulliert wird: ¢x =0. Also

0= (t, ).
Da die Elemente von t von ¢ nicht annulliert werden, ist die Summe direkt:

1) p=1t-+71.
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Stellt man nun o auf Grund der Minimalbedingung als direkte Summe
von direkt-unzerlegbaren Idealen dar:

D=1+ ...+1,,

so milssen die v; einfach (= minimal) sein, denn wire etwa t, nicht ein-
fach und t ein minimales Ideal in r,, so hitte man aus (1):

=t+rnr, (§4,3);

also wire r, zerlegbar, was nicht geht.

Also ist o wvollstindig reduzibel.

Zweitens: Ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung besitzt ein
Einheitselement.

Um zunichst die Existenz einer Linkseinheit zu zeigen, geniigt es, folgen-
des zu zeigen: Besitzt ein Rechisideal a= ¢, 0 40 eine Linkseinhest c,,
so gibt es ein Rechisideal co groferer Linge, welches ebenfalls eine Links-
ernhest ¢ besitzt. Da wir namlich die volle Reduzibilitit, also die Be-
schrinktheit aller Langen, schon gezeigt haben, kommt man damit in
endlichvielen Schritten zu einer Linkseinheit fiir p selbst.

Sei also a =¢,0 und ¢} =¢,. Durch die Formel

r=c,r-+(r—e¢r)

ist wie oben eine Peircesche Zerlegung p = ¢, 0 -1 gegeben. Sei wie oben
¢, ein idempotentes Element aus v, also ¢ =¢,, ¢,;¢,=0 (da ¢, alle
Elemente von r annulliert). Setzt man nun e, =c¢,, e,=¢,— ¢,¢,, s0
wird e} =e,, e,6,=0, €,¢,=0, ¢,¢,=¢,, also ¢, 0, und schlieBlich
e; —e,. Nach der in Anmerkung %) gemachten Bemerkung wird dem-
nach ¢ = e, + e, Linkseinheit fiir den Ring co =e,0 -+ ¢,0, der wegen
e = e, + 0 als Rechtsideal eine groflere Linge als a hat.

Um zu zeigen, daB die konstruierte Linkseinheit e auch Rechtseinheit
ist, machen wir die Peircesche Zerlegung in Linksideale:

o=oe-+[.

Wir haben [e =0, [ =el, also [*=1el =0, also, da nach Voraussetzung
kein nilpotentes Linksideal existieren kann, [ = 0, also ist e auch Rechts-
einheit und damit Einheit iiberhaupt.

Satz. Aus der rechisseitigen vollstindigen Reduzibilitit und Existenz
_ der Einheit folgt die zweiseitige: o =D, ... 4 b,, b, zweiseitig einfach.

Wie im vorigen Beweis geniigt es, zu zeigen, dafl jedes minimale
(zweiseitige) Ideal a direkter Summand ist. a ist als Rechtsideal direkter

Summand:
D=a-+1r=2¢0+¢,0.
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Die entsprechende Linkszerlegung lautet:

0=c+l=0pe +pe,.
Es folgt:
relralrna=0, la=oe,e,0=0,

(al)’=alal=0, also al=0;
=10=(1¢,tl) =1l, [=ol=(al,tl) =1rl;
also ist r=1, also ¢ zweiseitig; also ist a zweiseitig direkter Summand.
Von da an wie der Beweis der einseitigen vollstindigen Reduzibilitit.
Die b; sind auch als Ring zweiseitig einfach, da alle Ideale in b;
Ideale in o sind. Wir untersuchen ihre Struktur.

: § 14,
Zweiseitig-einfache yvollstindig-reduzible Ringe mit Einheitselement.
Sei v ein solcher Ring, .
D=1 +...4+1,=¢0F... +e,0, 1, einfach,
dann folgt
0=0L+. ...+, =o0e+... & ve,, I; direkt unzerlegbar (§ 9).
L;r; ist zweiseitiges Ideal < 0 (da e in [;1;), also =op.

% 1

Setzt man U, =1,1,, so wird

0={(1,..,1,) (L,...,] )= (cons %yjsnn)
direkt; denn aus 0 = 2/ a;; folgt, da @; in v, und 3 r; direkt ist,
%7 Ozzaij’
j

also weiter wegen a, ;in L
0=agq,;.
Weiter: U=yl =r0=r, also U;+0. Sei g, +0 aus A
Dann ist

a5 T, a;;t; + 0 wegen o 8=q,;,

also
aij Tj = ri .

Setzt man fiir jedes r; aus 1,
a

475 = Tis
So ist die Abbildung 7; — r; ein Operatorhomomorphismus von Y ozu 1.
Die Elemente, denen die Null zugeordnet wird, bilden ein Ideal Cyy, also
das Nullideal; also Isomorphismus. Mithin:

Je zwei in einer Darstellung von o aufiretende enfache Rechtsideale
t; und t; sind operatorisomorph; Isomorphismen werden durch die Elemente

von U;; vermittelt. Da je zwei verschiedene einfache Rechtsideale t, 1’
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immer in mindestens einer Darstellung von o zusammen auftreten, so sind
auch je zwei solche Ideale isomorph.

Alle”Homomorphismen von Y; en Y; werden durch Elemente von A,
vermgttelt.

Beweis. Wenn ¢, —a,;, so folgt ef —a;e;, also liegt a;;=a;;e;
in 1, IJ.: A, ;5 weiter wird

=g — a1 =1,.

Insbesondere werden die Homomorphismen in sich won T, durch U,
vermattelt. .

Dem Produkt zweier Elemente von 9, entspricht das Produkt der
Homomorphismen, der Summe die Summe. (Def. siche § 1, 6.) Verschiedene
@;; geben verschiedene Automorphismen, denn e; geht iiber in @ 0= a,.
Also ist der Ring %;; isomorph dem Automorphismenring von T;.

Der Automorphismenring eines einfachen Ideals ist aber ein Kérper
(§ 2), also dst UA;; ein Korper. Da weiter alle r, operatorisomorph sind,
so sind auch ihre Automorphismenringe ringisomorph: A, st bis auf
Ringisomorphismus durch o eindeutig bestimmt. Die verschiedenen mog-
lichen %;; sind nur verschiedene konkrete Realisationen des abstrakt de-
finierten Automorphismenringes der einfachen Rechtsideale.

Hauptsatz. Jeder vollstindig reduzible zwesseitig einfache Ring o
mit Einheitselement ist isomorph dem Ring der Matrizes n-ten Grades
in einem Korper K. (Der Korper K ist isomorph dem Automorphismen-
korper der Rechtsideale von o.)

Beweis'3?). Konstruktion der Mairizenesnheiten Cix:

Sei I, der identische Automorphismus von t,, I', ein beliebiger
Isomorphismus I r, =1 , schlieBlich

T =TTy
Dann folgt allgemein
Lyl =T
Wird I, vermittelt durch das Element ¢;, von 9,,, so folgt weiter:
Cir = €053, = €3,
CixCr1& = 018,

also

CixCri==Ci1>  C;jC;=10;;€;¢,6, =0 b+ k)
Die ¢;, sind also Matrizeneinheiten (§ 7).

183) Neuerdings hat B. L. v. d. Waerden einen einfacheren, direkt mit dem ab-
strakten Automorphismenkorper operierenden Beweis gefunden, der in seinem Buch
iiber Algebra (Grundlehren d. Math. Wiss., Berlin: Julius Springer) gebracht werden
soll. [11.86.29.]



Hyperkomplexe GroBien und Darstellungstheorie, 667

Konstruktion von K:
Die Zuordnung a;;=c¢;,a,,¢,; ordnet jedem a,, aus 9, ein ,kon-
jugiertes Element“ @, von ¥, zu.
Die Zuordnung ist ringisomorph, da die Isomorphismen 4, I', die den
a und ¢ entsprechen, durch
dig=Tudu 7

verkniipft sind; eine Relation, die bekanntlich einen Ringisomorphismus
darstellt. Man bilde nun die Elemente
€=yt T By = gy + Cy By Gy oo 0,185 64,
Jedem @, ist ein « zugeordnet (eineindeutig wegen der direkten Summe).
Die Gesamtheit der « ist ein Kérper K ~ 9; denn aus
e=ay,+...4a,,,
ﬂ=b11+"'+bnn

‘x‘z—'ﬂ:<a11+bll>+"'+(ann+bnn)’

p— i -
“'ﬂ"“aubll—f""_rannbun’

folgt

also ist die Zuordnung @, — « ein Isomorphismus.
Weiter ist
Cir® == Cip Qg == Cyp Cpy By 1 €1 = €1 @51 Gy

CCyp, == QG == Cy3 0131 €105 == Ci1 010y

also jedes « mit allen ¢, vertauschbar.
SchlieBlich folgt aus denselben Formeln
¢ K =0 Wy = €0 L= 1,0, = Uy,
also
o= ¢, K.

Die Zuordnung. Stellt man jedes Element von o in der Gestalt
2 ¢ ¢, dar, und ordnet man dem Element die Matrix (o) zu, so wird
die Zuordnung ein Isomorphismus, wie aus der Definition der Matrix-
multiplikation sofort folgt. Damit ist der Hauptsatz bewiesen.

Umkehrung. Der Ring der Matrizes n-ten Grades in einem Korper A
st zweiseitig einfach wund wvollreduzibel; A ist isomorph dem Auto-
morphismenring der Rechisideale, und Ae ist das im vorigen Satz kon-
struzerte K.

Beweis. Die Matrizeneinheiten (§7) seien ¢;,. Es sei ;= %‘c,.k/l.
Dann ist offenbar o =1,+4...+1,. Die 1; sind einfache Rechtsideale;
denn jedes Element Y ¢, e, < 0 erzeugt das volle r;. Ist nimlich «, 40,
80 ist ( 3 ¢, ) (6;,05") = ¢;5, und Y ¢;; B, durchliuft alle Elemente von t,.
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Die 1, sind operatorisomorph: t;=¢;,%,. ¢
Da.ra.us folgb: p ist zweiseitig unzerlegbar, lso nach dem Satz von
§13 auf Grund der schon bewiesenen vollstindigen Reduzibilitit — und
da ein Einheitselement existiert — zweiseitig einfach (wie man auch daran
sieht, daB ein 3 X ¢;, ¢, &0 das ganze zweiseitige Ideal o erzeugt).
Weiter ist
1, =1¢;0; [,=oc¢;,
e =265 ;=63
WU, =t ;nL=c;d~A.
Setzt man schlieBlich a,, = ¢, 4, so folgt
€= @y €y Oy Cra oo =y h T Coud+ ... =ed,
womit alles bewiesen ist.

Das Zentrum von o ist das Zentrum von K, also ein Kérper.

Beweis. 3(K) besteht aus allen {, die mit allen » vertauschbar
sind. Diese sind aber auch mit allen ¢,, vertauschbar, also auch mit den
Summen 3 ¢;,@;,. Also:

3(K) < B3 (0).
Umgekehrt: Sei z in 3(0), z2=33¢,,7,,;

Ry = Ci3 %, Z%k?’mzzciv?’kﬂ
also ) ’
7ui=0 (1) CaVva=CuVus Yi=Va=7V}
z=2¢c,,y=ey=y,
also z in K, und vertauschbar mit allen x, also z in 3 (K).
Da ein Matrizenring natiitlich auch linksseitig vollreduzibel ist, und

jeder rechtsseitig vollreduzible Ring mit Einheitselement direkte Summe
von Matrizenringen, so folgh:

Jeder rechisseitiq vollreduzible Ring mit Einheitselement ist es auch
linksseitig, und wmgekehrt.

Und: Das Zentrum eines wollreduziblen Ringes mit Einheitselement
ist direkte Summe von kommutaiiven Korpern, die den zweiseitig ein-
Jachen Mairizenringen entsprechen. -

Es gilt noch der folgende Satz'*):

Je zwei verschiedene Zerlegungen o= 3¢, K, o= 3c{zK' gehen
durch innere Automorphismen &' — x~lax, ¢, = x ¢, x ineinander iber.

14y Vgl. E. Artin, a.a.0. 8. 258.
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Beweis. Sei 0 =1,+ ...+ Y, =1{+...7,, und seien @, b Elemente,
welche zwei zueinander reziproke Isomorphismen der Ideale 1, v/ ver-
mitteln: 1, = aty, 1= b1y, ab=cy, ba=c{;. Setzt man z = S cnacl;,
y =3¢/ 1beyi, so wird 2y =¢, y=2"* und 2 le;px = cly, 2 lax =o',

ITI. Kapitel.

Modul- und Darstellungstheorie.
§ 15,
Darstellungen und Darstellungsmoduln %),
Sei o ein Ring, K ein Ring mit Einheitselement. (Bei spiiteren An-
wendungen ist K immer ein Kérper.)
Eine Darstellung n-ten Grades von o ¢n K ist eine Homomorphie
0 ~9,
wo £ ein Ring aus Matrizes n-ten Grades in K ist.

Unter einem Darstellungsmodul v i f K versteht man
einen Doppelmodul 3 (§ 1, 5), der Links-p-Modul und Rechts-K-Modul ist:

oMM, MKIM,

der weiter direkte Sumnmaéﬁ?iigﬁedrigen K-Moduln ist:
M=, K+...+2,K;

und wo das Einheitselement von K Einheitsoperator ist.

Jeder Darstellungsmodul fz'c'hrt zu etner Darstellung. Sei ¢ in p und

2 w;k

c(2y,....2,)= (xl, cen2,) 0, O =(y;).
Dann bilden die Matrizes C eine Darstellung fiir ¢, denn
d+e)a, = Zz,(Bi+7i)
bcx}:_bzx ij be y]k 22:2:151]},11: Zx(zﬂij;’jl)
oder
be(my, .., ,) = (2, ..., z,)BC.

Umgekehrt: Jede Darstellung £ von o gehort zu esnem Darstellungs-
modul, und zwar zu einer bestimmien Basis desselben.

oder

Man verstehe unter %% némlich die Gesamtheit der formalen Linear-

formen in z,,..., 2

n

%) Darstellungsmoduln in bezug auf kommutative Korper finden sich zuerst_bei

W. Krull, Theorie und Anwendung der vera.!lgememerten Abelschen Gruppen, Sltzungs
ber. Heidelberger Ak. 1926, 1. Abhandl.
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Dann ist I ein rechts-K-Modul. Man definiere weiter, wenn dem Ele-
ment ¢ die Matrix O = (y,,) zugeordnet ist,

(1) e, = X%
c(Xzo)=33ay,q.
Aus den Homomorphierelationen
. ¢c+d—C+D,
cd— CD
folgt
(¢ +d)z;=cx,+ dz;,
cdx;=c-dux,
und dasselbe fiir Summen Y z;¢,. Die iibrigen Doppelmoduleigenschaften
c(y+2)=cy -+ ez,
¢(ye)=(ey)e
sind trivial. Also ist 90 Darstellungsmodul, der wegen (1) genau zur
Darstellung o ~ O gehort.
Sei nun (y,,...,y,) eine andere Basis fiir denselben Darstellungs-
modul
(yl’ tee yn) ”_'(x;l.’ ] «n)'P’
(20 2) = (W 0r ) P,
b(415 - Y) =b(2y .. 2, ) P=(2,,...,2,) BP = (%1> -+ 4,) P *BP.

Man nennt die Darstellungen 5~ B und b~ P *BP dquivalent,
und rechnet sie zur selben Darstellungsklasse. Da jede reguldre Matrix P
eine Basis von 9 wieder in eine Basis iiberfiihrt, ist also bewiesen:

Jeder Darstellungsmodul fihrt eindeutiq zu einer bestimmien Dar-
stellungsklasse®®),

122) Zusatz bei der Korrektur (14. April 1929). Wie B. L. v. d. Waerden
mir mitteilt, kann man einen von der speziellen Basiswahl unabhéingigen, also in-
varianten Zusammenhang direkt gewinnen durch Trennung der Begriffe: lineare Trans-
formation und Matriz. Eine lineare Transformation ist ein Homomorphismus zweier
Linearformenmoduln; eine Matrix ist der Ausdruck (die Darstellung) dieses Homo-
morphismus bei einer bestimmten Basiswahl.

L Jeder Darstellungsmodul ordnet dem Multiplikatorenbereich o eindeutiy ein homo-
morphes System linearer Transformationen des Moduls in sich zu.

Denn nach § 2 SchluB erzeugen die Linksmultiplikatoren eines Doppelmoduls 9
Operatorhomomorphismen von ¢ in sich in bezug auf die Rechtsoperatoren (hier
Multiplikation mit K); und zwar ist die Zuordnung eine homomorphe,

. Jedes zu o homomorphe System linearer Transformationen eines Linearformen-
moduls in sich fihrt zu einem Darstellungsmodul.

{Fortsetzung der FuBnote 152a) auf nichster Seite.)
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Klar ist:

Zwes operatorisomorphen Darstell, icht.dieselbe Dar-
stellungsklasse.

Aber auch umgekehrt:
Wenn zwer Darstellungsmoduln (z,, ..., x,) und (%, ..., 7,) dz'eselbe

Darstellung erzeugen, so gibt dzeMZAzmcqrdnung z— x,, Sz, “B?Z» A
einen_Isomorphismus _ab. T
Denn die Mulﬁphka.twnsvorschnft ist durch die Matrizes C vollstandlg

bestlmmt

Spﬁzmlfaﬂz Erzeugen zwei Basen von IR dieselbe Darstellung, so
gehen sie durch einen Operatorisomorphismus von Yt auf sich auseinander
hervor.

Oder: Ist O = POP™" fiir alle C und festes P, so ist die Zuordnung
Y, — @, (y,= +%;;,) ein Isomorphismus von M auf sich. Umgekehrt:
Jeder Isomorphlsmus y,— x; des Doppelmoduls M auf sich wird vermittelt
dtﬁﬁme Matrix P, die mit allen O vertauschbar ist.

" Man kann den Darstellungsbegnff auch ausdehnen auf solche Ringe,
die noch mit einem kommutativen Multiplikatorenbereich P kommutativ
verkniipft sind (§8). Man nimmt in diesem Fall nur solche Darstellungs-
ringe K, die P in ihrem Zentrum enthalten, und verlangt von der Dar-
stellung nicht nur, daB sie ein Ringhomomorphismus o ~ O, sondern
sogar, daf sie ein Operatorhomomorphismus sein soll: aus a — 4 soll folgen
ap — Ap fiir o aus P.

Fir die Darstellungsmoduln bedeutet diese Forderung die hinzu-
kommende Rechnungsregel:

am-go[=a-mp]=ao-m.

Der Modul und der Ring sind dann, wie man sagt, ,kommutativ mit P
verbunden*,

Denn wieder nach § 2 Schluf ergeben diese Homomorphismen als Linksmultipli-
katoren einen Doppelmodul; also gilt das gleiche in bezug auf den Multiplikatoren-
bereich o, wenn man cm =I"m setzt fiir jedes m aus 9 und ¢ aus o, wobei ¢— I
die urspriinglich gegebene ringhomomorphe Zuordnung war.

Operatorisomorphen Darstellungsmoduln — in bezug auf Rechts- und Links-
multiplikation — entsprechen dieselben Transformationen, nicht-operatorisomorphen
verschiedene.

Driickt man bei bestimmter Basiswahl von I jede Transformation durch eine
Basis aus, so ergibt I. die-Darstellung o ~ O, wihrend H. aussagt, daB jede solche
Darstellung zu einem Darstellungsmodul, und zwar zu einer bestimmten Basis des-
selben fithrt. Daraus folgt dann wieder die Zuordnung von Darstellungsmodul und
Darstellungsklassen, alles ohne jede Rechnung.
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§ 16.
Reduzible Darstellungen.

Wenn U ein Untermodul des Darstellungsmoduls I ist und wenn
es moglich ist, eine Basis fir M zu wihlen, bestehend aus einer Basis
2y, 505 2, von U, ergdnzt durch y,, ..., y,, also:

M=y, K+... +y,K+2,K4... 42K,

so sehen die Darstellungen so aus:

O#(RO
A8 7/

wo die Matrizes T fiir sich allesn eine Darstellung t-ten Grades bilden,
die durch U erzeugt wird, und die Matrizes B eine Darstellung r-ten
Grades, die durch MU erzeugt wird.
Beweis. Es ist
(€Yygs evvs CYps €24y ooy €2,) = (Y15 v 0s Ypo 215 2+, 24) - C.

Da die ¢z;, als Elemente von ¥, sich durch die z; allein ausdriicken, so
steht in C rechts oben Null Nennt man die iibrigen Abteilungen von C
in der obigen Anordnung R, 8, 7, so wird inshesondere

(c2yy crus€2,) = (2, .., 2) T;
also bilden die 7T eine Darstellung, vermittelt durch . Weiter wird

(¢Yys- > €¥,) = (Yys - ¥,)- B (mod A),
wahrend die y, eine mod U linear-unabhingige Basis bilden. Also bilden

die R eine Darstellung, erzeugt durch /9L
Ist umgekehrt eine ,reduzible* Darstellung

(s 1)

gegeben, wo R und 7' quadratische Matrizes sind, so driicken sich im
zugehorigen Darstellungsmodul die Produkte eines jedeen ¢ mit den letzten ¢
Basiselementen z,,...,z, allein aus, d. h. W = (z,,...,2,) ist esn Untermodul.

Folgerung. Sei
MO>AUDOULD:. DN =0
eine Kompositionsreihe fiir 9, und sei jedes I, im vorangehenden direkter
Summand als K-Modul, so dal man eine Basis

CATRVI AP NTRPNE DRI WP A

%) Anders ausgedriickt: Wenn % als K-Modul direkter Summand ist. Ist K ein
Korper, so ist diese Voraussetzung immer erfiillt.



Hyperkomplexe GroBen und Darstellungstheorie. 673

wihlen kann, so daB die z;, mit ;> eine Basis fiir A, bilden. Dann
sehen die durch I vermittelten Darstellungen so aus:

R, 0 ...0

" o[ B Be 0
Sl

Rlﬁ R'K’, tee Ree

und die R,, bilden Darstellungen, vermittelt durch die Kompositions-
faktoren 9, _, /U,

Die einzelnen Darstellungen B,, sind irreduzibel, da die Kompositions-
faktoren %, _, /%, einfach sind.

Setzt man voraus, daf§ K ein Korper ist, daB also jeder Upt;;:x;}odu}
direkter Summiand ist, so_fiihrt auch umgekehrt jede in der Gestalt (2)
moglichst weit reduzierte Darsteﬂung zu einer Kompositionsreihe, Nach
dem Satz von Jordan-Holder sind die Kompositionsfaktoren bis auf Ope-
ratorisomorphie eindeutig, also: Die R, sind bis auf dguivalente Dar-
stellungen wnd bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Ist Me=A-B direkte Summe zweier Darstellungsmoduln 9 — (Y er 9,)s
B=(2,...,2,), so sieht die durch die Basis (y,, ..., Yy Zgs-ers 2,) VeI-
mittelte Darstellung offenbar so aus

R O
o~(5 s )
wo R die durch 9, S die durch B vermittelte Darstellung des Elements ¢
bedeutet, und umgekehrt. Stellt man den Modul % zuniichst als direkte
Summe von direkt unzerlegbaren Bestandteilen dar, und sucht man zu

diesen die Kompositionsreihen wie oben, so sieht bei passender Basiswahl
die Darstellung so aus: .

R, 0
Rik ‘Rrr
S, 0
3 C=
( ) Sik Sss
Tli
O - ik . 11”

Mathematische Zeitschrift. 30, 43
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Ist wieder K ein Korper, so fithrt auch umgekehrt jede moglichst
weit reduzierte Darstellung (3) zu einer Darstellung des Moduls durch
direkt-unzerlegbare Summanden und Kompositionsfaktoren in diesen. Nach
dem Satz von Krull und Otto Schmidt (FuBnote ')} sind die Klassen der
direkt-unzerlegbaren Darstellungsbestandteile bis auf die Reihenfolge ein-

deutig bestimmt.
Ist der Modul I vollstéindig reduzibel, so bestehen alle Kisten in (3)
aus einer einzigen irreduziblen Darstellung und man nennt die Darstellung (3)

vollstdndig reduzibel.

- § 17,

Direkte Summenzerlegung von Darstellangsmeduin hei Ringen mit
Einheitselement.

Sez M ein 0- Modul, o Ring mit Einheit. Dann ist M = M, -+ M,
wo fiir M, die Einheit Einheitsoperator, fir M, Nulloperator ist. (M, und M,
sind auch Rechis-K-Moduln, wenn MM es ist.)

Beweis. Jedes m von M ist darstellbar als

m=em -+ (m—em).
Die Gesamtheit der em sei 3¢, die Gesamtheit der m — em sei 9. Dann
sind I, und M, selbstverstindlich additive Gruppen (und Rechts-K-Moduln,
falls M es ist). Weiter ist
rem=erm,
also M, auch o-Modul; ebenso
r(m—em)=rm—rem=rm—rm,

also MM, o-Modul. Fiir die em ist e Einheitsoperater, fiir die (m — em)
Nulloperator Also gehort nur die Null sowohl zu Sﬂ? wie zu M, : die
Summe M, + M, ist direkt.

Handelt es slch um Darstellungsmoduln, so erzeugt 3, die triviale
Darstellung, wobei jedem Element die Null zugeordnet wird. Spaltet
mgn den Summanden 9N, ab, so bleibt die durch M, vermittelte Dar-
stellung, wobes dem Einhestselement die Einheitsmairixz zugeordnet ist.
Auf solche Darstellungen k6nnen und wollen wir uns daher von jetzt an
beschrinken.

Set 0.=0a,+...+a, direkie Summe von_ zweiseitigen Idealen,
e=e +...+e, “die Zerlegu@gm e, und M ein o-Modul, wo e Ein-

<
hezisopemtor zst Dann_ist

M=, M- AHaM
direkt. T e
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Beweis. Offenbar ist M=0W=(a,M,...,a,M). Setzt man
b, =@, + ...+ a, und entsprechend b;, so ist
MW= (a; M, 6,J),
und diese Summe ist direkt, da e; fiir a,9¢ Einheitsoperator, fiir b, M
Nulloperator ist.

Wir beschrinken uns auf Grund dieses Satzes meist auf Darstellungen
von zweiseitig unzerlegbaren Ringen.

§ 18.
Modul- und Darstellungstheorie vollstindig reduzibler Ringe.

Set o wvollstandig reduzibel und zweiseitiq einfach, und WM endlicher
0-Modul, fir den das Einhestselement von o Einheitsoperator ist. Dann
18t M wollstindig reduzibel, und die einfachen Bestandieile sind den ein-
fachen Linksidealen 1, operatorisomorph.

Beweis. Sei

o=l -+...+1,
M= (omyg,....,om,),
(4) M={(..., [m,...).

Die [;m,, die =0 sind, sind ~~{;, denn die Zuordnung a-— am,
ist ein Operatorisomorphismus. Also sind die I;m; einfach. LiBt man aus
der Darstellung (4) diejenigen {,m,, die in der Summe der vorangehenden
schon enthalten sind, weg, so wird die Summe direkt.

Folge. Ist auferdem M direkt-unzerlegbar, so ist M einfach und ~ 1.

Sei nun 4 der Automorphismenkdrper dieses einfachen M, 4 der von {;,
dann gilt auf Grund des Operatorisomorphismus von % und I; die Ring-
isomorphie 4 ~ A. Nach §1 kann man %% und ! als Doppelmoduln mit 4
bzw. A als Rechtsbereich aunffassen, und zwar sind diese Doppelmodulu
auch Darstellungsmoduln; denn [ und folglich 9 ist von endlichem Rang
in bezug auf den Automorphismenkorper (§14), und dessen Einheits-
element ist Einheitsoperator. Die durch sie vermittelten Darstellungen
gehen durch den Ringisomorphismus 4 ~ A auseinander hervor. Wir kénnen

uns also fiir das Studium dieser Darstellungsklasse auf die durch 1, m
dessen Automorphzsmenlcwper vermittelte Darstellung beschranken.

Sei speziell fiir [, eine Basis aus Matrizeneinheiten [, =(¢,,,..., ¢,,)
zugrunde gelegt, und a,Is Realisation fiir den Automorphismenkorper A4 der
frither (§ 14) mit K bezeichnete Unterkérper von p (man hat dabei in
unseren fritheren Uberlegungen Rechtsideale durch Linksideale zu ersetzen

und dementsprechend die Automorphismen rechts zu schreiben). Stells
43*
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man dann jedes Element a von o in der Gestalt a = 3 ¢;, e, dar, so st
a—(a,;) die durch |, vermittelte Darstellung in K.
Denn es ist
a-Cpy = (chij“ij)'ckl = 3 € 0 Gy = 2 65y Uiy,
oder
@€y nns Cny) = (€135 e-s Cua) (%)

Sei I' ein Unterkorper von K, derart, dal K von endlichem Rang ¢
in bezug auf I K=, '+ ...+ I". Dann wird K sein eigener Dar-
stellungsmodul in bezug auf I'. Die Elemente § von K werden dargestellt
durch Matrizes B in I', die man so erhilt:

By =23 %P5 B =(B;;)-
Betrachtet man nun [, als Darstellungsmodul in bezug auf den Unter-

korper I', so findet man:

Die durch 1, vermittelte Darstellung von o tn I' erhdlt man, tndem
man in der oben angegebenen Darstellung von o in K:

a—(¢;)

die Elemente ;, ersetzi durch die Matrizes Ay, die ihnen in der Dar-
stellung von K in I' entsprechen.

Beweis. L=Xc¢, K=33e,%;T.
Verméoge der Basis (..., ¢;,%;,...) wird:
(LI U R ]

I ,0...0...0
2\ b
wo E, die Einheitsmatrix, 0 die Nullmatrix ¢-ten Grades ist,

(AA 0)
“-’ '- b
0 4

also:
(‘411 R Aln)
a= ety * : .
A L4

nl * " nn

Der Ubergang zu beliebigem I bedeutet wieder einen Ringisomor-
phismus fiir die Darstellung.
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Bemerkung. Die hier studierten Darstellungen im Automorphismen-
korper der Linksideale und dessen endlichen Unterkérpern sind bis auf
Isomorphie die einzigen, die durch einfache p-Moduln (oder Linksideale)
vermittelt werden kionnen. Denn nach einer frither (§ 2) gemachten Be-
merkung erzeugen, wenn man den o-Modul M als Doppelmodul in bezug
auf irgendeinen Korper K auffaft, die Elemente von K Modulhomomorphismen,
also mufl der Kérper K notwendigerweise auf einen Unterkérper des Auto-
morphismenkérpers dieses 0- Moduls homomorph bezogen sein. Dieser Homo-
morphismus ist, da das Einheitselement Einheitsoperator ist, ein Isomor-
phismus, und der ganze Automorphismenkérper muB in bezug auf den be-
treflenden Unterkérper einen endlichen Grad haben, da sonst auch der
Darstellungsmodul einen unendlichen Rang haben wiirde, was nicht geht.

Zum SchluB sei noch erwihnt, daB die hier untersuchten irreduziblen
Darstellungen noch nicht alle sind, sondern nur die durch einfache p-Moduln
vermittelten. Es gibt im allgemeinen noch Darstellungsmoduln (z. B. ein
Korper Q, aufgefaBt als Doppelmodul in bezug auf einen Unterkérper 5
als Linksbereich und sich selbst als Rechtsbereich), die als p-Moduln
reduzibel, als Doppelmoduln aber irreduzibel sind, und die deswegen doch
zu irreduziblen Darstellungen fithren.

§ 19.
Die einfachen Kompositionsfaktoren bei Moduln und Darstellungsmoduln.

Sei o ein Ring mit Maximal- und Minimalbedingung fiir Linksideale,
¢ das maximale nilpotente Ideal. Dann gilt:

Jeder einfache v-Modul M wird entweder von o annulliert, oder er
tst einem einfachen Linksideal | aus dem Ring ohne Radikal ojc iso-
morph. Im letzteren Fall wird der Modul annulliert von allen denjenigen
zweiseitigen Idealen aus ofc, welche | nicht enthalten, und der absolute
Multiplikatorenbereich (§ 1) ist isomorph dem zweiseitig einfachen Ring,
der | enthdlt.

Beweis. Sei ¢*=0. Es mu ¢ =0 sein, da sonst ¢M =MW,
also M =M =c?MWMW=...=0 folgen wiirde. Daher kann man I auch
als o/c-Modul auffassen (alle Elemente einer Restklasse nach ¢ ergeben
dasselbe bei Multiplikation mit einem Element von ). Als Ring ohne
Radikal besitzt o/c ein Einheitselement, also wird 9% direkte Summe aus
einem Modul, der von o/c annulliert wird, und einem, fiir den das Eheits-
element Einheitsoperator wird (§17). Da 9 einfach ist, kann nur einer
von den beiden Summanden auftreten. Wenn das Einheitselement Einheits-
operator ist, folgt entsprechend wie in § 18 die Isomorphie zu einem ein-
fachen Linksideal. Ist nimlich m 4 0 ein Element aus 9, so wird auch
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ojcem <=0, also wird {-m < 0 fiir mindestens ein einfaches Linksideal {
aus o/c, und muB daher 9 erschopfen. Die weiteren Behauptungen sind
fiir solche Linksideale klar und iibertragen sich scfort auf alle dazu iso-
morphen Moduln.

Folgerung. Ist M ein o-Modul, der esne Kompositionsreihe besitzt,
so werden die einfachen Kompositionsfaktoren entweder von o annulliert,
oder sie sind einfachen Linksidealen aus ofc isomorph.

Ist P ein kommutativ mit o verbundener Ring, so bleiben alle Er-
gebnisse erhalten. Man muB dann nur statt Moduln betrachten Doppel-
moduln in bezug auf P rechts und o links, welche der Bedingung geniigen:

m-o=a-mo=ap-m (§15).

Auflerdem soll das Einheitselement von P auch Einheitsoperator sein. Als
Untermoduln werden immer nur solche betrachtet, die die Multiplikation
mit P gestatten (wie bei Idealen). Die bei unseren Beweisen konstruierten
Untermoduln ¢9%, ¢29R, ... geniigen dieser Bedingung.

Ist insbesondere P ein Korper und 9 ein P-Modul endlichen Ranges,
so ist M zugleich Darstellungsmodul. Die durch M vermittelte Darstellung
ist nicht nur ringhomomorph, sondern auch operatorhomomorph in bezug
auf P (§15). Alle Darstellungen in P mit dieser Eigenschaft werden durch
solche Moduln geliefert. Irreduzible Darstellungen gehdren zu einfachen
Moduln, und umgekehrt. Also lassen sich die Sdtze dieses Paragraphen
sofort als Sitze iiber Darstellungen von p in P deuten: Alle irreduziblen
Darstellungen (abgesehen von den Nulldarstellungen) werden durch die
esnfachen Linksideale von ofc vermiitelf. Wenn man also eine beliebige
Darstellung nach § 16 vermége einer Kompositionsreihe reduziert, so treten
in der Hauptdiagonale (auBer Nullen) nur solche Darstellungen auf, die
dquivalent den durch einfache Linksideale von o/c vermlttelten Dar-
stellungen sind.

Bemerkung. Unter den iiber o und P gémachten Voraussetzungen
braucht fiir o keine Endlichkeitsbedingung vorausgesetzt zu werden. Denn
alle Darstellungen sind zugleich isomorphe Darstellungen des absoluten
Multiplikatorenbereiches, und dieser wird, als isomorphes Urbild eines
Ringes aus Matrizen endlichen Grades, selbst ein P-Modul endlichen Ranges,
und da nach Definition als zulissige Ideale nur P-Moduln betrachtet wer-
den, sind Maximal- und Minimalbedingung fiir diesen absoluten Multipli-
katorenbereich erfiillt.

Dieser absolute Multiplikatorenbereich wird ein hyperkomplexes System
in bezug auf P, wenn P als kommutativer Korper vorausgesetzt wird.
Diese Voraussetzung ist immer erfiilllt, sobald nicht nur Nullen in der
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Hauptdiagonale auftreten. Dean dann wird P nach der Bemerkung in
§ 18 einem Unterkdrper des Automorphismenkérpers von [ isomorph, der
bei der Realisation durch den Unterkérper K von o/c (§14) — wegen
der kommutativen Verbundenheit — im Zentrum von K liegen muf.

IV.Kapitel .
Darstellungen von Gruppen und hyperkomplexen Systemen.

§ 20.
Einordnung der hyperkomplexen Systeme.

Wir betrachten hyperkomplexe Systeme o in bezug auf einen kom-
mutativen Koérper P. Da nach Verabredung fiir die Ideale in o nur
P-Moduln in Betracht kommen, so gelten fiir Links- und Rechtsideale die
Maximal- und Minimalbedingung (vgl. § 8). Also gilt die ganze in Kap. II
dargelegte Ringtheorie.

Unter Darstellungen des hyperkomplexen Systems p werden immer
im folgenden Darstellungen im Korper P verstanden, und zwar solche
Darstellungen, bei denen aus @ — 4 folgt ap — Ao fiir o in P (Modul-
homomorphie in bezug auf P). Fiir die Darstellungsmoduln heifit das
ag-m=a-mo (vgl §15, SchluB). Fiir die Darstellungsmoduln gelten
mithin die Sitze von § 19, aus denen folgt, daB alle irreduziblen Dar-
stellungen durch einfache Linksideale von 0 = ojc vermittelt werden, und
dal es somit so viele nichi-dquivalente irreduzible Darstellungen gibt wie
rweiseitig-esnfache Summanden o tn einer Zerlegung 3= ge 4 ... 4 De®.

Um die durch ein solches Linksideal [ definierte Darstellung von o
nun wirklich zu bestimmen, gehe man zunéichst von den Elementen von o
auf die zugehorigen Restklassen in D iiber. Da die Multiplikation mit
einem Element von P einen Isomorphismus fiir alle Ideale in o darstellt,
so ist der Kérper P einem Unterkorper e® P des Automorphismenkdrpers K,
eines jeden einfachen Linksideals homomorph und, da das Einheitselement
Einheitsoperator ist, sogar isomorph. Man kann die durch ein einfaches
Linksideal [, vermittelte Darstellung in P erhalten, indem man zuerst die
durch I, in diesem Unterkérper ¢™P vermittelte Darstellung untersucht
und dann vermoge des Isomorphismus e® P ~ P zu P iibergeht. Der Iso-
morphismenkdrper K, hat endlichen Rang in bezug auf P; es handelt sich
also um Darstellung in einem Unterkdrper endlichen Grades des Auto-
morphismenkorpers von [,.

Um also die gesuchte Darstellung zu erhalten, stelle man zunichst
ein jedes ¢ von 0 durch seine zweiseitigen Komponenten dar:

c=¢ + ...+ €,
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Man braucht jetzt nur noch die darstellende Matrix von ¢, zu suchen, da
die iibrigen ¢; das Ideal I, annullieren, also durch die Nullmatrix dar-
gestellt werden. Diese findet man nach § 18 so: Man stelle ¢, durch die
Matrizeneinheiten ¢y von a, dar:

) g
6 =3 ¢i% %1

und ersetze in der Matrix (ccé,?) jedes Element ofy) durch die Matrix A%,
die ihm in der durch K, vermittelten Darstellung von K in P zugeordnet ist.

Bemerkung. Der Korper K, ist von endlichem Rang in bezug auf P.
Jedes Element » geniigt einer Gleichung f(x)=0 mit Koeffizienten aus
e” P, da zwischen den Potenzen von zx sicher eine lineare Abhingigkeit
besteht. Ist insbesondere P algebraisch abgeschlossen, so zerfillt diese
Gleichung in Linearfaktoren; da K Korper ist, so ist » schon Nullstelle
eines Linearfaktors, mithin gehért » schon zu e® P, d. h. es ist K, = e® P.
In diesem Fall bilden also die Matrizes (e;7) selbst die irreduzible Dar-
stellung. )

Aus dieser Bemerkung zusammen mit § 19 SchluB ergibt sich der
,Burnsidesche Satz“:

Es sei P algebraisch abgeschlossen Wnd kommutativ mit esnem Ring o
verbunden. Dann enthdlt jede irreduzible Darstellung n-ten Grades in
P — 0~ 9 — genau n® linear unabhingige Matrizes?).

Aus dieser Fassung folgt sofort die iibliche: ,Ein System von Matrizes
n-ten Grades in P, welches zu je zweien aueh das Produkt enthilt, ist
stets dann und nur dann irreduzibel, wenn sich keine lineare homogene
Relation

2005, =0
mit Koeffizienten aus P angeben liBt, die durch die Elemente «;, einer
jeden Matrix des Systems befriedigt wird.“ Man kann nidmlich aus jedem
solchen System von Matrizes durch Hinzunahme aller linearen Verbindungen
einen Ring und P-Modul ableiten und diesen Ring als seine eigene Dar-
stellung auffassen.

Beweis. Nach § 19 wird O isomorph einem zweiseitig einfachen und
vollstindig reduziblen Ring 0 mit Einheitselement; ein solcher Ring ist
aber voller Matrizenring (etwa Ring aller Matrizes m-ten Grades) in bezug
auf den Automorphismenkorper der Linksideale, der wegen der algebraischen
Abgeschlossenheit mit P zusammenféllt. Jede irreduzible Darstellung von B,
also auch die gegebene, wird durch ein einfaches Linksideal erzeugt. Das

1) o wird also nicht als hyperkomplexes System vorausgesetzt und kamm z B.
der aus allen linearen Verbindungen je endlichvieler Elemente einer unendlichen
Gruppe bestehende Gruppenring sein.
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Linksideal hat den Rang m, die Darstellung den Grad =, also folgt
m =n, mithin gibt es genau n® linear-unabhingige Elemente in 7, also
auch in 9.

Ebenso folgt leicht der ,verallgemeinerte Burnsidesche Satz“3$):

Ses unter den gleichen Voraussetzungen O eine wvollsidndig reduzible
Darstellung von o, die in lauter indquivalente Bestandteile zerfillt, der
Grade n,, n,, ..., n,; dann ist O vom Rang n} -+ ...+ n? in bezug auf P.

Beweis. Sei wieder p der absolute Multiplikatorenbereich, der not-
wendig ein hyperkomplexes System ist. Die verschiedenen iniquivalenten
Darstellungen werden durch Linksideale [ ,..., [ erzeugt, die zu verschie-
denen zweiseitig einfachen Komponenten a, von o/c gehéren, (wo € das
Radikal ist). Also wird die gegebene Darstellung durch [, + ...+ er-
zeugt, besitzt somit a, ...+ a, als absoluten Multiplikatorenbereich.
Daraus folgt mit Hilfe derselben Rangbetrachtungen wie oben die Be-
hauptung.

e Sei jetzt p ein hyperkomplexes System ohne Radikal in bezug auf
\ einen beliebigen Kérper. Nach § 13 ist o vollstindig reduzibel und besitzt
{ ein Einheitselement. Aus den Sitzen von § 17 und § 18 folgt nun: Jede

" Darstellung von o ist vollstandig reduzibel.

~ Umgekehrt gilt: Jede wollstindig reduzible Darstellung eines mit P

kommutativ verbundenen Ringes o besitzt als absoluten Multiplikatoren-
bereich ein hyperkomplexes System ohne Radikal.

Beweis. Der absolute Multiplikatorenbereich § ist isomorph einem
Ring und P-Modul aus Matrizes in P, also ein hyperkomplexes System.
Die Elemente des Radikals ¢ werden nach § 19 in jeder irreduziblen Dar-
stellung, also auch in der gesamten Darstellung, durch Null dargestellt,
also ist ¢=0.

(Treten in der Darstellung nur dquivalente Bestandteile auf, die also
alle durch ein Linksideal { vermittelt werden, so wird der absolute Multi-
plikatorenbereich zweiseitig einfach.)

Als reguldre Darstellung eines hyperkomplexen Systems p bezeichnet
man die durch das Einheitsideal p selbst vermittelte Darstellung. (Beim ;
Gmg;fgi%‘ wihlt man dabei speziell die aus den Gruppenelementen '
U, .. %, bestehende Basis; vgl. §6.) Da in o als Kompositionsfaktoren
alle Linksideale von o/c vorhanden sind, so stecken alle irreduziblen Dar-
stellungen schon tn der reguldren Darstellung als Diagonalmatrizen R,;,
wenn man sich die regulire Darstelling nach Formel (2) § 16 vermoge
einer Kompositionsreihe auf eine passende Basis transformiert denkt.

1%) G. Frobenius und L Schur, Uber die Aquivalenz der Gruppen linearer Sub-
stitutionen, Sitzungsber. Berlin 1906.

T N
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Eine Darstellung ist bekannt, wenn die darstellenden Matrizes der
Basiselemente w,, ..., », bekannt sind. Handelt es sich speziell um einen
Gruppenring, wo also #,, ..., %, Elemente einer Gruppe sind, so erzeugt
jede homomorphe Darstellung der Gruppe durch Matrizes auch eine Dar-
stellung des Gruppenrings, so daf das Problem der Darstellung einer Gruppe
ein Spezialfall der Darstellung hyperkomplexer Systeme ist.

§21.
Erweiterung des Grundkorpers. Die Darstellungen des Zentrums.

Ist 0 =a,P+... +a,P ein hyperkomplexes System und 2 ein Er-
weiterungskorper des Grundkérpers P, so kann man bilden

02=a,2+...+a,8Q

mit den alten Multiplikationsregeln fiir die Basiselemente @;. 182) pQ ist
wieder hyperkomplex in bezug auf 0.

Jede Darstelling von p fiithrt zu einer Darstellung von 02, da die
Darstellung aller Elemente bekannt ist, sobald die Darstellungen der Basis-
elemente @, bekannt sind *?).

Ein Ideal oder Darstellungsmodul, sowie die entsprechende Darstellung,
heiflen absolut-irreduzibel, wenn sie irreduzibel bleiben nach Ubergang zum
algebraisch abgeschlossenen Kérper.

Ist 02 ohne Radikal, so ist o es auch; denn ein nilpotentes Ideal
¢ in p wiirde zu einem Erweiterungsideal ¢2 in pQ fiithren. Die Um-
kehrung gilt nicht, wie wir unten sehen werden.

Das Zentrum von 0% wird gleich dem erweiterten Zentrum 3 Q.

" Ist o vollstéindig reduzibel; so ist 3 direkte Summe von Korpern:

8=8,+-..+8,

Wenn o bei Ubergang zu o £ vollstindig reduzibel bleibt (d. h. wenn kein
nilpotentes Ideal hinzukommt), so zerfallt das neue Zentrum:

30=8,0+...4+3,2

in Q wieder in eine direkte Summe von Kérpern, die, wenn £ algebraisch
abgeschlossen, nach einer Bemerkung in § 20 den Rang 1 in bezug auf Q
haben (und ~ 2 sind).

152} Genauer gesagt: man fithrt neue Symbole 4; mit den alten Multiplikations-
regeln ein; 4,2+ ...+a, 2 enthilt dann einen zn o isomorphen Unterring, so daB
man nachtriglich die & mit den ¢ identifizieren kann.

1% Bs werden natiirlich wieder nur solche Darstellungen betrachtet, die P-modul-
homomorph sind; aus a — 4 soll folgen ap— 4o fiir ¢ in P entsprechend fiir Q.
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Fir die Darstellungen des Zentrums 3 gelten die folgenden Sitze:

Jede irreduzible Darstellung eines kommultativen hyperkomplexen
Systems 3 im algebraisch abgeschlossenen Korper Q ist vom ersten Grad
(oder: Die irreduziblen Darstellungen sind identisch mit den Homomorphis-
men von 3 in ).

Beweis. Jede irreduzible Darstellung‘von 3 ergibt eine solche von B,
also auch eine solche von B,/€, wo € das Radikal von Be ist. Bo/€
1st ein kommutatives System ohne Radikal, also nach § 14, Schlufl direkte
Summe von Korpern. Diese sind vom ersten Grad, da Q algebraisch-
abgeschlossen vorausgesetzt wurde, und erzeugen alle irreduziblen Dar-
stellungen (§ 20).

Zugleich folgt, da dquivalente Darstellungen ersten Grades notwendig
gleich werden (47"« i = &): Die Anzahl der verschiedenen Homomorphismen
von 3 in 2 ist gleich dem Rang von 30/G.

Die letzte Bemerkung ergibt fiir den Spezialfall, da 3 Korper iiber P,
den Satz:

Ist 3 ein kommutativer Korper, so ist 3 dann und nur dann voll-
stindig reduzibel (okne Radikal), wenn 3 Erweiterung erster Art von P ist.

Denn fiir einen Korper werden die Homomorphismen Isomorphismen;
ihre Anzahl ist gleich dem Rang von 3,/€, also dann und nur dann
gleich dem Korpergrad (3 Erweiterung erster Art), wenn € = 0 ist.

Ist 3 vollstindig reduzibel:

8281’%“'“”5"8“

so werden bei jeder Darstellung auch die einzelnen Korper 3, homomorph
abgebildet, und zwar wird bei einer irreduziblen Darstellung einer dieser
Kérper isomorph, die iibrigen durch Null dargestellt (§19).

Die Anwendung dieser Satze auf hyperkomplexe Systeme ergibt vor-
erst fiir Systeme ohne Radikal:

Ist oo, also auch o ein System ohne Radikal, so werden bei einer
jeden absolut-irreduziblen Darstellung von o Hie Zentrumselemente z durch
Diagonalmatrizes EL® dargestellt, und z — " ist eine Darstellung ersten
Grades von 3 in Q. Die so vermittelie Beziehung zwischen den absolut-
trreduziblen Darstellungsklassen von o und denen von 3 ist eineindeutiq.
Die Anzahl dieser Darstellungsklassen ist also gleich dem Rang des
Zentrums *°). :

20) Entsprechende Sitze gelten nicht nur fiir Darstellungen im algebraisch-
abgeschlossenen Korper 2, sondern auch fiir Darstellungen in den einzelnen Auto-
morphismenkdrpern, wie an anderer Stelle ausgefithrt werden soll.
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Beweis. Der Zerfillung in zweiseitig-unzerlegbare Ideale

Do=0a, +...+q,
entspricht eineindeutig eine Zerfillung des Zentrums in Korper:

Be=38;+---+ B

wo 3o das Zentrum von op ist. Bei einer irreduziblen Darstellung von o
wird ein g, isomorph, die iibrigen durch Null dargestellt, und die Dar-
stellungsklasse ist durch a, eindeutig bestimmt. g, wird durch einen
vollen Matrizenring dargestellt und das Zentrum eines solchen vollen
Matrizenringes besteht aus Diagonalmatrizen E{®). Die Zuordnung z—{®
ist ein Homomorphismus von 3, und zwar wird das eine 3, isomorph, die
itbrigen durch Null dargestellt. Damit ist alles bewiesen.

Fiir die Frage, wann einem p ohne Radikal ein ebensolches pg ent-
spricht, folgt noch:

Hat 3 eine Komponente 3,, die Erweiterung zweiter Art von P ist,
80 besilzt vo sicher ern Radikal®'). Denn 3o besitzt in diesem Falle
schon eines.

§22.
Anwendung auf Abelsche Gruppen.

Sei ® =6, @6, ><...>< @, eine endliche Abelsche Gruppe, zerlegt
in zyklische Gruppen €, der Ordnungen %,. Elemente:

A i
a=ci...c .

Es sei P ein Korper, dessen Charakteristik nicht in der Gruppen-
ordnung k= h, h, ...k, aufgeht.
Der Gruppenring 3 besteht aus allen Summen
&

Zd;lechl"-crzr& (¢; in P)
und ist homomorphes Abbild des Polynombereichs P [z, ...,2,] vermdge
Zglzf‘...zf’-»cf‘...cf’”gl. Also ist 3 ~P [2,...,2.]/m, und man

findet leicht: .
m=(z"—e,..., 2/ — e).

Im Erweiterungskérper 2 zerfallen die 2 — e in lauter verschiedene
Faktoren: z; —¢;; also wird m Produkt (oder Durchschnitt) von lauter

21) Hat 8 nur Komponenten von erster Art, so wird o, ohne Radikal, wie
ebenfalls an spaterer Stelle bewiesen werden soll. Fiir Charakteristik Null hat schon
I Schur den dquivalenten Satz bewiesen, daB irreduzible Darstellungen in P bei jeder
Erweiterung des Koeffizientenbereichs vollstindig reduzibel bleiben (Beitrige zar
Theorie der Gruppen linearer Substitutionen, Transact. Am. Math. Soc. 15 (1909),
S. 159). .
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verschiedenen Primidealen
BV = (2 — e, ., —87)
mit je nur einer Nullstelle (&, ..., s,f’)). Der Durchschnittsbildung ent-
spricht eine direkte Summenzerlegung (§4):
Boe=38i+...+ 8,
wo jeweils 8, ~ 8o/P® wird, also die Darstellung
ct...clr— ef”)l‘ ej”l’ oder a— x"(a)

vermittelt. Diese Darstellungen sind die Charaktere. IThre Anzahl ist
h bhy...h,=h, wie es nach der allgemeinen Theorie sein muf.

§23.
Determinante eines hyperkomplexen Systems.

Sei 0 =a,P+...+a,P ein hyperkomplexes System. Ich adjungiere
zu P % Unbestimmte z,,...,2, und bilde

0¥=a,P(2)+... +a,P(x).
Die z sollen mit den @, vertauschbar sein; dadurch sind die Rechnungs-

regeln in o* schon bestimmt.
In o* liegt ,das allgemeine Element von p*
w=0,2,F...+a,,.
Ist in einer Darstellung a; — A,, so ist dem w zugeordnet:
W=A4,z,+...+ 4,z,.
W heilt die zur Darstellung gehérige Sysiemmatriz (oder speziell, wenn
die @; eine Gruppe bilden und p daher der Gruppenring ist, die Gruppen-
mairiz). Handelt es sich um die regulire Darstellung, so hat man die
reguldre Systemmatriz.

Die Elemente w;, von W sind Linearformen der z. Die ,System-
determinante“ |W| ist also vom Grad n, wenn es sich um Darstellungen
n-ten Grades handelt. Insbesondere ist die reguldre Systemdeterminanie
vom Grad A.

Die Systemdeterminante zndert sich nicht bei Ubergang zu &qui-
valenten Darstellungen, da [PWP™!|=|P||W]||P ™| =|W]|. )

Bei Ubergang von (a,, ..., @,) zu einer neuen Basis (b, ..., b,) und
von w= 3 a;x; 70 w= 23 by, findet man die neuen Elemente von W und
somit auch die neue Determinante, indem man in den alten eine Substitution

z= ol
mit regulirer Substitutionsmatrix vornimmt,
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Liegt eine Kompositionsreihe des Darstellungsmoduls vor, so sieht bei
passender Basiswahl die Matrix W so aus:

W, 0
W= .. ,
Wo W,
LR AT ARSI AP

Unter den |W,| einer beliehigen Darstellung kommen keine anderen vor
als in der reguliren Darstellung von o oder sogar von pofc, wo ¢ das
Radikal ist.

Ist P algebraisch abgeschlossen, so st die zu einer srreduziblen Dar-
stellung gehorige Determinante | W,| eine Primfunktion in den x, und zu
indgquivalenten Darstellungen gehéren verschiedene Primfakioren.

Beweis. Wir konnen, da alle irreduziblen Darstellungen von p auch
Darstellungen von p/c sind, uns auf den Ring ohne Radikal o/c be-
schrinken. In ithm fithren wir als Basis die Matrizeneinheiten ¢;, ein; das
allgemeine Element lautet dann:

w= SRz
Die Matrizes der irreduziblen Darstellungen lauten: W, = (x{3)). Die Funk-
tionen |W,{=z{)| sind bekanntlich irreduzibel und offenbar voneinander
verschieden.

Um die |W,| zu berechnen, kann man die regulire Systemmatrix
von pjc in ihre Primfaktoren zerlegen. Jeder Primfaktor kommt so oft
vor, wie der Grad der irreduziblen Darstellung angibt, da das entsprechende
Ideal I, so oft in der Kompositionsreihe vorkommt.

Man kann auch die regulire Systemmatrix von o zugrunde legen, erhilt
dann aber jeden irreduziblen Faktor ofter, nimlich so oft, wie das ent-
sprechende [, als Kompositionsfaktor bei den Linksidealen vorkommt. Bei
dieser reguliren Darstellung war o als Linksideal gedacht; fat man o als
Rechtsideal auf, so kommt eine zweite regulire Systemmatrix (die ,anti-
strophe Matrix“ bei Frobenius), welche dieselben irreduziblen Faktoren
enthilt (néimlich die Systemdeterminanten simtlicher irreduzibler Dar-
stellungen), aber méglicherweise mit anderen Exponenten (siehe das Bei-
spiel in §10). :

Die Systemdeterminante eines kommutativen Systems zerfallt in Linear-
faktoren, da alle irreduziblen Darstellungen vom ersten Grad sind. Diese
Linearfaktoren sind selbst die irreduziblen Darstellungen, ergeben also bel
Abelschen Gruppen die Charaktere. Diese Tatsache war Dedekinds Ausgangs-
punkt bei der Untersuchung der Gruppendeterminante nichtabelscher Gruppen.
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§ 24.
Spuren und Charaktere.

Ist in einer Darstellung o ~ © eines hyperkomplexen Systermns o dem
Element ¢ die Matrix 4 zugeordnet, so setzt man

Spy(a)=8p A.
Spuren sind lineare Funktionen:
Sp(c+d)=_8p(c)+8p(d); Splce)=aSp(c).

Aquivalente Darstellungen haben dieselben Spuren.
Die Spur in einer reduziblen Darstellung ist Summe der Spuren in
den durch die Kompositionsfaktoren vermittelien Darstellungen.

Beweis.
4, 0
Ay,
Sp -
Aik ' Arr

Hauptspur = Spur bei der reguliren Darstellung,

S

Reduzierte Spur = Summe. der Spuren bei den verschiedenen irreduziblen
Darstel

Ist ¢ Element des maximalen nilpotenten Ideals ¢, so ist Sp(c)=10
fiir jede Darstellung.

Beweis. Ich habe nur die Darstellungen durch die einfachen Links-
ideale von o/c zu untersuchen; denn bei jeder anderen Darstellung treten °
nur diese Kompositionsfaktoren auf, und die Spur ist additiv zusammen-
gesetzt.

¢ annulliert aber alle Elemente von o/c; also ist jedem ¢ aus ¢ die
Nullmatrix zugeordnet, also Sp(¢)=0, g.e. d.

Ist o zweiseitig einfach und P algebraisch-abgeschlossen, also o Ma-
trizenring: p = Y ¢, P, so ist bei der irreduziblen Darstellung von o dem
Element a = 3 ¢, «, zugeordnet die Matrix (e;,), also

= 8p (4y) + 8p(dog) +--- + Sp(4,,).

reduzierte Spur Sp, (a)= e,
Hauptspur 8p,(a) = n - reduzierte Spur =n - 3 «;, .
Insbesondere:
8p (6;) =0 fir 7k,
SP; (e;5) =e,
Sp,(e;;) =n-e.
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Geht man von P zum algebraisch abgeschlossenen Korper 2 iber, so
dndert sich die Hauptspur nicht, da sie aus derselben Basis berechnet
werden kann. Das gilt nicht fiir die reduzierte Spur.

Die Spuren der Elemente a_des Systems ohne Radikal p in den
absolut-irreduziblen Darstellungen nennt man Charakiere und bezeichnet
sie mit y (@) oder, wenn angegeben werden soll, welche Darstellung ge-
meint ist, mit y®(a).

Bei einer irreduziblen Darsteﬂung‘/vom Grad n, werden die Zentrums-
elemente nach § 21 durch Diagonalmatrizes E{® dargestellt, wo z — {®
eine Darstellung ersten Grades des Zentrums {oder Homomorphismus des
Zentrums in Q) ist. Daraus folgt fiir die Spur der Wert »,(®. Also
sind die Homomorphismen @ des Zentrums mit den Chamkteren ; durch
die Relation

1 2(z)=n,-0(z)

-verkniipft.

Im kommutativen Fall ist n,=1, und die Charaktere selbst geben
die Homomorphismen (vgl. § 22).

Hat der Korper 2 die Charakteristik Null, was wir im folgenden
immer annehmen werden, so kann man (1) durch » durchdividieren:

0(z) =12,

Die Homomorphismuseigenschaft der ©(z) driickt sich durch die
Formeln aus:

2() 4 1) _2G2)

Ny 2, Ry
1(z) 2(z') _ x(z2")
N My %

Eine Darstellungsklasse ist durch die Spuren der Matrizes allein
schon eindeutig festgelegt. (Um die Spuren aller Matrizes zu kennen, ge-
niigt es natiirlich, die Spuren der Basiselemente in der gegebenen Dar-
stellung zu kennen.)

Beweis. Der Darstellungsmodul 9 ist bekannt, wenn man wei, wie
oft in ihm ein jeder irreduzible Darstellungsmodul 9, als direkter Sum-
mand vorkommt. Ist diese Anzahl p,, so ist die Spur von e® in der
Darstellung gleich p,»,, wo n, der Grad der irreduziblen Darstellung ist.
Also ist

Sp e

b=
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§ 25.
Diskriminanten.
Sei 0 =a,P ... 4 a,P ein hyperkomplexes System.
Dzskrzmmantenmatma: = Matrix, deren Elemente die Hauptspuren
Sp(a;a,) sind.

Reduzierte Diskriminantenmatriz = dasselbe bei reduzierten Spuren,
gebildet im algebraisch-abgeschlossenen Korper.

Determinante der Matrix = Diskriminante (bzw. reduzierte Diskrimi-
nante).

Die Diskriminante bleibt_dieselbe bei. Erweiterung_ des Grundkérpers.

Bei Ubergang zu einer anderen Basis multipliziert sich die Dis-
kriminante mit dem Quadrat der Transformationsdeterminanie.

Beweis. Sei

(@y, e ay)=1(by,.... ,) P,
(a;ay,-.., q;a,) = (;b,,...,a,b,) P,
(Sp(a;ay), ..., Sp(a;a,)) = (Sp (a;by), ..., Sp (aibh))lf’,
oder in Matrizes
@ (8p (a;a)) = (8p(a,by) P.
Ebenso, wenn P die gespiegelte Matrix ist,

a, . b,

) —B(;

a, b,
und daraus wie vorhin

(1a) (8p (a; b)) = P(Sp (8,by).

Aus (1) und (1a)

(8p (@;a)) = 13-(829 (b;by)-P.
Durch Ubergang zu Determinanten folgt die Behauptung.

Die Determinante ist also nur bis auf eine Quadratzahl aus P be-
stimmt: aber ihr Verschwinden oder Nichtverschwinden ist eine invariante
Eigenschaft.

Aus (1) folgt noch: Man kann die
Faoktor 40 auch aus zwes verschiedenen BWMW“
estimmen.

Die Diskriminante ver X . nilpotentes Ideal ¢ besitzt.

Beweis. Als Basiselemente fiir o wihle ich (¢, ..., ¢, 4, ,,...,d,;),
wo (¢y,...,¢,) eine Basis fiir ¢ bilden. Die Diskriminante wird:
Mathematische Zeitschrift. 30. 44

-
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Sp(e;e,) Sple; dy) i — iO (U -0
Sp(d;e,) Sp(d;d); 0 Sp(d;d).
(Das gilt auch fiir die reduzierte Diskriminante.)

Folge. Die Diskriminante verschwindet auch dann, wenn nach Uber-
gang zum algebraisch-abgeschlossenen Korper ein nilpotentes Idealouftrits.

Sel 0 =0, ...+ a, direkt zweiseitig, und seien M, M,, ., M, die
Diskriminantenmatrizes der Ringe v, q,, ..., a,. Dann wird
M, 0
M,
M= - ,
0 M,

also M'= M, - M,'-....'M,..
Beweis. Man wihle eine Basis fiir v, die sich aus den Basen fiir

0y, ..., @, zusammensetzt. Ist ¢ in q;, so ist

Sp,(a) = 8p, (a),
wo beide Male Hauptspuren gemeint sind, aber in den Ringen o bzw. a,.
Weiter ist @,a,=0, wemn @, in q;, @, in a,, also auch Sp(a,a,)=0.
Daraus folgt die Behauptung, die ebenso fiir die reduzierte Diskriminante folgt.
Um die Diskriminante eines Matrizenringes 2)¢;, P zu bilden, wihle
man zwel verschiedene Basen, namlich die ¢,, einmal nach ersten Indizes,
einmal nach zweiten Indizes angeordnet. Die Produkttafel sieht so aus:

; t, 1,
st prm— g
| € Cip CyreniCy,
i 1
o |
il @ 0 o
Coz | % !
nl f . '
C1a ‘
Lo 0 (€) O
cn2 E .
i
i
o 0 | 0 | (€:)
Die Diskriminante wird
18p(e,) o I
D—| Sp(ey,) __{e fiir reduzierte Spuren, .
-E - n* - e fiir Hauptspuren.
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Folge. Zerfdllt v im algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskorper
tn Mairizenringe der Grade n,,...,n , so wird die Diskriminante

2

ni wf 3
D=mn;"ny"...05°- ¢

und die reduzierte Diskriminante
D, ,=e.
Die reduzierte Diskriminante ist demnach bei Systemen ohne Radikel
immer = 0, die andere nur dann, wenn kein n, durch die Charakteristik
des Korpers teilbar ist. Mithin:

Das Nichtverschwinden der reduzierten Diskriminante ist notwendig
und hinreichend fiir Systeme okne Radikal (nach algebraischem Abschluf
des Korpers P).

Das Nichiverschwinden der Diskriminante ist im Fall der Charakte-
ristik Null notwendig und hinreichend fiir Nichtauftreten eines Radikals
(nach algebraischem Abschlufi des Korpers P).??)

§ 26.
Einordnung des Gruppenrings.

Sind a,, ..., a, die Elemente einer endlichen Gruppe und bildet man
den Gruppenring in einem Korper, dessen Charakteristik mnicht Teiler
von h ust, soist die Diskriminante D <=0, also der Gruppenring ein Ring
okne Radikal.

Beweis. Wir zeigen zuerst (Sp heift fortan Hauptspur):

Sple)=rhe;
Sp(a,)=0 fir (a,=e¢).

In der reguliren Darstellung ist nimlich

e 0
e
e —> : 5
0 e
Sp(e)=he.

Fiir a, ¢ ist
aa.~a, A+k;
#2) Vgl. fir kommutative Systeme E. Noether, Diskriminantensatz fiir Ordnungen....,
J. £ M. 157 (1927), S. 82104, §§ 4—6. Die dortige Beweismethode ist die gleiche,
aber im einzelnen komplizierter; der Ubergang von einer Basis zu einer andern (§4, 4.)
ist durch den hier (am Anfang des Paragraphen) gegebenen zu ersetzen (denn die

Determinante | (o; ox) | verschwindet).
44%
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also hat die Matrix, vermdge der die Produkte ga,,...,a,a, durch
a,, ..., a, ausgedriickt werden, in der Hauptdiagonale lauter Nullen; also
ist Sp(a;)=0. )

Wir nehmen nun die Basen a,,...,a, und a;%,...,a; . Die Matrix
(8p (a;a, ")) lautet

he 0
he
0 .he
Also ist
D=h"e40, g.e d.

Als Klasse eines Gruppenelements bezeichnet man die (im Gruppen-
ring gebildete) Summe

(1) K,=Ystas,
wo nur iiber die verschiedenen s~'as summiert wird. Die Klassen K,
sind Zentrumselemente, da sie mit allen Gruppenelementen vertauschbar

sind. Die Klassen K, erzeugen das Zenirum; denn wenn ein Element
2 a; 0, des Gruppenrings mit allen s vertauschbar ist, so ist

Ziz’az'@i 2'5"1(%’%9:')8 2%’(‘9"1%8)&
L (FeaaniEE A
% E %

wo % die Anzahl der Gruppenelemente und h; die Anzahl der Elemente
der Klasse K ist.

Also ist der Rang des Zentrums gleich der Anzahl der Klassen kon-
jugierter Gruppenelemente, mithin auch die Anzahl der absolut-irreduziblen
Darstellungen gleich dieser Klassenzahl.

Die Matrizes 4 und S™* 48 haben dieselbe Spur; also haben die
Gruppenelemente o und s—'as dieselbe Spur.

Bildet man nun auf beiden Seiten von (1) die Spur, so folgt:

. 1 (&)= h;x(ay),
in Worten:

Der Charakter eines Gruppenelements ist gleich dem Charakter der
Klasse, dividiert durch die Anzahl der Elemente der Klasse.

(Einéegangen am 12. August 1928.)



