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Untersuchungen iiber das logische Schliefen®). I.

Von

Gerhard Gentzen in Gottingen.

Ubersicht,

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf den Bereich der Pra-
dikatenlogik [bei H.-A.?) ,,engerer Funktionenkalkiil“ genannt]. Diese um-
faBt solche Schliisse, die in allen Teilen der Mathematik immerzu gebraucht
werden. Was noch zu ihnen hinzukommt, sind Axiome und SchluBweisen,
die man den einzelnen Zweigen der Mathematik selbst zurechnen kann, z. B.
in der elementaren Zahlentheorie die Axiome der natiirlichen Zahlen, der
Addition, Multiplikation und Potenzierung, sowie der SchluB der voll-
stindigen Induktion; in der Geometrie die geometrischen Axiome.

Neben der klassischen Logik werde ich ferner die intuitionistische
Logik behandeln, wie sie z. B. von Heyting?) formalisiert worden ist.

Die vorliegenden Untersuchungen iiber die klassische und intuitionis-
tische Pridikatenlogik zerfallen im wesentlichen in zwei nur lose zusammen-
hingende Teile.

1. Mein erster Gesichtspunkt war folgender: Die Formalisierung des
logischen Schliefens, wie sie insbesondere durch Frege, Russell und Hilbert
entwickelt worden ist, entfernt sich ziemlich weit von der Art des SchlieBens,
wie sie in Wirklichkeit bei mathematischen Beweisen geiibt wird. Dafiir
werden betrichtliche formale Vorteile erzielt. Ich wollte nun zunéchst ein-
mal einen Formalismus aufstellen, der dem wirklichen SchlieBen méglichst
nahe kommt. So ergab sich ein ,,Kalkiil des natiirlichen Schliefens*,
(-, N J« fiir die intuitionistische, ,,NK* fiir die klassische Pradikatenlogik.)
Es zeigte sich dann weiter, daB der Kalkiil gewisse besondere Eigenschaften
hat, und zwar nimmt im Hinblick auf diese der von den Intuitionisten
abgelehnte ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten“ eine Sonderstellung ein.

Den Kalkiil des natiirlichen SchlieBens werde ich im II. Abschnitt der
vorliegenden Abhandlung entwickeln, und einige Betrachtungen dariiber

anfiigen.

*) Diese Arbeit, einschlieBlich des IIL Teils, ist von der Math.-Nat. Fakultit
der Universitit Gottingen als Inaugural-Dissertation angenommen worden.
. 1) Hilbert-Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik. Im folgenden stets
als H.-A. zitiert.
2) A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik und Mathe-
matik, Sitzungsber. d. Preu8. Akad. d. Wiss., phys.-math, K1. 1930. S. 42—65.
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2. Eine nihere Untersuchung der besonderen Eigenschaften des natiir-
lichen Kalkiils fithrte mich schlieBlich zu einem sehr allgemeinen Satz,
den ich im folgenden ,Hauptsatz® nennen will

Der Hauptsatz®) besagt, dafl sich jeder rein logische Beweis auf eine
bestimmte, ibrigens keineswegs eindeutige, Normalform bringen 1a8t. Die
wesentlichsten Eigenschaften eines solchen Normalbeweises lassen sich etwa
so ausdriicken: Er macht keine Umwege. Es werden in ihm keine Begriffe
eingefiihrt, welche nicht in seinem Endergebnis enthalten sind und daher
zu dessen Gewinnung notwendig verwendet werden miissen.

Der Hauptsatz gilt sowohl fiir die klassische als anch fiir die intuitio-
nistische Pridikatenlogik.

Um ihn in bequemer Form aussprechen und beweisen zu kdnnen, mufite
ich einen besonders dafiir passenden logischen XKalkiil zugrunde legen.
Hierzu erwies sich der natiirliche Kalkiil nicht als geeignet. Zwar weist
er schon die fiir die Giiltigkeit des Hauptsatzes wesentlichen Eigenschaften
auf, doch nur in seiner intuitionistischen Form, wihrend der Satz vom
ausgeschlossenen Dritten, wie schon bemerkt, im Hinblick auf diese Eigen-
schaften eine Sonderstellung einnimmt.

Im III. Abschnitt der vorliegenden Abhandlung werde ich also einen
weiteren Kalkiil des logischen SchlieBens entwickeln, welcher alle gewiinschten
Eigenschaften sowohl in seiner intuitionistischen als auch in seiner klassi-
schen Form besitzt. {,,L.J fiir die intuitionistische, ,,LEK* fir die klassi-
sche Pridikatenlogik). An Hand dieses Kalkiils wird dann der Haupt-
satz ausgesprochen und bewiesen.

Der Hauptsatz gestattet mannigfache Anwendungen. Als Beispiele
dafiir werde ich im IV. Abschnitt ein Entscheidungsverfahren fiir die
intuitionistische Aussagenlogik entwickeln (IV, § 1), sowie einen neuen
Beweis fiir die Widerspruchsireiheit der klassischen Arithmetik mit Aus-
schlufl der vollstindigen Induktion geben (IV, §3).

Der III. und IV. Abschnitt konnen unabhingig vom II. Abschnitt ge-
lesen werden.

3. Der 1. Abschnitt enthilt eine Festsetzung der in dieser Abhandlung
verwendeten Bezeichnungsweisen.

Im V. Abschnitt beweise ich die Aquivalenz der von mir aufgestellten
logischen Kalkiile NJ, NK und LJ, LK mit einem den Formalismen von
Russell, Hilbert und Heyting angeglichenen (und mit diesen unschwex ver-
gleichbaren) Kalkiil. (,,LHJ* fiir die intuitionistische, ,,LHK* fiir die
klassische Pridikatenlogik).

3) Ein wichtiger Spezialfall des Hauptsatzes wurde bereits von Herbrand auf
vollig anderem Wege bewiesen. Naheres dariiber siehe IV. Abschn., §2.
Mathematische Zeitsehrift. 39. 12



178 G. Gentzen.

4. Der vorliegende I. Teil enthalt nur den I. bis III. Abschnitt, der
IV. und V, Abschnitt folgen in einem II. Teil nach.

I. Abschnitt.

Bezeichnungsfestsetzung.

Den Begriffen ,,Gegenstand, , Funktion®, , Pradikat, , Aussage®,
,»Satze, ,,Axiom*, , Beweis, ,,Schlufl usw. in der Logik und Mathematik
entsprechen in deren Formalisierung gewisse Zeichen bzw. Zeichenkombi-
nationen. Wir teilen diese ein in:

1. Zewchen.
2. Ausdriicke, das sind endliche Zeichenreihen.

3. Fiuguren, das sind irgendwie angeordnete endliche Mengen von
Zeichen.

Zeichen gelten als spezielle Ausdriicke und Figuren, Ausdriicke als
spezielle Figuren.

In der vorliegenden Arbeit werden wir Zeichen, Ausdriicke und Figuren
folgender Art betrachten:

1. Zeichen:

Diese zerfallen in Zeichen fiir Bestimmtes und Variable.

1. 1. Zeichen fiir Bestimmtes:

Zeichen fir bestimmie Gegenstinde: 1,2,3, .. ..

Zeichen fiir bestimmie Funktionen: -, —, -.

Zeichen fir bestimmie Aussagen:\/ (.die richtige Aussage®), A (.die
falsche Aussage®).

Zeichen fir bestimmte Pradikate: =, <.

Logische Zeichen*): & ,und“, V ,oder, D ,aus ... folgt“, oc
,ist dquivalent, 7 ,nicht“, v ,fiir alle, 3 ,,es gibt ein*.

Wir gebrauchen auch die Benennungen: Und-Zeichen, Oder-Zeichen,
Folgt-Zeichen, Aquivalenz-Zeichen, Nicht-Zeichen, All-Zeichen, Es- gibt-
Zeichen.

4) Wir iibernehmen die Zeichen V/, D, 3 von Russell. Die Russelischen
Zeichen fiur ,,und¢, ,dquivalent*s, ,nicht<, ,,alle, nimlich -, =, ~, (), werden
bereits in der Mathematik in anderer Bedeutung gebraucht. Wir nehmen daher
das Hilbertsche &, wihrend fiir Hilberts Aquivalenz-, All- und Nicht-Zeichen ~,
(), ", ebenfalls schon andere Bedeutungen iblich sind. Das Nicht-Zeichen stellt
auBerdem eine Abweichung von der linearen Anordnung der Zeichen dar, die fiir
manche Zwecke unangenchm ist. Wir verwenden daher fir Aquivalenz und Ver-
neinung die Zeichen von Heyting, und als All-Zeichen ecin dem 3 entsprechendes
Zeichen.
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Hilfszeichen: )( , —.

1.2. Variable:

Gegenstandsvariable. Diese teilen wir ein in frete Gegenstandsvariable:
a, b, ¢, ..., m und gebundene Gegenstandsvariable: n, ..., 2, ¥, 2.

Aussagenvariable: 4, B, C, ....

Es sollen beliebig viele Variable zur Verfiigung stehen; wenn das
Alphabet nicht ausreicht, werden Zahlenindizes angefiigt, z. B. a,, C,.

1.3. Deutsche und griechische Buchstaben dienen uns als ,,Mitteilungs-
zeichen®, sind also keine Zeichen der formalisierten Logik, sondern Variable
unserer Betrachtungen iiber diese. Ihre Bedeutung wird jeweils bei Ge-
brauch erklart werden.

2. Ausdriicke.

2.1. Begriff des Aussageausdrucks, kurz Formel genannt (induktiv
erklért):

(Der Begriff Formel wird sonst gewdhnlich in allgemeinerer Bedeutung
gebraucht; den im folgenden erklirten Spezialfall wiirde man dann etwa
als ,,rein logische Formel*“ bezeichnen konnen.)

2.11. Ein Zeichen fiir eine bestimmte Aussage ist eine Formel. Das
sind die Zeichen Y und A.

Eine Aussagenvariable mit einer Anzahl von freien Gegenstandsvariablen
dahinter (eventuell auch keinen) ist eine Formel. Z.B. 4bab.

Die Gegenstandsvariablen heiBlen die Argumente der Aussagenvariablen.

Formeln der genannten zwei Arten nennen wir auch Elementar-
formeln.

2.12. Ist U eine Formel, so ist auch —~ U eine Formel.

Sind U und B Formeln, so sind auch A& B, A\ B, A > B Formeln.

(Das Zeichen D wollen wir fiir unsere Betrachtungen nicht zulassen,
es ist ja iiberflissig, da A >Dc B als Abkiirzung fir (XD B)&(BoA)
angesehen werden kann.)

2.13. Aus einer Formel, in der die gebundene Gegenstandsvariable
¥ nicht vorkommt, entsteht wieder eine Formel, wenn man V¥ bzw. 3
davor setzt, zugleich darf man eine in der Formel vorkommende freie
Gegenstandsvariable an einigen Stellen durch x ersetzen.

2.14. Durch Klammern ist dafiic zu sorgen, daf der Aufbau einer
Formel eindeutig ersichtlich ist. Beispiel einer Formel:

32(((~7 Abza) V Bz) D (vz(4 & B))).
Durch besondere Abmachungen kann man Klammern sparen; wir
verzichten darauf (mit einer Ausnahme, s. 2. 4), da wir nicht viele Formeln

hinzuschreiben haben.
12%
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2.2. Als Grad einer Formel bezeichnen wir die Anzahl der in ihr
vorkommenden logischen Zeichen. (Eine Elementarformel hat also den
Grad 0.)

Als dupferstes Zeichen einer Formel, die keine Elementarformel ist,
bezeichnen wir dasjenige logische Zeichen, das bei ihrem Aufbau gemaf
2.12 und 2.13 als letztes hinzugefiigt wiirde.

Als Teilformeln einer Formel bezeichnen wir diejenigen Formeln,
welche bei ihrem Aufbau gemif 2.12 und 2.13 auftreten konnten, sie
selbst eingeschlossen.

Beispiel: Die Teilformeln von 4 &yzBza sind 4, yvxBza,
A & yxzBxa, sowie alle Formeln der Gestalt Baa, wobei fiir a eine
beliebige freie Gegenstandsvariable steht (z. B. kann dies auch @ sein).
Der Grad von 4 & yx Bza ist 2, das dulerste Zeichen &.

2. 3. Begriff der Sequenz:

(Dieser wird erst im ITI. Abschnitt gebraucht, und der Zweck seiner
Einfithrung wird auch erst dort deutlich.)

Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form

Q'Ip (R Rt] %u. g %15 vy 8w

wobei fir %A, ..., A, By, ..., B, beliebige Formeln stehen diirfen. (Das
- gilt ebenso wie die Kommata als Hilfszeichen und nicht etwa als
logisches Zeichen.)

Die Formeln %, ..., A, bilden das Antezedens, die Formeln B,, ..., B,
das Sukzedens der Sequenz. Beide Ausdriicke diirfen leer sein.

2.4. Die Sequenz %U,, ..., A, - By, ..., B, bedeutet inhaltlich
genau dasselbe wie die Formel

& ... &A)D(B, V...V B,).

(Mit U, & A, & Ay meinen wir (A, & W) & Ay, entsprechend fiir V.)

Ist das Antezedens leer, so ist die Formel B, V ... V B, gemeint.

Ist das Sukzedens leer, so bedeutet die Sequenz dasselbe wie die
Formel — (A, & ... & A,) oder (U, & ... & ALY D A.

Sind beide leer, so bedeutet die Sequenz dasselbe wie A, also eine
falsche Aussage.

. Umgekehrt gibt es auch zu jeder Formel eine #quivalente Sequenz,

z. B. die, deren Antezedens leer ist und deren Sukzedens nur aus der
Formel besteht.

Die Formeln, aus denen eine Sequenz besteht, nennen wir S-Formeln
(d. h. Sequenzformeln), womit wir zum Ausdruck bringen wollen, da8 wir
nicht die Formel als solche meinen, sondern verbunden mit ihrer Stellung
in der Sequenz. So sagen wir z. B.:
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,Eine Formel kommt in einer Sequenz an mehreren Stellen als
8S-Formel vor®,

was wir auch so ausdriicken konnen:

,,Mehrere verschiedene (was nur heiflen soll: an verschiedener Stelle

in der Sequenz stehende) S-Formeln sind formal gleich.*
- 3. Figuren.

Wir brauchen Schluifiguren und Beweisfiguren.

Solche bestehen aus Formeln oder auch aus Sequenzen; wir wollen
im folgenden (3.1 bis 3.3, 3.5) nur von Formeln reden, es gilt aber
alles analog fiir Sequenzen, man hat dann nur das Wort Formel iiberall
durch das Wort Sequenz zu ersetzen.

3.1. Bine Schluffigur 1a8t sich in der Form schreiben:
A ... A
—g (r=1),
wobei U, ..., Ay, B Formeln sind. A, ..., A, heiBen dann die Ober-
formeln, B heilt die Unterformel der SchluBfigur.
(Ganz entsprechend sind also die Begriffe Obersequenz und Unter-
sequenz bei einer aus Sequenzen bestehenden Schlubfigur zu verstehen.)

Wir werden nur spezielle SchluBlfiguren zu betrachten haben, die bei
den einzelnen Kalkiilen angegeben werden.

3.2. Eine Beweisfigur, kurz Herleitung genannt, besteht aus einer
Anzahl von Formeln (mindestens einer), die unter sich Schlufiguren
bilden in folgender Weise: Jede Formel ist Unterformel von héchstens
einer SchluBfigur, jede, auBler genau einer, der Endformel, ist Oberformel
von mindestens einer Schlufifigur, und das System der SchluBfiguren ist
zirkelfrei, d. h. es gibt keinen Zyklus (Reihe, zu deren letztem Glied
wieder das erste als Nachfolger gilt) von Formeln der Herleitung, von
denen jede Oberformel einer SchluBfigur ist, deren Unterformel die nichste
in der Reihe ist.

3.3. Solche Formeln einer Herleitung, welche nicht Unterformeln
einer SchluBfigur sind, heien Anfengsformeln der Herleitung.

Eine Herleitung heifit stammbaumformig, wenn jede ihrer Formeln
eine Oberformel von héchstens einer SchluBfigur ist.

Alsdann sind also alle Formeln auBer der Endformel Oberformeln
von genau einer SchluBifigur.’

Wir werden nur stammbaumférmige Herleitungen zu betrachten
haben.

Die Formeln, aus denen eine Herleitung nach der Erkldrung besteht,
nennen wir H-Formeln (d.h. Herleitungsformeln), womit wir zum Aus-
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druck bringen wollen, da8 wir nicht nur die Formel als solche meinen,
sondern verbunden mit ihrer Stellung in der Herleitung. In diesem Sinne
werden wir z. B. die Ausdrucksweisen gebrauchen:

»»BEine Formel kommt in einer Herleitung als H-Formel vor.“

,»Zwei verschiedene (d. h. nur: an verschiedener Stelle in der Her-
leitung stehende) H-Formeln sind formal gleich, némlich gleich derselben
Formel.”

Es bedeutet also: ,, W ist dieselbe H-Formel wie B, dal A und B
nicht nur der Form nach gleich sind, sondern auBerdem die gleiche Stelle
in der Herleitung haben. Fiir Gleichheit der Form ohne Riicksicht auf
die Stelle benutzen wir die Worte ,,formal gleich®.

Dagegen wollen wir fiir Gegenstandsvariable keine besondere Be-
zeichnung, die sie in Verbindung mit einer bestimmten Stelle in einer
Formel brichte, einfiihren, wir sagen also z. B.: ,In zwei verschiedenen
H-Formeln kommt dieselbe Gegenstandsvariable vor.

3.4. Die SchluBfiguren der Herleitung nennen wir H-Schluffiguren
(d. h. Herleitungs-SchluBfiguren).

In einer aus Sequenzen bestehenden Herleitung nennen wir die
S-Formeln der H-Sequenzen H-S- Formeln (d. h. Herleitungs - Sequenz-
Formeln)

3.5. Ein Faden in einer Herleitung ist (nach Hilbert) eine Reihe
von H-Formeln, deren erste eine Anfangsformel und deren letzte die
Endformel ist, und von denen jede auBer der letzten Oberformel
einer H - SchluBffigur ist, deren Unterformel die nichste Formel des
Fadens ist. '

Wir sagen: ,,Eine H-Formel steht ber (bzw. unter) einer anderen
H-Formel“, wenn es einen Faden gibt, in dem die erstere vor (bzw. nach)
der letzteren vorkommt.

Wir denken dabei an die Schreibweise der Herleitung als stamm-
baumférmige Figur mit den Anfangsformeln obenan und der Endformel
unten. (Beispiele finden sich im II. Abschnitt, §4.)

Ferner sagen wir: ,,Eine H-SchluBfigur steht iiber bzw. unter einer
H-Formel“, wenn alle Formeln der Schlufifigur iiber bzw. unter dieser
H-Formel stehen.

Wir bezeichnen eine Herleitung mit "der Endformel 9 auch als eine
»Herleitung von U™,

Die Anfangsformeln einer Herleitung kénnen Grundformeln oder An-
nahmeformeln sein, iiber deren Natur werden wir bei den einzelnen Kal-
kiilen niheres zu sagen haben.
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I1. Abschnitt.
Der Kalkiil des natiirlichen SchlieBens.

§ 1L
Beispiele natiirlichen Sehliefens.

Wir wollen einen Formalismus aufstellen, der moglichst genau das
wirkliche logische SchlieBen bei mathematischen Beweisen wiedergibt.

Wir zeigen zuniichst an einigen Beispielen, wie das wirkliche Schliefen
etwa verliuft; zu dem Zwecke betrachten wir drei ,richtige Formeln®
und versuchen deren Richtigkeit auf einem méglichst natiirlichen Wege
einzusehen.

1.1. Erstes Beispiel:

EVX&Z)> (XVY)&(XVZ) ist als richtige Formel zu er-
kennen (H.-A., Seite 28, Formel 19).

Man wird so argumentieren: Es gelte X oder Y&Z. Wir unter-
scheiden die zwei Falle: 1. X gilt, 2. Y&Z gilt. Im 1. Falle folgt die
Giiltigkeit von X\ ¥ sowie XV Z, also auch von (XV V)& (X V Z).
Im 2. Falle gilt Y &Z, also sowohl y als auch Z. Aus Y folgt XV Y,
aus Z folgt X VZ. Also gilt auch jetzt (X V Y)& (X VZ). Damit ist
dies iiberhaupt aus X V (Y & Z) hergeleitet, d. h. es gilt:

EVY&Z)2(XVY)&XVZ).
1.2. Zweites Beispiel:

(3zvyFzy) > (vyazFzy).

(H.-A., Formel 36, Seite 60). Man wird so argumentieren: Es gebe
ein «, so daB fiir alle y Faxy gilt. Sei a ein solches z. Also gelte fiir
alle y: Fay. Sei nun b irgendein beheblger Gegenstand. Dann gilt Fab.
Es gibt also ein 2, namlich a, so daB Fzb gilt. b war beliebig, also
gilt dies fiir alle Gegenstinde, d.h.: Fir alle y gibt es ein z, so dal
Faxy gilt. Damit haben wir die Behauptung.

1.3. Drittes Beispiel:

(w32Fx) o (vy~ Fy) soll als intuitionistisch richtig erkannt
werden. Man wird so schlieBen: Es wird angenommen, es gibe kein z,
fir das F  gilt. Hieraus soll gefolgert werden: Fiir alle y gilt ~ Fy.
Nun sei etwa o irgendein Gegenstand, fiir den Fa doch gelte. Dann
folgt: Es gibt ein z, fiir das F gilt; nimlich o ist ein solches, Das
widerspricht der Annahme ~ 3z F 2. Also haben wir einen Widerspruch,
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d. h. Fa kann nicht gelten. Nun war e vollig beliebig, also folgt: Fiir
alle y gilt 7 Fy. Das war zu zeigen.

Beweise der Art, wie sie bei diesen drei Beispielen gefiithrt wurden,
sollen nunmehr in einen exakt zu definierenden Kalkiil eingeordnet werden
(in §4 wird dann angegeben, wie diese Beispiele in dem Kalkiil sich
darstellen).

§2.
Aufstellong des Kalkiils N.J.

2.1, Es soll jetzt ein Kalkiil fiir ,,natiirliche, intuitionistische Her-
leitungen von richtigen Formeln angegeben werden. Die Beschrinkung
auf das intuitionistische Schliefen ist nur vorldufig, die Griinde hierfiir
und die Erweiterung des Kalkiils zum klassischen Schliefen (durch Hinzu-
fiigung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten) sollen unten erliutert
werden (siche §5).

Der wesentlichste duBerliche Unterschied zwischen NJ-Herleitungen
und Herleitungen in den Systemen von Russell, Hilbert, Heyting ist fol--
gender: Bei letzteren werden die richtigen Formeln aus einer Reihe von
,Jogischen Grundformeln durch wenige SchluBweisen hergeleitet; das
patiirliche SchlieBen geht jedoch im allgemeinen nicht von logischen
Grundsiitzen aus, sondern von Annahmen (s. die Beispiele in §1),
an welche sich logische Schliisse anschlieBen. Durch einen spéteren
SchluB wird dann das Ergebnis wieder von der Annahme unabhingig
gemacht.

Wir wollen Kalkiile der ersteren Art als logistische bezeichnen.

2.2. Nach dieser Vorbemerkung erkliren wir den Begriff der NJ-
Herleitung wie folgt:

(Beispiele in § 4.)

Eine N J-Herleitung besteht aus Formeln in stammbaumférmiger
(I, 3.3) Anordnung.

{Durch die Forderung nach stammbaumférmiger Anordnung weichen
wir etwas von der Analogie zum wirklichen Schliefen ab. Denn 1. findet
beim wirklichen Schliefen infolge der Linearitit des Denkens not-
wendigerweise “eine lineare Aufeinanderfolge der Aussagen statt, und
2. ist es hier iiblich, ein bereits erhaltenes Ergebnis ‘mehrmals weiter
zu benutzen, wihrend die Stammbaumform nur jeweils einmalige Ver-
wendung einer hergeleiteten Formel gestattet. Beide Abweichungen
dienen zur bequemeren Fassung des Herleitungsbegriffs und sind nicht
wesentlich.)
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Die Anfangsformeln der Herleitung sind Annahmeformeln, von
diesen ist jede genau einer H-SchluBifigur zugeordnet (und zwar steht sie
alsdann ,,iiber” (I, 3.5) deren Unterformel, wie unten noch niher ans-
gefithrt werden wird).

Alle Formeln, die unter einer Annahmeformel, aber noch iiber der
Unterformel der H-Schlufifigur, zu der die Annahmeformel gehért, stehen,
die Annahmeformel selbst eingeschlossen, heifilen von dieser abhdngig.

(Der SchluB macht also die nach ihm folgenden Aussagen von der
zu ihm gehorigen Annahme unabhingig.)

Die Endformel der Herleitung héingt nach dem Gesagten von keiner
Annahmeformel ab. ‘

2.21. Angabe der zuliissigen SchluBifiguren.

Die untenstehenden Schluffigurenschemata sind so zu verstehen:

Aus einem der Schemata erhdlt man eine N J-Schlubfigur, indem
man fir A, B, €, D belicbige Formeln einsetzt, fiir yx Fx bzw. 3xF =
eine beliebige Formel mit vy bzw. 3 als &uBlerstem Zeichen, x bezeichne
die zugehérige gebundene Gegenstandsvariable, fiir & a diejenige Formel,
welche aus & x entsteht, indem man die gebundene Gegenstandsvariable x
fiberall, wo sie vorkommt, durch die freie Gegenstandsvariable a ersetzt.

(Es kann z. B. fiir a eine Variable genommen werden, die in §x
schon vorkommt. Fiir die SchluBfiguren A E und E B wird diese Mog-
lichkeit allerdings durch die unten folgende Variablenbedingung wieder
ausgeschlossen werden, doch fir 4 B und EE bleibt sie bestehen. — Es
braucht auch x in §x gar nicht vorzukommen, alsdann ist § a natiirlich
mit Fz identisch. — Fa ist offenbar stets eine Teilformel von yvxFx
bzw. 3x & x, gemi der Teilformeldefinition unter I, 2.2.)

Die in eckigen Klammern stehenden Zeichen haben folgende Bedeu-
tung: Formeln von dieser Glestalt diirfen in beliebiger Anzahl (evtl. keine),
doch alle formal gleich, der Schluffigur als Annahmeformeln zugeordnet
sein. Sie miissen alsdann Anfangsformeln der Herleitung, und zwar in
solchen Beweisfiden sein, welchen die betreffende Oberformel der SchluB-
figur angehdrt. (D.h. diejenige Oberformel, iiber der im Schema die
eckige Klammer steht. — Diese kann bereits selbst Annahmeformel sein.)

In einer Herleitung mufl die Zuordnung zwischen einer H-SchluBfigur
und den zugehérigen Annahmeformeln irgendwie kenntlich gemacht sein,
etwa durch gemeinsame Numerierung (siche die Beispiele in § 4).

Die Bezeichnungen der einzelnen SchluBfigurenschemata: U E, U B
usw. sollen bedeuten: Eine nach dem Schema gebildete SchluBifigur ist
eine Und-(U), Oder-(0), All-(4), Es-gibt-(E), Folgt-(F) bzw. Nicht-
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(N)-Zeichen-,,Einfishrung” (E) bzw. ,,-Beseitigung” (B). Niheres hieriiber
in §5.

Die SchluBifiguren-Schemata:

UE UB OF OB
[] [3B]
A B A&EB A&V A B AvB € €
A&B A B AVB AV SV c
AE AB EE EB
[ al
Fa vigz Fa 3x&x C*Z_~
vigdz ' Fa I3rFx ¢
FE FB NE NB
[ (]
B % AS B A A~ A A
ASB B ~ A D

Als Eigenvariable einer AE bzw. E B bezeichnen wir die in dem
betreffenden Schema mit a bezeichnete freie Gegenstandsvariable. (Vor-
ausgesetzt, dall sie existiert, d. h. daB die mit ¥ bezeichnete gebundene
Gegenstandsvariable in der mit §x bezeichneten Formel vorkommt, )

Die Variablenbedingung:
Eine NJ-Herleitung muB noch folgender Bedingung geniigen: (Uber
deren Sinn vgl. § 3.)

Die Eigenvariable einer 4 E darf nicht in der im Schema mit VIFE
bezeichneten Formel und nicht in irgendeiner Annahmeformel, von der
diese abhingt, vorkommen; N

die Eigenvariable einer E B darf nicht in der im Schema mit 3x§z
bezeichneten Formel und nicht in der mit € bezeichneten Oberformel
sowie nicht in irgendeiner Annahmeformel, von der diese abhingt, auler
den mit Fa bezeichneten, zur E B gehérigen Annahmeformeln, vor-
kommen.

Hiermit ist die Definition der , N J-Herleitung beendet.

§ 3.
Der inhaltliche Sinn der N .J-SchluSfiguren.

Wir wollen fiir einige der SchluBfigurenschemata ihren inhaltlichen
Sinn erkliren und damit deutlich zu machen versuchen, da8 der Kalkiil
in der Tat das ,wirkliche SchlieBen” wiedergibt.
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FE: In Worten ausgedriickt, ist dies folgender Schlufi: Wenn B
unter Benutzung der Annahme U bewiesen ist, so gilt (nunmehr ohne
diese Annahme): aus ¥ folgt B. (Natiirlich kdnnen weitere Annahmen
gemacht worden sein, von denen auch dieses Ergebnis zunéchst noch ab-
hingig bleibt.)

O B: (,,Fallunterscheidung®.) Wenn man % \/ B bewiesen hat, so kann
man eine Fallunterscheidung machen: Man nimmt zunichst an, es gelte
A, und leitet daraus etwa € her. Wenn ferner aus der Annahme der
Giiltigkeit von B ebenfalls € sich herleiten 1a8t, dann gilt € iiberhaupt,
d. h. nunmehr unabhingig von beiden Annahmen (vgl 1.1).

AE: Wenn Fa fiir , beliebiges a“ bewiesen ist, so gilt yxFz. Die
Voraussetzung, daB a ,,ganz beliebig” ist, liBt sich genauer so aus-
driicken: & a darf von keiner Annahme abhingen, in welcher die Gegen-
standsvariable a vorkommt. Und dies, zusammen mit der selbstverstind-
lichen Forderung, dafl in Fx das a von Fa iiberall, wo es vorkam,
durch x ersetzt sein muB, ist genau der auf die A F beziigliche Teil der
obigen ,,Variablenbedingung®.

EB: Man hat 3x&x. Dann sagt man: Sei a ein solcher Gegen-
stand, fiir den § gilt. D.h. man nimmt an: Es gelte Fa. (Natiirlich
muBl man fiir ¢ eine Gegenstandsvariable nehmen, die in 3x§=x noch
nicht vorkam.) Hat man auf Grund dieser Annahme eine Aussage €
bewiesen, welche a nicht mehr enthélt und auch nicht von einer sonstigen
a enthaltenden Annahme abhingt, so ist € unabhéingig von der Annahme Fa
bewiesen. Mit dem Gesagten wurde der die E B betreffende Teil der
»Variablenbedingung ausgesprochen. (Eine gewisse Analogie besteht
zwischen E B und OB, wie ja iiberhaupt das Es-gibt-Zeichen die Ver-
allgemeinerung des V, das Allzeichen die des & ist.)

NB: % und ~ U bedeutet einen Widerspruch, und ein solcher kann
nicht zutreffen (Satz vom Widerspruch). Dies wird formal durch die
SchluBlfigur N B wiedergegeben, wobei A ,den Widerspruch®, ,das
Falsche” bezeichnet.

NE: (reductio ad absurdum.) Wenn aus einer Annahme U etwas
Falsches (A) folgt, so ist A nicht richtig, d. h. es gilt — A

Das Schema %z Wenn etwas Falsches gilt, so gilt jede beliebige

Aussage.

Die iibrigen SchluBfigurenschemata sind wohl leicht zu deuten.
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§ 4.
Schreibung der drei Beispiele aus § 1 als N .J-Herleitungen,
Das erste Béispiel (1.1):

1 1
0 XVYOEszg:’;;, AT W%EE
Xv(Y&z) XVDNE&EXVZ EVNEXVZ) g,
XV N&X Y2 .

XV (YEZ)>(XV V)& (X V 2)
Bei diesem Beispiel diirfte die stammbaumférmige Anordnung insofern
etwas kiinstlich erscheinen, als durch sie z. B. das Nachfolgen der Fall-
unterscheidung X, Y&Z nach der Feststelling von X v (Y &2Z) ver-
loren geht.
Das zweite Beispiel (1.2):

1
vyFay , »
Fab EE
9 gzF b
3avyFay vyazFeypp,
vyszFay FE2
@azvyFry)o(vyazFzy)

Auch hier wiirde bei linearer Anordnung naturgemiB die Annahme
der E B nach deren linker Oberformel folgen, wie es in §1 bei diesem
Beispiel geschehen ist.

Das dritte Beispiel (1.3):

2
Fa pp 1
3zF 2 “g3zFzx
X NB
“=Fa VE2
vi—ry 4t
VY Y FE1

(TazFz)o(vy—~ Fy)

§5.
Einige Bemerkungen zum Kalkiil ¥ .. Der Kalkill ¥ K.
5.1. Der Kalkill NJ hat manche formale Unschonheiten. Diesen
stehen etwa folgende Vorteile gegeniiber:
5.11. Die weitgehende Anpassung an das wirkliche SchlieBen, von
der wir ja ausgegangen sind. Daher ist der Kalkiil insbesondere zur
Formalisierung mathematischer Beweise geeignet.
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5.12. Die Herleitungen fiir richtige Formeln sind in diesem Kalkiil
fast durchweg kiirzer als in den logistischen Kalkillen. Das beruht im
wesentlichen darauf, daB bei logistischen Herleitungen ein und dieselbe
Formel meist eine Reihe von Malen (als Teil anderer Formeln) auftritt,
wihrend dies bei N J-Herleitungen nur in geringem MaBle der Fall ist.

5.13. Die oben angewandte Bezeichnung der einzelnen Schluffiguren
(2.21) 148t erkennen, daB hier eine beachtenswerte Systematik vorliegt.
Zu jedem der logischen Zeichen &, V/, v, 3, D, ~ gehért genau eine
SchluBfigur, die das Zeichen — als duBerstes Zeichen einer Formel —
,,einfithrt”, und eine, die es ,,beseitigt*; die Duplizitit der SchluBfiguren
U B und O E bedeutet eine belanglose, rein duBerliche Abweichung. Die
Einfiihrungen stellen sozusagen die ,,Definitionen® der betreffenden Zeichen
dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Konsequenzen hiervon,
was sich etwa so ausdriicken 1aB8t: Bei der Beseitigung eines Zeichens
darf die betreffende Formel, um deren duBerstes Zeichen es sich handelt,
nur ,als das benutzt werden, was sie auf Grund der Einfihrung dieses
Zeichens bedeutet”. TEin Beispiel mdge verdeutlichen, wie das gemeint
ist: Die Formel A > B durfte eingefiihrt werden, wenn eine Herleitung
von B aus der Annahmeformel ¥ vorlag. Will man sie nun mit Be-
seitigung des Zeichens D wieder verwenden [natiirlich sind auch Ver-
wendungen zur Bildung lingerer Formeln, wie etwa (D B) V €, OE,
méglich], so kann man das gerade in der Weise tun, dafl man aus einem
bewiesenen A sofort B schlieBt, denn A > B dokumentiert ja das Be-
stehen einer Herleitung von 8B aus %. Wohlgemerkt: Es braucht hierbei
nicht auf einen ,,inhaltlichen Sinn“ des Zeichens D Bezug genommen zu
werden.

Durch Priizisierung dieser Gedanken diirfte es moglich sein, die
B-Schliisse auf Grund gewisser Anforderungen als eindeutige Funktionen
der zugehérigen E-Schliisse nachzuweisen.

5.2. Die Negation 1aBt sich in unserem Kalkiil eliminieren, indem
man —~ U als Abkiirzung fiir %> A ansieht. Dies ist zuldssig, denn:
Wenn man in einer N J-Herleitung alle Nicht-Zeichen beseitigt, indem
man jedes — U jeweils durch A> A ersetat, so entsteht wieder eine NJ-
Herleitung (dabei werden die SchluBfiguren N E und N B zu Spezialfillen
von FE und F B), und umgekehrt: Wenn man in einer N J-Herleitung
jedes A > A jeweils durch = U ersetzt, so entsteht ebenfalls wieder eine
N J-Herleitung.

Das SchluBfigurenschema % nimmt eine Sonderstellung unter den

Schemata ein, es gehort nicht zu einem logischen Zeichen, sondern zu
dem Aussagezeichen A.
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5.3. Der ,,8atz vom ausgeschlossenen Dritten” und der Kal-
kil NK.

Aus dem Kalkiil ¥ J entsteht ein vollstindiger klassischer Kalkill N K
darch Hinzuftigung des ,,Satzes vom ausgeschlossenen Dritten” (tertium
non datur), d. h.: Man li8t als Anfangsformeln der Herleitung auBer den
Annahmeformeln noch ,,Grundformeln‘ der Gestalt A v —~ A, wobei fiir
A eine beliebige Formel einzusetzen ist, zu.

Wir haben hiermit rein &uflerlich dem Satz vom ausgeschlossenen
Dritten eine Sonderstellung eingerfiumt, und zwar deswegen, weil wir
diese Formulierung fiir die ,natiirlichste’ hielten. Es wire durchaus
moglich, an Stelle des Grundformelnschemas % \/ —~ A ein neues SchluB-
; A (analog zu Hilbert und Heyting).
Doch diese SchluBfigur fillt insofern noch immer aus dem Rahmen der
N J-SchluBfiguren heraus, als sie eine neue Negationsbeseitigung darstellt,
deren Zulissigkeit keineswegs aus der Art der Nicht-Zeichen-Einfiihrung
durch die N E hervorgeht.

-
figurenschema zuzulassen, etwa

N III. Abschnitt.
Die Schlubweisenkalkiile LJ, LK und der Hauptsatz.
§1.

Die Kalkiile ZJ und L K.
(Logistischer intuitionistischer und klassischer Kalkiil.)

1.1. Vorbemerkungen zur Aufstellung der Kalkille LJ und LK.

Wir wollen einen SchluBweisenkalkiil (fiir die Pridikatenlogik) auf-
stellen, der einerseits ;logistisch® ist, in welchem also die Herleitungen
keine Annahmeformeln wie beim Kalkiill NJ enthalten, der andererseits
jedoch von dem Kalkiil NJ die Einteilung der SchluBweisen in Ein-
fithrungen und Beseitigungen der einzelnen logischen Zeichen iibernimmt.

Das naheliegendste Verfahren, um aus einer NJ-Herleitung eine
logistische Herleitung zu machen, ist dieses: Man ersetzt eine H-Formel B,
welche von den Annahmeformeln %, ..., %, abhingt, durch die neue
Formel (¥, & ... & A,) © B. Dies geschehe mit simtlichen H-Formeln.

So erhdlt man Formeln, die schon fiir sich richtig sind, deren
Richtigkeit also nicht mehr von der Giiltigkeit gewisser Annahmeformeln
abhingt. Nun kommen aber auf diese Weise neue logische Zeichen
& und D hinzu, diese wiirden zusitzliche SchluSfiguren fiir & und o
erfordern und damit die ganze Einfihrungs- und Beseitigungssystematik
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storen. Aus diesem Grunde haben wir den Begriff der Sequenz (I1,2.3)
eingefithrt. Wir schreiben also anstatt einer Formel (U, & ... & %) D B
die Sequenz

A, ..., U, —~ B.

Diese unterscheidet sich ibrer inhaltlichen Bedeutung nach nicht von
der Formel, sondern nur hinsichtlich ihrer formalen Struktur (vgl. I, 2.4).

Auch jetzt brauchen wir neue Schlufifiguren, welche sich nicht in
die Einfiihrungs- und Beseitigungssystematik einfiigen; wir haben aber
den Vorteil, daf wir diesen eine Sonderstellung einriumen koénnen, da
sie sich nicht mehr auf logische Zeichen, sondern auf die Struktur der
Sequenzen bezichen. Wir nennen diese daher ,,Struktur-SchluBfiguren®,
die anderen ,,Logische-Zeichen-SchluBfiguren‘.

In dem klassischen Kalkil NK nahm der Satz vom aus-
geschlossenen Dritten eine Sonderstellung unter den SchluBweisen ein
(II, 5. 3), indem er sich der Einfithrungs- und Beseitigungssystematik nicht
einfiigte. Bei dem im folgenden anzugebenden logistischen klassischen
Kalkill LK wird diese Sonderstellung aufgehoben. Das wird dadurch
ermdglicht, daB wir Sequenzen mit mehreren Formeln im Sukzedens
zulassen, wihrend der soeben angegebene Ubergang vom Kalkill NJ her
- uns nur auf Sequenzen mit einer Formel im Sukzedens fithrte. (Uber
die inhaltliche Bedeutung der allgemeinen Sequenzen siehe I,2.4.) Die
damit erreichte Symmetrie erweist sich als fiir die klassische Logik an-
gemessener. Dagegen bleibt fiir den intuitionistischen Kalkiil LJ die
Beschrankung auf Rochstens eine Formel im Sukzedens bestehen. (Siehe
unten. — Ein leeres Sukzedens bedeutet dasselbe, wie wenn A im Suk-
zedens stinde.)

Hiermit haben wir einige Gesichtspunkte zur Begriindung der Auf-
stellung der folgenden Kalkiile angegeben. Im wesentlichen ist ihre
Form jedoch durch die Riicksicht auf den nachher zu beweisenden
»Hauptsatz* (§ 2) bestimmt und kann daher vorldufig nicht niher be-
griindet werden.

1.2. Nunmehr erkliren wir die Begriffe L K-Herleitung und LJ-Her-
leitung wie folgt:

Eine LJ- bzw. LK-Herleitung besteht aus Sequenzen in stamm-
baumférmiger (I, 3.3) Anordnung.

Die Anfangssequenzen der Herleitung sind Grundsequenzen
der Form

DD,
wobei ® eine beliebige Formel sein kann.

Jede SchiuBfigur der Herleitung geht aus einem der untenstehenden
Schemata durch eine Einsetzung folgender Art hervor (vgl. II, 2.21):
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Fir %A, B, D, € setzt man beliebige Formeln ein, fir vxFz bzw.
3xFx eine beliebige Formel mit v bzw. 3 als duBerstem Zeichen, x be-
zeichne die zugehorige gebundene Gegenstandsvariable, fiir & a diejenige
Formel, welche aus Fx entsteht, indem man die gebundene Gegenstands-
variable x fiiberall, wo sie vorkommt, durch die freie Gegenstands-
variable a ersetzt.

Fir I', 4, ©, A sind beliebige (eventuell leere) Reihen von Formeln,
durch Kommata getrennt, einzusetzen.

Ferner gilt filr LJ-SchluBfiguren folgende Einschrinkung (und
dies ist der einzige Punkt, in welchem sich die Begriffe LJ- und LK-
Herleitung unterscheiden):

,Jm Sukzedens jeder H-Sequenz darf nicht mehr als eine S-Formel
vorkommen.“ —

Die Bezeichnungen der einzelnen Schemata fiir Logische-Zeichen-SchluB3-
figuren, UES, UEA usw. sollen bedeuten: Eine nach dem Schema ge-
bildete SchluBfigur ist eine Und-(U), Oder-(0), All-(4), Es-gibt-(E),
Nicht-(N) bzw. Folgt-(F)-Zeichen-Einfithrung (E) im Sukzedens (8) bzw.
Antezedens (A4).

Die SchlufB{figuren-Schemata.
1.21. Schemata fiir Struktur-SchluBfiguren:

Verdiinnung:

. Ir'—-e . -0

im Antezedens: BT 6 im Sukzedens: 6.7
Zusammenziehung:

. . 9,9, I'~6 . . I'—6,9,D

im Antezedens: B Irse im Sukzedens: e
Vertauschung:

. 4,0,CI'-6 . . I'-6,€D,4

im Antezedens: “Am s M Sukzedens: m S

. I'-6,% D,4-41
Schnitt: T A6 4

1.22. Schemata fiir Logische-Zeichen-SchluBfiguren:
UES'F_)@’%{ '+ 06,8 AT—-6 B,I->6
T I'-6,%U8B ; AV B, I'>06

NI -6 %,F»@i OES‘PA@,‘ZI Ir-e0,%
N&EB, 'O N&EB, I~ 6O | ‘I'-60,AVB8I-060,AY 3B
I'—=6, §a i _ Fa, '+ 6O
I'>0,yxgx é EEA 3:%x, [~ 6

g OEA:

UEA:

4ES:
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Variablenbedingung: Die in den beiden letzten Schemata mit a
bezeichnete Gegenstandsvariable, wir nennen sie die Eigenvariable der
AES bzw. EEA, darf in der Untersequenz der Schluffigur nicht vor-
kommen (also nicht in I', & und Fz).

T I'- 0, Fa
ABA: 227 g BES: g St

A T—->0 R Ir—-e,9%
NES: BLTo o | NEAigrg

A0, B I-6,9 B, A4
FES: —r—pauss TP gser 4564

1. 3. Beispiel einer LJ-Herleitung (nach II,4.3):

qzFz—~32Fx

Fo —~Fa —gzFz, 3zFz—~>

Fa—->3gzFz qzFz, 732F 2 —

Fa, 73z Fz -~ NES
~azFz—~ 7 Fa

AES

~g3zFz—~vyy " Fy FES

—(73zFz)o(vy 7 Fy)

NEA
Vertauschung
Schnitt

1. 4. Beispiel einer L K-Herleitung (Herleitung des ,,Satzes vom aus-
geschlossenen Dritten®):

4—- A
- 4,74
A4, Ay~ A
- Av—A4, A
> AV 7A, AV 7A

NES

OES

Vertauschung

OES
Zusammenziehung

§2.
Einige Bemerkungen zu den Kalkiilen ZJ und LK. — Der Hauptsatz.

(Von den Bemerkungen 2.1 bis 2.3 werden wir weiterhin keinen
Gebrauch machen.)

2.1. Die Schemata sind nicht alle voneinander unabhingig, d. h. man
konnte einige mit Hilfe der iibrigen ersetzen. Wiirden wir jedoch diese
weglassen, so wire der ,Hauptsatz® nicht mehr giltig.

2.2. Uberhaupt kénnte man, wenn man auf den Hauptsatz keinen
Wert legte, die Kalkiile in mancher Hinsicht vereinfachen.- So sei

kurz darauf hingewiesen, da8 sich im Kalkill LK die SchluBfiguren UES,
Mathematische Zeitschrift. 39. 13
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OEA, UEA, OES, AEA, EES, NES, NEA und FE A durch Grund-
sequenzen nach folgenden Schemata ersetzen lieSen:
AB->AESB AVB-UAB AEB A
A&EB—~ B A-AV B B->-AV B vigxz—> Fa
Fa—>3xFx ~> U, 7 A (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
7 U, A~ (Satz vom Widerspruch) UA>B, A~ B.

Die Aquivalenz der Grundsequenzen mit den SchluBfiguren ist leicht
zZu zeigen.

Fiir den Kalkiil LJ besteht dieselbe Moglichkeit, ausgenommen fiir
die SchluBifiguren OEA4 und NES, da ja die LJ-H-Sequenzen nicht
zwei S-Formeln im Sukzedens haben diirfen (vgl. hierzu V. Abschnitt, § 5).

2.3. Der Unterschied zwischen intuitionistischer und klassi-
scher Logik ist bei den Kalkillen LJ und LK #uBlerlich ganz anderer
Art als bei NJ und NK. Dort bestand er in Weglassung bzw. Hinzu-
nahme des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, wahrend er hier durch
die Sukzedensbedingung ausgedriickt wird. (DaB beide Unterscheidungen
iquivalent sind, werden die Aquivalenzbeweise fiir alle behandelten Kal-
kiile, im V. Abschnitt, ergeben.)

2.4. Der Kalkiil LK ist, wenn man FES und FEA weglift,
spiegelbildlich-symmetrisch in folgendem Sinne: Wenn man alle
Sequenzen einer L K-Herleitung (in der das Zeichen O nicht vorkommt)
umgekehrt schreibt, d.h. fir %, ..., A, - B, ..., B, jeweils B,, ...,
B, > Wy, ..., A, setzt, sowie bei SchluBfiguren mit zwei Obersequenzen die
rechte und linke Obersequenz mitsamt ihren Herleitungen vertauscht, ferner
jedes vorkommende & durch V, vy durch 3, V durch & und 3 durch v
ersetzt (bei Ersetzung von & durch V und umgekehrt hat man noch
die beiden Erstreckungsbereiche des Zeichens zu vertauschen, also z. B.
BV A fir AEB zu setzen), so entsteht wieder eine L K-Herleitung.

Dies ist unmittelbar aus den Schemata ersichtlich. (Bei deren An-
ordnung ist auf die Symmetrie besondere Riicksicht genommen worden.)

(Vgl. das Dualitatsprinzip bei H.-A., 8. 62.)

2.41. Das Zeichen > kann man beim Kalkil NK iiberhaupt in
bekannter Weise entbehren, indem man % o 8B als Abkiirzung fir
(=A) V B ansieht; es ist leicht nachzupriifen, daB sich dann die Sche-
mata fiir FES und FEA durch die Schemata fir \/ und — ersetzen
lassen.

Fiir den Kalkiil NJ gilt nichts entsprechendes.

2.5. Die fiir uns wichtigste Tatsache iiber die Kalkiile LJ und LK
ist der folgende
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Hauptsatz: Jede LJ- bzw. LK-Herleitung liBt sich in eine LJ-
bzw. LK-Herleitung mit der gleichen Endsequenz umwandeln, in welcher
die als ,,Schnitt” bezeichnete SchluBfigur nicht vorkommt,

2.51. Der Beweis folgt in § 3.

Um die Bedeutung des Satzes klarer hervortreten zu lassen, be-
weisen wir einen einfachen Zusatz (2.51 3).

Dazu fithren wir einige (im folgenden oftmals benstigte) Ausdrucks-
weisen im Zusammenhang mit den Logische-Zeichen-SchluBfiguren ein:

2.511. Diejenige S-Formel, welche im Schema das logische Zeichen
enthilt, nennen wir die Hauptformel der SchluBfigur.

Das ist also die S-Formel der Gestalt A & B bei UES, UEA;
AV B bei OES, OEA; yxFx bei AES, AEA; 3xFx bei EES,
EEA, A bei NES, NEA4 und A5 B bei FES, FEA.

Die in den Schemata mit %, B, & a bezeichneten S-Formeln nennen
wir die Nebenformeln der betreffenden SchluBfigur.

Sie sind stets Teilformeln der Hauptformel (nach der Teilformel-
definition unter I, 2.2).

2.512. Nun kénnen wir aus den SchluBfigurenschemata die folgenden
Tatsachen leicht ablesen:

Die Hauptformel steht immer in der Untersequenz, die Neben-
formeln stehen immer in den Obersequenzen einer Logische-Zeichen-
SchluBfigur.

Kommt eine Formel in einer Obersequenz einer beliebigen Schluf-
figur als S-Formel vor, und ist sie hier nicht Nebenformel oder das ©
eines Schnittes, so kommt sie auch in der Untersequenz als S-Formel vor.

Aus diesen beiden Tatsachen ergibt sich:

Kommt in einer LJ- oder L K-Herleitung irgendwo eine Formel als
S-Formel vor, und verfolgt man den Herleitungsfaden von der be-
treffenden Sequenz bis zur Endsequenz, so kann in diesem Faden die
Formel nur dann verschwinden, wenn sie das D eines Schnittes oder die
Nebenformel einer Logische-Zeichen-Schlufifigur ist. In letzterem Falle
tritt dafiir in der nichsten Sequenz die Hauptformel der Schlubfigur
auf, von dieser ist jene eine Teilformel. Auf die Hauptformel kann man
dann, nach unten fortschreitend, dieselbe Betrachtung anwenden usw.
So ergibt sich der folgende

2.513. Zusatz zum Hauptsatz (Teilformeln-Eigenschaft):
In einer LJ- bzw. L K-Herleitung ohne Schnitte sind alle vorkommenden
H-S-Formeln Teilformelnderin der Endsequenz auftretenden S-Formeln.

2.514. Anschaulich gesprochen, kann man die beschriebenen Eigen-
schaften der Herleitung ohne Schnitte etwa so ausdriicken: Die S-Formeln
werden nach unten zu immer linger, niemals kiirzer. Man baut sozu-

13+#
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sagen das Endergebnis aus seinen Bestandteilen heraus allmihlich auf.
Der durch die Herleitung dargestellte Beweis macht keine Umwege, es
kommen nur solche Begriffe darin vor, welche auch in dem Endergebnis
vorkommen (vgl. die Ubersicht am Anfang dieser Abhandlung).

Beispiel. Die oben angegebene Herleitung (1.3) fiir — (32 Fz)
D (vy 7 Fy) 1a86 sich ohne Schnitte etwa so schreiben:

Fa—>Fa EES
Fa—+3gzFx
“32Fx, Fa —~ Z‘Z% h
uschung

Fa, 7 qaFz—~
und weiter wie oben.

§3.
Beweis des Hauptsatzes,

Der Hauptsatz lautete:

Jede LJ- bzw. LK-Herleitung 148t sich in eine LJ- bzw. L K-Her-
leitung mit gleicher Endsequenz umwandeln, in welcher keine Schnitte
vorkommen.

3.1. Beweis des Hauptsatzes fiir LK-Herleitungen.

Wir fithren (zur Erleichterung des Beweises) eine neue SchluBfigur
ein, welche eine Abwandlung des Schnittes darstellt, wir nennen sie

»Mischung®.
Das Schema hierfiir lautet:
I'-6 A-4
I, A* - 0% 4"

Dabei sind fiir @ und A4 solche Reihen von Formeln, durch Kommata
getrennt, einzusetzen, in welchen eine Formel der Gestalt M, wir nennen
sie die ,,Mischformel”, jeweils mindestens einmal (als Glied der Reihe)
auftritt; fir @* und A4* sind dieselben Formelreihen einzusetzen, jedoch
mit Weglassung samtlicher (als Glieder der Reihe) vorkommenden Formeln
der Gestalt M (M kann eine beliebige Formel sein). Fiir I" und A sind,
wie iiblich, beliebige (eventuell leere) Reihen von Formeln, durch Kommata
getrennt, einzusetzen.

Beispiel einer Mischung:

4B, -4 BvyC, B, B, D, B—->
4, BvC, D~ —~4 :

B ist die Mischformel,

Offenbar 158t sich jeder Schuitt in eine Mischung mit anschheﬁenden
Verdiinnungen und Vertauschungen umwandeln. (Ferner 1i8t.sich um-
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gekehrt jede Mischung in einen Schnitt mit vorangehenden Vertauschungen
und Zusammenziehungen umwandeln, was wir nicht braunchen.)

Wir betrachten im folgenden nur noch Herleitungen, in denen keine
Schnitte, dafiir aber Mischungen vorkommen diirfen.

Da sich Herleitungen im alten Sinne in solche umwandeln lassen,
geniigt es zum Beweis des Hauptsatzes, zu zeigen, daB sich eine solche
Herleitung in eine Herleitung ohne Mischungen umwandeln la8t.

Es geniigt ferner bereits der folgende

Hilfssatz: Eine Herleitung, die eine Mischung als unterste SchiuB-
figur hat, und sonst keine Mischungen enthilt, 1iBt sich in eine Her-
leitung (mit gleicher Endsequenz), in der keine Mischungen vorkommen,
umwandeln.

Hieraus folgt der ganze Satz leicht so:

In einer beliebigen Herleitung betrachte man eine Mischung, iiber
deren Untersequenz keine weitere Mischung vorkommt. Die Herleitung
fiir diese Untersequenz ist dann von der im Hilfssatz genannten Art, sie
158t sich also so umwandeln, dal in ihr keine Mischung mehr vorkommt.
Dabei bleibt der iibrige Teil der Gesamtherleitung unverindert. Dann
wiederholt man dieses Verfahren und schafft so der Reihe nach simtliche
Mischungen weg. :

Jetzt brauchen wir also nur noch den

Beweis des Hilfssatzes. (Dieser erstreckt sich bis 3.2 aus-
schlieBlich.)

Wir haben eine Herleitung zu behandeln, die eine Mischung als
unterste SchluBfigur hat und sonst keine Mischungen enthilt.

Als ,,Grad der Herleitung bezeichnen wir den Grad der Misch-
formel. (Definiert unter I, 2.2.)

Als ,Rang der Herleitung® bezeichnen wir die Summe der rechten
Rangzahl und linken Rangzahl. Diese beiden erkliren wir so:

Die linke Rangzahl ist die gréBte Anzahl von in einem Faden an-
einander anschlieBenden Sequenzen, deren unterste die linke Obersequenz
der Mischung ist, und von denen jede im Sukzedens die Mischformel
enthilt.

Die rechte Rangzahl ist (entsprechend) die grofte Anzahl von in
cinem Faden aneinander anschlieBenden Sequenzen, deren unterste die
rechte Obersequenz der Mischung ist, und von depen jede im Ante-
zedens die Mischformel enthilt.

Der mindest mégliche Rang ist offenbar 2.

Zum Beweis des Hilfssatzes machen wir zwei vollstindige Induktionen,
nach dem Grad y und dem Rang ¢ der Herleitung. D.h.:
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Wir beweisen den Satz fiir eine Herleitung mit dem Grad y, und
nehmen dabei an, da8 er fiir Herleitungen kleineren Grades (sofern es
solche gibt, d.h. sofern ¢ nicht gleich 0 ist), schon giltig sei, daf also
solche Herleitungen sich bereits in Herleitungen ohne Mischungen um-
wandeln lassen.

Ferner behandeln wir zunichst den Fall, dafl der Rang ¢ der Her-
leitung gleich 2 ist (3.11), und danach den Fall, dafl o > 2 ist (3.12),
wobel wir annehmen, dal der Satz fiir Herleitungen desselben Grades,
jedoch kleineren Ranges, ebenfalls schon giiltig sei.

Im folgenden sollen, wie bisher, grofe deutsche Buchstaben stets als
Mitteilungszeichen fiir Formeln, groBe griechische Buchstaben als Mit-
teilungszeichen fiir (evtl. leere) Reihen von Formeln dienen.

Bei der Umwandlung der Herleitung werden gelegentlich ,,identische
SchluBfiguren auftreten, d. h. SchluBfiguren mit gleicher Ober- und
Untersequenz. Da wir solche in unserem Kalkiil nicht zugelassen haben,
sind sie in jedem Falle sofort wegzuschaffen, was trivialerweise dadurch
mdglich ist, daf man eine der beiden Sequenzen fortlaft.

Die Mischformel zu der am Ende der Herleitung stehenden Mischung
bezeichnen wir mit M. Sie hat den Grad y.

3.10. Umbennung von freien (Gegenstandsvariablen als Vor-
bereitung zur Umwandlung der Herleitung.

Wir wollen erreichen, daf die Herleitung folgende Eigenschaften hat:

3.101. Fiir jede AES (bzw. EE 4) gilt: Thre Eigenvariable kommt
in der Herleitung nur in Sequenzen iiber der Untersequenz der 4ES
(bzw. E E A) vor, und kommt ferner in keiner anderen AES oder EEA
als deren Eigenvariable vor.

3.102. Dies gelingt durch die ‘folgende Umbenennung von freien
Gegenstandsvariablen:

Wir nehmen eine 4ES bzw. EEA vor, iiber deren Untersequenz
keine weiteren SchluBfiguren dieser Art oder hdchstens solche, die wir
schon in der anzugebenden Weise behandelt haben, stehen.

Deren Eigenvariable ersetzen wir in allen Sequenzen iiber der Unter-
sequenz dieser SchluBifigur durch ein und dieselbe bisher in der Herleitung
noch nicht vorkommende freie Gegenstandsvariable. — Hierbei bleibt die
AES bzw. EEA selbst korrekt, wie leicht ersichtlich. (Die Eigenvariable
kam ja in ihrer Untersequenz nicht vor.) Ferner bleibt die iibrige Her-
leitung korrekt auf Grund der gleich folgenden Hilfsbehauptung.

Indem wir dieses Verfahren fiir jede einzelne AES und EEA der
Reihe nach durchfiihren, bleibt also die Herleitung jedesmal korrekt und
hat zum SchluB offenbar die gewiinschte Eigenschaft (3.101). Ferner sind,
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was wesentlich ist, Grad und Rang der Herleitung, sowie ihre Endsequenz,
“unverindert geblieben.

3.103. Wir fithren jetzt den noch ausstehenden Beweis der folgenden
Hilfsbehauptung:

(Wir fassen diese etwas allgemeiner, als fiir die vorliegende Anwendung
nétig wire, da wir sie an anderer Stelle (3.11 3.33) noch einmal ge-
brauchen werden.)

,,Bine LK - Grundsequenz oder -Schlufigur geht in eine Grundsequenz
oder SchluBfigur derselben Art iber, wenn man eine freie Gegenstands-
variable, die nicht die Eigenvariable der SchluBfigur ist, iiberall wo
sie in der Grundsequenz bzw. Schluffigur vorkommt, durch ein und die-
selbe freie Gegenstandsvariable ersetzt, vorausgesetzt, daBl diese ebenfalls
nicht die Eigenvariable der SchluBfigur ist.”

Dies ist trivial auBer fir AES, 4EA, EES und EEA. Doch
auch in diesen Fillen ist alles in Ordnung: Die Variablenbedingung namlich
ist nicht gefihrdet, da man nicht die Eigenvariable einsetzen darf, und
nichts fiir die Eigenvariable einsetzen darf. (Aus diesem Grunde sind
beide Einschrinkungen notwendig.) Ferner geht die aus & a entstehende
Formel wieder aus der aus & x entstehenden Formel durch Einsetzen von
a fir ¥ hervor. —

Nach dem vorbereitenden Schritt (3.10) folgt nun die eigentliche
Umwandlung der Herleitung zwecks Wegschatfung der in ihr vorkommenden
Mischung.

Wie schon bemerkt, unterscheiden wir die beiden Fille p = 2 (3.11)
und o> 2 (3.12).

3.11. Es sei p = 2.

Wir werden eine Anzahl von Einzelfallen unterscheiden. Davon sind
die Falle 3.111, 3.112,3.11 3.1, 3.11 3.2 besonders einfacher Natur,
hier 158t sich ndmlich die Mischung sofort ganz wegschaffen. Die iibrigen
Fille (3.11 3.3) sind die wichtigeren, bei ihrer Behandlung kommt der
Grundgedanke der ganzen Umwandlung zum Ausdruck. Hier wenden wir
die Induktionsannahme beziiglich y an, d.h. wir fithren jeden der Fille
auf die Erledigung von Herleitungen kleineren Grades zuriick.

3.111. Die linke Obersequenz der Mischung am Ende der Herleitung
sei eine Grundsequenz. Dann lautet die Mischung:

M—-M 44
M, A4* =4

Man wandelt sie um zu:

A4 —~A4 evtl. mehrmalige Vertauschung
M, A* - A und Zusammenziehung. -



200 G. Gentzen.

Der Herleitungsteil iiber A4 -~ bleibt derselbe. Wir haben jetzt
bereits eine Herleitung ohne eine Mischung.

3.112. Die rechte Obersequenz der Mischung sei eine Grundsequenz.
Dieser Fall erledigt sich symmetrisch zum vorigen, man hat nur die beiden
Schemata ,,spiegelbildlich“ zu betrachten. (Vgl. 2.4.)

3.113. Weder die linke noch die rechte Obersequenz der Mischung
sei eine Grundsequenz. Dann sind beide also Untersequenzen von
SchluBfiguren. Da o = 2 ist, so ist die rechte und die linke Rangzahl
gleich 1, d. h.: in den direkt iiber der linken Obersequenz der Mischung
stehenden Sequenzen kommt die Mischformel 9%t nicht im Sukzedens,
in den direkt iiber der rechten Obersequenz stehenden Sequenzen kommt
M nicht im Antezedens vor.

Nun gilt allgemein: Kommt eine Formel im Antezedens bzw. Suk-
zedens der Untersequenz einer Schluifigur vor, so ist sie entweder Haupt-
formel oder das D einer Verdiinnung, oder aber sie kommt auch in
mindestens einer Obersequenz der SchluBfigur im Antezedens bzw. Suk-
zedens vor,

Das ist unmittelbar aus den SchluBfigurenschemata (1.21, 1.22) ab-
zulesen.

Betrachtet man nun die Voraussetzungen der folgenden drei Fille,
so ist leicht ersichtlich, daB diese simtliche innerhalb des Falles 3.113
bestehenden Moglichkeiten erschopfen.,

3.11 3.1. Die linke Obersequenz der Mischung sei Untersequenz einer
Verdiinnung. Das Ende der Herleitung lautet also:
-0
I'-60, M A=A
I, 4*%—=6,4

.

Man wandelt es um zu:
Ir-e

I, 4%—~0,4

Der Herleitungsteil iiber 4 — A fillt weg.

3.11 3.2. Die rechte Obersequenz der Mischung sei Untersequenz
einer Verdiinnung. Dieser Fall ist symmetrisch zum vorigen zu erledigen.

3.11 3.3. Die Mischformel 9 kommt im Sukzedens der linken und
im Antezedens der rechten Obersequenz der Mischung lediglich als
Hauptformel je einer Logische-Zeichen-SchluBfigur vor.

Je nachdem ob das #uBerste Zeichen von 9 (eine Formel ohne lo-
gische Zeichen kann keine Hauptformel sein) &, V, V, 3, =7, D ist,
unterscheiden wir die Falle 3.11 3.31 bis 3.11 3.36.

evtl. mehrmalige Verdiinnung und Vertauschung.
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3.11 3.31. Das iuBerste Zeichen von M sei & Dann lautet das
Ende der Herleitung:

r-e,% I -6,3 A Iy~ 06,
T oo, %gs VIS AEB, T, -6, g.Ef
T, T,>6, 6, 1sehtng

(bzw. entsprechend fiir die andere Form von UE A, Erledigung ganz
analog.) Man wandelt es um zu:

r-oe,%u Q{’Fg»ggMischung

13 %
11:1 ?‘; : Z‘: e@): evtl. mehrmalige Verdiinnung und Vertauschung.
Auf den Herleitungsteil mit der untersten Sequenz I';, I'y — 671, o,
158t sich nun die Induktionsannahme beziiglich ¥ anwenden, denn er hat
einen kleineren Grad als y. (¥ enthilt ja weniger logische Zeichen als
A&B.) Also 1aBt sich auch die ganze Herleitung in eine von Mischungen
freie Herleitung umwandeln.
3.11 3.32. Das suBerste Zeichen von 9 sei \/. Dieser Fall ist
symmetrisch zum vorigen zu erledigen.
3.11 3.33. Das auBerste Zeichen von M sei V. Dann lautet das
Ende der Herleitung:
-6, a
-6, vg:x 4ES vigsz, I, > 6O
I, I,~6,, 06,
Man wandelt es um zu:
I ¥ — 5 Minhong
7. 7.56,06, evtl. mehrmalige Verdiinnung und Vertauschung.
Uber die linke Obersequenz der Mischung, I', —~ @,, &b, schreibt
man denselben Herleitungsteil, der vorher iber I, > 0,, &a stand, doch
ersetzt man darin die freie Gegenstandsvariable a iiberall wo sie vorkommt
durch b. Aus der Hilfsbehauptung 3.103 zusammen mit 3.101 geht nun
bereits hervor, daB der Herleitungsteil iiber I', > ©,, §b hierbei wieder
in einen korrekten Herleitungsteil iibergegangen ist. (Auf Grund von
3.101kann jaweder a noch b die Eigenvariable einer in diesem Herleitungs-
teil stehenden SchluBfigur sein.) Dieselbe Betrachtung 1iBt sich auch
fiir den Teil einschlieBlich der Sequenz I', > @,, §b anwenden, da
diese aus I',  O,, Fa ebenfalls durch Einsetzen von b fiir a hervorgeht.
Letzteres sicht man folgendermaBen ein: Auf Grund der Variablenbedingung
fiir die AES konnte a in I, und @, nicht vorkommen, sowie nicht in
%x. Nun entstand ferner Fa aus Fx durch Einsetzen von q fir x, Fb

85, Iy~ 6, ypg4

? Mischung.
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aus §x durch Einsetzen von b fiir x. Daher entsteht auch b aus Fa
durch Einsetzen von b fiir a.

Die Mischformel b in der neuen Herleitung hat einen kleineren
Grad als y, also laBt sich die Mischung nach Induktionsannahme weg-
schaffen.

3.11 3.34. Das #uBerste Zeichen von I sei 3. Dieser Fall ist sym-
metrisch zum vorigen zu erledigen.

3.11 3.35. Das duBlerste Zeichen von 9 sei . Dann lautet das
Ende der Herleitung:

A I, — 0O, r,-»6,%

Fl»@l,’QINES - Iy~ 0,
r,I,—6,eo,

NEA
Mischung.

Man wandelt es um zu:
Iy~ 61)3’ Q‘IP*-) @EI’ g’ > 6, Mischung
93 1 23 1 . 'a -
tl. mehrmalige Vertausch; d Verd .
T. T.56, 0, evtl. mehrmalige Vertauschung und Verdiinnung
Die neue Mischung 1a8t sich nach Induktionsannahme wegschaffen.
3.11 3.36. Das suBerste Zeichen von M sei . Dann lautet das
Ende der Herleitung:
A I -6, B FES I'-60,.% B,4-4
Ir'—-0,q9>538 A->B, I, 46,4
Ir,r,4-6,641

Man wandelt es um zu:

ANI,—~6,,8 B, 4-4

I'-6,% €A Iy, 4* - 67, 4 .

LI 4%~ 6%, 65,4 I\fﬁchm;g lige Vertausch: d
€ . Menrmange v el uscaung un
Ir,Irda-6,e.4 Verdiinnung. ¢ ¢

(Die Sterne sind natiirlich so gemeint: 4* und ©F entstehen aus 4
und @, durch Weglassen aller S-Formeln der Gestalt 8; I'Y, 4** und ©*
entstehen aus I',, A* und @ durch Weglassen aller S-Formeln der Ge-
stalt )

Wir haben diesmal zwei Mischungen, doch beide Mischformeln sind
von Kkleinerem Grade als y. Nun wenden wir die Induktionsannahme
erst auf die obere Mischung an (d.h. auf den Herleitungsteil, dessen
unterste SchluBfigur sie ist). Diese 188t sich also wegschaffen. Danach
konnen wir ebenso die untere Mischung beseitigen.

3.12. Es sei g>2.

FEA
Mischung.

Mischung
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Wir unterscheiden zuniichst zwei Hauptfille: Die rechte Rangzahl
sei groBer als 1 (3.121), oder die rechte Rangzahl sei gleich 1 und daher
die linke groBer als 1 (3.122). Der zweite Fall wird sich im wesentlichen
symmetrisch zum ersten erledigen lassen.

3.121. Die rechte Rangzahl sei groBer als 1.

D.h.: Die rechte Obersequenz der Mischung ist Untersequenz einer
SchluBfigur, wir bezeichnen diese mit Gf, und in mindestens einer Ober-
sequenz von Sf kommt 9 im Antezedens vor.

Der Grundgedanke des Umwandlungsverfahrens ist folgender:

Wihrend der Fall p = 2 im allgemeinen auf die Erledigung von
Herleitungen kleineren Grades zuriickgefithrt wurde, werden wir jetzt
eine Zuriickfihrung auf die Erledigung von Herleitungen des gleichen
Grades, aber kleineren Ranges, unternehmen, so da8 wir dann die In-
duktionsannahme beziiglich o anwenden konnen.

Lediglich der erste Fall, 3.12 1.1, macht eine Ausnahme, hier 148t
sich nimlich die Mischung sofort ganz wegschaffen.

In den iibrigen Fillen wird die Zuriickfihrung auf Herleitungen
kleineren Ranges in folgender Weise erreicht: Man verschiebt sozusagen
die Mischung um eine Stufe nach oben, iiber die SchluBfigur Sf hinweg,
genau gesagt (als besonders deutliches Beispiel betrachte man etwa den
Fall 3.12 1.231): Die linke Obersequenz der Mischung (im folgenden stets
mit 7T — X bezeichnet), die zunichst neben der Untersequenz von
Sf steht, wird statt dessen neben die Obersequenzen von S ge-
schrieben, welche nun Obersequenzen von neuen Mischungen werden; und
die Untersequenzen dieser Mischungen dienen dann als Obersequenzen
einer neuen, an Stelle von Sf tretenden SchluBfigur, durch die wir sofort
oder nach Zufiigung weiterer SchluBfiguren wieder zu der alten End-
sequenz gelangen. Zu den neuen Mischungen gehort nun offenbar jeweils
ein Rang, der kleiner als o ist, denn die linke Rangzahl bleibt ungesndert
und die rechte vermindert sich um mindestens 1.

Bei der genauen Durchfithrung dieses Grundgedankens ergeben sich
noch verschiedene Besonderheiten, welche entsprechende Fallunterscheidungen
und Sonderbehandlungen notwendig machen.

3.121.1. M komme im Antezedens der linken Obersequenz der
Mischung vor. Das.Ende der Herleitung lautet:

II-x 44
IO, 4% - 2% 4 °

Man wandelt es um zu:

in IT kommt also 9 vor.

A—~A4 evtl. mehrmalige Verdinnung, Zusammenziehung
I, 4% > 2%, A und Vertauschung.
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3.121.2. M komme im Antezedens der linken Obersequenz der
Mischung nicht vor. (Von dieser Voraussetzung werden wir erstmalig
unter 3.12 1.222 Gebrauch machen.)

3.121.21. Gf sel eine Verdiinnung, Zusammenziehung oder Ver-
tauschung im Antezedens. Dann lautet das Ende der Herleitung:

¥ @
o-z ERL ﬁfsch
II,E* 5 2% 6 e
Man wandelt es um zu:
Im-x> ¥v-06
I, 7%~ 2% 0O
P* I > Z*, 0
g* 11> 3% 0
II, B%¥ - 2%, 0

Die unbezeichnete Schlufifigur ist von der gleichen Art wie &f, so-
fern die im Schema von &f (1.21) mit D und € bezeichneten S-Formeln
nicht gleich 9 waren. War das D oder € gleich M, so ist sie eine
identische SchluBifigur (¥* ist gleich Z¥).

Die Herleitung fiir die Untersequenz der neuen Mischung hat dieselbe
linke Rangzahl wie die alte Herleitung, wihrend ihre rechte Rangzahl
um 1 kleiner ist. Also 148t sich die Mischung nach Induktionsannahme
ganz wegschaffen.

3.121.22. &f sei eine SchluBfigur mit einer Obersequenz, doch
keine Verdiinnung, Zusammenziehung oder Vertauschung im Antezedens.
Dann lautet das Ende der Herleitung:

Y, I'>Q
I 2 ET->0
II, B%, I'* > 2%, Q,

Dabei seien in I" diejenigen S-Formeln zusammengefaft, welche auch
im Schema der Schluffigur (1.21, 1.22) mit I" bezeichnet sind. ¥ kann
also leer sein oder aus einer Nebenformel der SchluBfigur bestehen, Z
kann-leer sein oder aus der Hauptformel der SchluBfigur bestehen.

Man wandelt das Ende der Herleitung zunéichst um zu:

-2 ¥, I'-2Q

I,9*, I'* > Z* Q,
fl’ ¥ I - X% Q,
B, I'*, IT-> X% 0,

Die unterste- SchluBfigur ist offenbar eine SchluBfigur von derselben
Art wie Gf. (Man nimmt I'*, IT als das I" der Schlu$figur, und rechnet
Z* zn dem @ der SchluBfigur.) .

Mischung

evtl. mehrmalige Vertauschung
s. u.

evtl. mehrmalige Vertauschung.

<)
Mischung.

Mischung
! evtl, mehrmalige Verbauschung u. Verdiinnung,
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Etwas Aufmerksamkeit ist lediglich wegen der Variablenbedingung
erforderlich (wenn &f eine AES oder EE A ist): Diese bleibt erfiills auf
Grund von 3.101, denn hiernach kann die etwaige Eigenvariable von &f
in IT und X nicht vorgekommen sein.

In der neuen Herleitung 1aBt sich die Mischung nach Induktions-
annahme wegschaffen.

Wir erhalten also eine mischungsfreie Herleitung mit folgender Schluf3-
figur am Ende:

Y, Ir* 11 - 2% Q,
E T 0~ 2%0,

Die Endsequenz ist im allgemeinen noch nicht diejenige, welche wir
haben wollen.

Nun verfahren wir weiter wie folgt:

3.12 1.221. £ enthalte M nicht.

Dann fiigen wir noch evtl. mehrmalige Vertauschung an und erhalten
die Endsequenz der urspriinglichen Herleitung.

3.121.222. E enthalte M. Dann ist also & die Hauptformel von
Sf und gleich M. Nun fiigen wir an:

-2z Wm, I'*, IT - 2%, O, Mischun
IT, I*, II* > 2% 2% O evtl. mehrma%ge Zusammenziehung
II,I* » 2% Q, und Vertauschung.

Dies ist wiederum die Endsequenz der urspriinglichen Herleitung.

(Uber IT > X schreiben wir noch einmal die zugehdrige Herleitung.)

Wir haben nun abermals eine Mischung in der Herleitung. Die zu-
gehorige linke Rangzahl ist die gleiche wie bei der urspriinglichen Her-
leitung. Die rechte Rangzahl ist nun gleich 1. Denn direkt iiber der
rechten Obersequenz steht die Sequenz

W, I'* IT-> 2%, Q,.

In deren Antezedens kommt % nicht mehr vor. Denn I'* enthalt M
nicht, IT ebenfalls nicht wegen 3.12 1.2, und ¥ enthilt hochstens eine
Nebenformel von Gf, diese kann nicht gleich M sein, da ja die
Hauptformel von Gf gleich M ist.

Also 188t sich auch diese Mischung nach Induktionsannahme weg-
schaffen. o

3.121.23. Gf sei eine SchluBfigur mit zwei Obersequenzen, also
eine UES, OEA oder FEA.

(Mit Riicksicht auf die intuitionistische Anwendung (3. 2) behandeln
wir die einzelnen Moglichkeiten ausfithrlicher, als es fir den klassischen
Fall notig wire.) - - ‘ - .
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3.121.231. Gf sei eine UES. Dann lautet das Ende der Herleitung:

r-e.% Ir-06,%8
n-x I'->0,N&B
IIr*—-2*60,9&38

(M kommt in I" vor.) Man wandelt es um zu:
n—-x P—)'@’ﬂMischun - I'->6,%8
I, 7% > 2%,6,% 8 II*>3%0,%
I, T* > 2%,0,U&B

Beide Mischungen lassen sich nach der Induktionsannahme wegschaifen.
3.121.232. Gf sei eine O EA. Dann lautet das Ende der Herleitung:

A6 B,I'~>06
-z AV B, I'~>0O
I,y B, I'* -~ X*, 0
(A V BY* bedeute A V B oder gar nichts, je nachdem ob AV B ungleich
M ist oder gleich M.)
M kommt in I" sicher vor. (Denn sonst wire M gleich AV B, und
die rechte Rangzahl wire gleich 1, entgegen 3.121.)

Man wandelt das Ende der Herleitung zunichst um zu:

T2 IOy hung O>2 B 10 chung

LW~ 250 o, mehrmaligeVer- I,B% I~ 2%6 oy mehrmalige Ver-

A, IT, T'* -~ X*, 0 tauschg. u.Verdinng. B, II, I'* > X%, 6 tauschg. u.Verdinng.
AV B, II, I'* > 2%, 6 0Fd.

Beide Mischungen lassen sich nach der Induktionsannahme wegschaffen.

Alsdann ist das Verfahren dasselbe wie unter 3.12 1.221 und 3.12
1.222. D.h. wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem % \V B ungleich M
ist oder gleich M ; im ersten Falle fiigen wir evtl. mehrmalige Vertauschung
an und erhalten so die Endsequenz der urspriinglichen Herleitung, im
zweiten Falle fiigen wir eine Mischung mit /7 — X als linker Obersequenz
an, und erhalten durch anschlieBende (evtl.) mehrmalige Zusammen-
zichung und Vertauschung wiederum die Endsequenz der urspriinglichen
Herleitung. Die betreffende Mischung 1iBt sich wegschaffen, da die zu-
gehérige rechte Rangzahl gleich 1 ist. (Alles wie unter 3.12 1.222.)

3.12 1.233. Gf sei eine FE A. Dann lautet das Ende der Herleitung:

r-e,%4 B,4-4
I-% UASB, I, 456, 4
T, Ao B, IT'*, 4* > 2%, 0,4

3.121.233.1. M komme in I" und A4 vor.

UES
Mischung.

Mischung
UES.

OEA
Mischung.

FEA
Mischung.
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Dann wandelt man das Ende der Herleitung zundchst um zu:

I-%X B, A4

- I'-6,%,,. 11, B*, A* ~ X*, A

T T%5 %, 6, a1 sehung e 5% A
No B, I, I'* II, A* = 2% 60, Z* A

Beide Mischungen lassen sich nach der Induktionsannahme wegschaffen.
Danach folgt das gleiche Verfahren wie unter 3.12 1.221 und 3.12
1.222. (Es konnen lediglich im ersten Falle auBler Vertauschungen noch
Zusammenziehungen notwendig werden.)

3.121.23 3. 2. M komme nicht in " und in A zugleich vor. In
einem von beiden mufl I wegen 3.121 vorkommen. Wir fithren den
Fall, daB 9 in 4, doch nicht in I" vorkommt, aus, der andere erledigt
sich analog.

Mischung
{ evtl. mehrmalige Vertau-
schung und Verdiinnung

FEA4

Man wandelt das Ende der Herleitung um zu:
IIT-x B,4->4

II,B* A* > 3* A

I'-60,N B,II, 4% X* A
Ao B, LI, 4%~ 0, 2*, 4

Mischung
{ evtl. mehrmalige Vertau-
schung und Verdiinnung

Die Mischung 148t sich nach Induktionsannahme wegschaffen. Danach
folgt das gleiche Verfahren wie unter 3.12 1.221 und 3.12 1.222. (Im
zweiten Falle, also wenn A > B gleich M ist, ist die zu der neuen Mischung
gehorige rechte Rangzahl wie immer gleich 1, da ja 9 sowohl in B, I7,
A* aus den iiblichen Griinden nicht vorkommt, als auch nicht in I” gemifl
der Voraussetzung des behandelten Falles.)

3.122. Die rechte Rangzahl sei gleich 1. Dann ist die linke
Rangzahl gréBer als 1.

Dieser Fall ist im wesentlichen spiegelbildlich zu 3.121 zu erledigen.
Man muB nur auf die SchluBfiguren ohne symmetrisches Gegenstiick, nim-
lich FES und FEA, achten. Nun wurden unter 3.12 1.22 die Schlu8-
figuren Gf mit einer Obersequenz in das allgemeine Schema:

Y, I'> Q
I~ Q,
eingeordnet. Das spiegelbildliche Schema lautet:
Q-I,7
Q,~T,5"°

und diesem fiigt sich auch eine FES ohne weiteres ein. (I vertritt jetzt
die in den Schemata 1.21, 1.22 mit © bezeichneten Formeln.)
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3.12 2.1. Dagegen wollen wir den Fall, da die SchluBfigur Sf eine
FEA ist, gesondert durchfithren. Die Behandlung ist zwar ganz &hnlich
wie unter 3.12 1.233, doch nicht vollig spiegelbildlich. Also:

Das Ende der Herleitung lautet:
Ir-60,% 8,4-4
ADB, I, 46,4 FEAZ»II
AD B, [, 4, 2* -~ 0%, 4%, II
3.12 2.11. M komme in & und 4 vor.
Dann wandelt man das Ende der Herleitung um zu:

[-6% 2~ HMisehung

I, 2% — 6% W*, IT| out]. mehrmalige Vertan- B, 4 >4 X~ 11 Misch

T 2*5 6% II,% {sehung und Verdinnung @4~ 5% L, 1% J] F%szung
Q{D 58:11, 2*, A, Z* — @*, H, A*’ H {ewl-mehrmafﬁgeZusa,mmen-
A B, I, A, 2% O* A% 1] ziehung und Vertauschung

Mischung

Beide Mischungen lassen sich nach der Induktionsannahme wegschaffen.

3.12 2.12. M komme nicht in © und in A zugleich vor. In einem
von beiden muf M vorkommen. Wir fithren den Fall, daf 9t in A, doch
nicht in @ vorkommt, aus, der andere erledigt sich analog.

Man wandelt das Ende der Herleitung um zu:

B A4 10
I'-6,% 8B,4,2%>A*%11
A> B, I, 4, 2%~ 0, 4%, 11

Die Mischung 1iBt sich nach der Induktionsannahme wegschaffen. —

3.2. Beweis des Hauptsatzes fiir LJ-Herleitungen.

Um eine LJ-Herleitung in eine LJ-Herleitung ohne Schnitte um-
zuwandeln, wendet man genau das gleiche Verfahren an wie fiir
L K-Herleitungen.

Da eine LJ-Herleitung eine spezielle LK-Herleitung ist, so ist es
klar, daB sich die Umwandlungen durchfithren lassen. Wir haben uns
nur noch davon zu iiberzeugen, daB bei jedem Umwandlungsschritt aus
einer LJ-Herleitung auch wieder eine LJ-Herleitung wird; d.h. daB die
H-Sequenzen der umgewandelten Herleitung jeweils hochstens eine S-Formel
im Sukzedens haben, vorausgesetzt, daf dies zuvor der Fall war.

Wir betrachten also die einzelnen Umwandlungsschritte daraufhin.

3.21. Die Ersetzung der Schnitte durch Mischungen. Ein LJ-Schnitt
lautet: .

Mischung
FEA

I'>D D44
T A4

2
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wobei A hochstens eine S-Formel enthalt. Dieser war umzuwandeln zu:
r-» %,4-4 Mischung

I, 4* >4 evtl. mehrmalige Vertauschung und
I, A — A | Verdiinnung im Antezedens.

Bei dieser Ersetzung entsteht also wieder eine L.J-Herleitung.

3.22. Durch Umbenennung von freien Gegenstandsvariablen (3.10)
geht eine LJ-Herleitung trivialerweise wieder in eine solche iiber.

3.23. Die eigentliche Umwandlung (3.11 und 3.12).

Wir haben an jedem einzelnen der Fille 3.111 bis 3.12 2.12 nach-
zuweisen, daf durch die dort angegebenen Umwandlungen keine Sequenzen
mit mehr als einer S-Formel im Sukzedens neu auftreten.

3.231. Zunichst die Falle 3.11:

Inden Fallen 3.111,3.113.1,3.113.31,3.113.35und 3.113.36
kommen in jedem Sequenz-Sukzedens der neuen Herleitung nur solche
Formeln vor, die bereits in einem Sequenz-Sukzedens der alten Herleitung
vorkamen.

In dem Falle 1.11 3.33 gilt im wesentlichen das gleiche, doch kommt
noch eine Ersetzung von freien Gegenstandsvariablen hinzu, diese andert
natiirlich nichts an der Anzahl der Sukzedensformeln einer Sequenz.

Die Falle 3.112,3.11 3.2,3.11 3.32 und 3.11 3.34 wurden sym-
metrisch zu den Fiallen 3.111, 3.11 3.1, 3.113.31 und 3.11 3.33 be-
handelt. D.h.: Um den einen Fall aus dem anderen zu erbalten, hat man
die Schemata von rechts nach links statt von links nach rechts zu lesen
(sowie logische Zeichen zu &ndern, was hier keine Rolle spielt). In dem
einen Falle steht also genau das im Antezedens, was in dem anderen Falle
im Sukzedens steht. Nun gilt fiir die Antezedentia in den Fallen 3.111,
3.113.1,3.11 3.31 und 3.11 3.33 dasselbe wie fiir die Sukzedentia,
néimlich: Es kommen in jedem Sequenz-Antezedens der neuen Herleitung
nur solche Formeln vor, die bereits in einem Sequenz-Antezedens der
alten Herleitung vorkamen.

Damit sind die hierzu spiegelbildlichen Falle 3.112, 3.11 3.2, 3.11
3.32 und 3.11 3.34 erledigt.

3.232. Nun die Falle 3.12:

3.232.1. In den Fillen 3.121 gilt allgemein: X* ist leer, denn in
II - ¥ darf X nur eine Formel enthalten, und diese muB gleich 9 sein.

Nunmehr sieht man leicht, daf wieder in jedem Sequenz-Sukzedens
der neuen Herleitung nur solche Formeln vorkommen, die bereits in einem
Sequenz-Sukzedens der alten Herleitung vorkamen.

3.232.2. In den Fillen 3.122 ist es etwas schwieriger einzusehen,
daB aus einer LJ-Herleitung immer wieder eine LJ-Herleitung wird. Wir
Mathematisehe Zeitschrift. 39. 14
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haben, wie schon oben bei der Betrachtung spiegelbildlicher Fille, unser
Augenmerk auf die Antezedentia in den Schemata 3.121 zu richten.

Wir nehmen eine weitere Unterteilung vor.

3.23 2.21, Der zu 3.12 1.1 spiegelbildliche Fall ist trivial, es kommen
ja in jedem Sequenz-Antezedens der neuen Herleitung (im Falle 3.12 1.1)
wiederum nur solche Formeln vor, die bereits in einem Sequenz-Antezedens
der alten Herleitung vorkamen.

3.232.22. In den zu 3.12 1, 2 spiegelbildlichen Fillen lautet die
Mischung am Ende der Herleitung:

QM X1
Q2% I

dabei enthidlt I7 hochstens eine S-Formel, und 2 — 9 ist Untersequenz
einer LJ-SchluBlfigur, von der mindestens eine Obersequenz I als Suk-
zedensformel hat. Betrachten wir nun die SchluBfigurenschemata 1.2 1,
1,22, so ist leicht ersichtlich, daf eine solche SchluBfigur nur Verdiinnung,
Zusammenzichung oder Vertauschung im Antezedens, oder OEA, UEA,
EEA, AEA, FEA sein kann. Lassen wir zuniichst OEA4 und FEA
beiseite, so fallen alle diese Mdglichkeiten unter den zu 3.12 1.22 spiegel-
bildlichen Fall, und offenbar sind ¥ und = dabei immer leer. (I" ent-
spricht dem @ der SchluBifigur.) Man hat also den zu 3.12 1. 221 spiegel-
bildlichen Fall. Nun ist ferner I" gleich M, also I'* leer, und II enthilt
héchstens eine Formel. Demnach kommt in der Tat in der neuen Her-
leitung nie mehr als eine Formel im Sukzedens einer Sequenz vor.

Der Fall OE 4 ist spiegelbildlich zu 3.12 1.231. Wieder ist I" gleich
M, I'* leer, IT enthilt hochstens eine Formel, also ist alles in Ordnung.

Nun bleibt noch der Fall FEA, d. h. 3.122.1. Bei einer LJ-FEA
ist das @ des Schemas (1.22) leer. Also liegt der unter 3.122.12 aus-
gefitbrte Fall vor. A* ist ebenfalls leer, und I7 enthilt hochstens eine
Formel, also entsteht auch hier aus einer LJ-Herleitung wieder eine LJ-
Herleitung.

b4

(Eingegangen am 21. Juli 1933.)



