C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Zeitschrift

Ort: Berlin

Jahr: 1936

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN266833020_0041

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN266833020_0041

LOG Id: LOG_0041
LOG Titel: Die Widerspruchsfreiheit der Stufenlogik
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN266833020
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN266833020

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Die Widerspruehsfreiheit der Stufenlogik.

Von
Gerhard Gentzen in Géttingen,

Die Widerspruchsfreiheit der Aussagenlogz'k pilegt man durch die
Ausrecbnung der Wahrheitswerte % zu beweisen. Dje Widerspruchs-
freiheit der Pn'idz'lcatenlogi]c"‘) laBt sich durch ejne einfache Erweiterung
dieses Verfahrens nachweijsen ‘. Der Grundgedanke hierbei ist, den
Gegenstandsbereich S0 2 spezialisieren, dag O 1ur ein eingiges Element
enthilt,

die Pridikate, jedoch ohne die feinere Unterscheidung der sogenannten
»Verzweigten Typentheorie* o). Niheres in §1. Die Stufenlogile umfaBt
im wesentlichen dag System der »Principia Mathematics emnschlieflich
des ,,Auswahlaxioms“, jedoch mit AusschluB deg ,,Unendlicbkeitsaxioms“ .
Durch dje Hinzunahme dieses Axioms, g, h, durch dje Zugrundelegung
eines unendlichen, Gegenstandsbereichs, entstehen erst gie wesentlichen
Schwierigkeiten, deren Losung die Hauptaufgabe der Hilbertschen Beweis-

1) Siche etwa,; Hﬂbert-Ackerma.nn, Grundziige der theoretischen Logik, im
folgenden alg H.-A. zitiert; R, Carnap, Abrig der Logistik; H, Behmann, Maithe-
matik und Logik.

2) H.A, 8. 29--3].

3) Bei H..A. ssengerer Funktionenka,lkﬁl“ genannt,

Y) H.-A, S.65.

%) Siehe Anm. 1),

¢) Carnap, AbriB der Logistik, §.9;7. __ Ich verwende die Bezeiclmungen

Stufe* ung »1yp*™ in gleichem Sinne wie Carnap ung Behmannp (beziiglich 1 Stufe
1 Anschlu8 apn Frege),
) Vgl. B. Russel], Einfﬁhmng in die mathematische Phjlosophie.
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theorie darstellt. Bemerkenswert ist, da bei Fortlassung der Stufen-
unterscheidung schon okne das Unendlichkeitsaxiom Widerspriiche auf-
treten, z.B. die ,, Russellsche Antinomie‘®); bei Unterscheidung der Stufen
ist dies, wie der folgende Beweis zeigt, also nicht mehr méoglich.

§ L.
Formale Gestalt der Stufenlogik ®).

Deutsche und griechische Buchstaben verwende ich als Mitteilungs-
zeichen. Unter Subst A (S) verstehe ich den Ausdruck, der aus einem

Ausdruck U hervorgeht, wenn man das Zeichen b iiberall, wo es in
vorkommt, durch das Zeichen ¢ ersetzt.

1. 1. Erklarung des Begriffs ,,Formel” (formales Abbild einer Aus-
sage aus der Stufenlogik).

1.1 1. Ich bendtige freie und gebundene Variable verschiedener Stufen.
Als Variable mogen beliebige noch nicht anders verwendete Zeichen zu-
gelassen sein; es ist nur jeweils anzugeben, ob das betreffende Zeichen
eine freie oder eine gebundene Variable darstellen soll; ferner ist die
Stufe der Variablen durch einen angehingten Zahlenindex zu bezeichnen.
Stufen sind 0,1,2, 3, ....

{Inhaltlich bedeuten Variable der Stufe 0 beliebige Gegenstéinde des
Gegenstandsbereichs, Variable der Stufe 1 beliebige Eigenschaften (= ein-
stellige Pradikate) von Gegenstinden, allgemein (fiir » = 1) Variable der
Stufe » + 1 beliebige Eigenschaften von Eigenschaften der Stufe ». Die
Eigenschaften vertreten zugleich die ,Klassen (= Mengen) von Ele-
menten, auf welche die betreffende Eigenschaft zutrifft.)

Man verwendet gewshnlich noch mehrstellige Pridikate, weiterhin
Pradikate fiir solche usw., wodurch innerhalb der einzelnen Stufen noch
eine Unterteilung in verschiedene Typen von Pridikaten notwendig wird™).
Nach einer Bemerkung von Gédel™) sind diese jedoch grundsitzlich ent-
behrlich.

1.12. Ein Ausdruck der Form q,.,b,, wobel a,,; und b, beliebige
freie Variable (der durch den Index angezeigten Stufen, » = 0) sind, ist

8) H.-A., S.93.

) Vgl. K. Godel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathe-
matica und verwandter Systeme I, Monatsh. f. Math. und Phys. 88 (1931), be-
sonders §.176—178, sowie R. Carnap, Logische Syntax der Sprache (Wien 1934),
Kap. III.

10) Carnap, Abri der Logistik, Nr.13.

11) Siehe die in Anm. ?) zitierte Arbeit, S.176.
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eine Formel. (Inhaltliche Bedeutung: ,,Die Rigenschaft a,, trifft auf b,
zu* bzw.: ,,b, ist Element der Menge a,.;“)

Ist A eine Formel, so ist auch — UA eine Formel. (Inhaltliche Be-
deutung: ,,2 gilt nicht*.) Sind A und B Formeln, so sind auch A& B
6 gilt und B gilt*), A vV B (A gilt oder B gilt’y, A > B (,, wenn A
gilt, so gilt B*) und A >c B (A gilt dann und nur dann, wenn B
gilt“y Formeln.

Ist A eine Formel, in der die freie Variable a, vorkommt und die

gebundene Variable x, nicht vorkommt, so sind auch V=, Subst A (a.,\)
x

il

und Jx, Subst A (:’) Formeln. (Inhaltliche Bedeutung: ,,Subst QIC’)

gilt fiir alle x,“; bzw.: ,es gibt ein x,, so daB Subst 91(:') gilt®.)

1.1 3. Keine weiteren Ausdriicke, als solche, die gemaB 1.12 ge-
bildet sind, sind Formeln. Durch Klammern ist dafiir zu sorgen, daf
der Aufbau einer Formel eindeutig ersichtlich ist. Beispiel einer Formel:

7 3y, (a0, & V2, (059, DC 2, a4)].

a,, by, ¢, und a, seien freie Variable, y, und 2, gebundene Variable.
Fiir eine Formel oder einen Formelteil der Gestalt

va+1(xr+1rv - xv+157)’

wobei t,, 5, und %, Variable selen, kann als Abkiirzung geschrieben
werden: 1, = S,.

1.2. Erklirung des Begriffs ,,Herleitung* (formales Abbild eines Be-
weises aus der Stufenlogik).

Eine Herleitung ist eine Reihe von Formeln, von denen jede ent-
weder eine ,,Grundformel® ist oder aus irgendwelchen in der Reihe voran-
gehenden Formeln durch Anwendung einer ,,SchluBregel” hervorgeht. Die
zulissigen Grundformeln und SchluBregeln werden im folgenden an-
gegeben. )

1.21. (Aussagenlogik) Als Grundformel gilt jede Formel, die
aus einer ,immer richtigen Aussagenverbindung im Sinne von H.-A.*?)
durch Einsetzung beliebiger Formeln in unserem Sinne (1.1) fir die
,,Orundaussagen® hervorgeht. Ferner gilt die SchluBregel: Aus zwei
Formeln der Gestalt % und A o B darf die Formel B hergeleitet werden.

1.2 2. (Pradikatenlogik) Grundformeln sind alle Formeln der

Gestalt (V'z, %) S Subst A (Z) und Subst % () 2 3%, %, wobei fiir V£

Ve et d

12) 8,11
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bzw. 3% U eine beliebige Formel von dieser Gestalt, fiir a, eine beliebige
freie Variable einzusetzen ist; » soll, auch im folgenden, immer irgend-
eine ganze Zahl = 0 sein.

Schlufiregeln fiir ¥V und 3: Aus einer Formel der Gestalt 9 5
darf die Formel U o V %, Subst B (2”) hergeleitet werden, wobei a, eine

in B, doch nicht in A, vorkommende freie Variable, z, eine in B nicht
vorkommende gebundene Variable sei. Aus einer Formel der Gestalt

B oA darf die Formel (3 %, Subst B <z'>) D U hergeleitet werden, wo-

bei a, eine in B, doch nicht in A, vorkommende freie Variable, x, eine
in B nicht vorkommende gebundene Variable sei.

1.23. (Gleichheit.) Grundformel ist jede Formel der Gestalt
[va (av+1xa' oC bv+1xv)] O Uy = bl/+1:

wobei fiir a,,, und b, ., beliebige freie Variable einzusetzen sind, fiir &,
eine beliebige gebundene Variable.

1.2 4. (Axiome der Mengenbildung.) Grundformel ist jede Formel
der Gestalt

Ela»:v+1 Vl)v [1i'+1 1), D Subst A (;v>]’

wobei fiir 2 irgendeine Formel einzusetzen ist, in der die (beliebige) freie
Variable a, vorkommt; fiir %,., und 1p, sind beliebige in U nicht
vorkommende gebundene Variable einzusetzen. (Inhaltliche Bedeutung
(s»Komprehensionsaxiom*): Irgendeine beliebig gebaute Aussage A, in der
die freie Variable a, vorkommt, bestimmt eine Menge (%, 1,), nimlich die
Menge derjenigen a,, auf welche sie zutrifft.)

Grundformel ist ferner jede Formel der Gestalt

{IVaei(@iet1:2 39 5019)] & V3ip Vg [(@sosis,
Eaiohn & 73 =u41) D 7 30, (3420 & Uy 410,)])
DAW 1 Vg {Ggalyr; D 35 [00,8 & 1,4, 8,

&7 3L (wth &t & 7t =5,)]);

dabei ist fiir a,,, irgendeine freie Variable, fir %, 1, Dy, 3v11, U1, v,
W, 41, Lp1, 5 und t, sind irgendwelche voneinander verschiedene ge-
bundene Variable einzusetzen. (Inhaltliche Bedeutung (,,Auswahlaxiom®):
Zu einer beliecbigen Gesamtheit (a,.,) von Mengen, die nicht leer sind,
und die elementefremd sind, gibt es eine Auswahlmenge (w, . ,), die mit
jeder der Mengen ein und nur ein Element (sy) gemeinsam hat.)
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§ 2.

Widerspruchsfreiheitsheweis,

2.1. Grundgedanken. Es soll gezeigt werden, daB das in §1
angegebene formale System widerspruchsfrei ist, d. h. daB darin keine
Formel der Gestalt % & — A hergeleitet werden kann.

Die Stufenlogik soll, inhaltlich gedeutet, fiir jeden beliebigen zu-
grunde gelegten (nicht leeren) Gegenstandsbereich gelten. Wiirde sie auf
einen Widerspruch fithren, so miiBte dieser inshesondere bereits im Falle
eines aus nur einem einzigen Element bestehenden Gegenstandsbereichs
zustande kommen. In diesem Spezialfalle sind nun alle Aussagen ent-
scheidbar; das beruht darauf, daB es in jeder Stufe nur endlich viele Ob-
jekte gibt, nimlich: in der Stufe O den einen Gegenstand, in der Stufe 1
die Menge, die den Gegenstand enthilt, und die Menge, die ihn nicht
enthdlt, also zwei verschiedene Mengen; in der Stufe 2 gibt es ent-
sprechend vier verschiedene Mengen, usw. HEs 148t sich nun leicht nach-
priifen, daB in diesem Spezialfalle alle Aussagen ,,richtig® sind, ins
besondere kein Widerspruch bewiesen werden kann.

2.2. Durchfiihrung des Beweises. Es liege eine beliebige Her-
leitung aus der Stufenlogik (1.2) vor. Wir werden die Herleitung in vier
Schritten wmformen.

Wir fithren zundchst die folgenden Hilfszeichen ein (diese vertreten
,,den einzigen Gegenstand der Stufe 0, die zwei ,,Mengen der Stufe 1*, usw.):

PO pD, Py, yB y@, pW;
allgemein o, Zeichen mit dem Index »: o°, ...,y
sei (fix v = 1).

2.2 1. Erster Umformungsschritt (Ersetzung der freien Variablen
durch die y).

Man nehme irgendeine Herleitungsformel U, die eine freie Vartable a,
enthilt, vor und ersetze sie durch folgende Reihe von Ausdriicken:

Subst A (;ﬁ,), ..., Subst A (7/3:)). Dieselbe Umformung fithre man so

, wobei g, = 2%—1

oft durch, bis nirgends mehr eine freie Variable vorkommt; auch die neu
entstehenden Ausdriicke sind also, soweit sie noch freie Variable ent-
halten, in derselben Weise weiter zu behandeln.

2.2 2. Zweiter Umformungsschritt (Ersetzung der gebundenen
Variablen durch die y).

Irgendein Teil irgendeines der beim ersten Schritt entstandenen Aus-
driicke (bzw. der Ausgangsformeln, soweit diese vom ersten Schritt nicht
betroffen wurden) habe die Gestalt V x,U bzw. 3%, % Alsdann ersetze
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man diesen durch die Konjunktion bzw. Disjunktion der Ausdriicke

Subst A < x(;)), «ry Subst QI( yi,':) > Dieselbe Umformung fithre man so off
Vv Vv

durch (auch wieder an den neu entstandenen Ausdriicken, soweit ep-
forderlich), bis nirgends mehr eine gebundene Variable vorkommt. Man
iiberlegt sich leicht, daB die Reihenfolge dieser Umformungen auf dag
Endergebnis keinerlei EinfluB hat.

2.2 3. Dritter Umformungsschritt (Einsetzung der Wahrheits
werte fiir die y).

Wir fithren zwei weitere Hilfszeichen ein: die ,,Wahrheitswerte® v
diir ,,das Wahre“)_und A dir ,,das Falsche™).

Irgendein Teil irgendeines der aus den Herleitungsformeln durch den
ersten und zweiten Schritt hervorgegangenen Ausdriicke habe die Gestal
»0. y.  Man ersetze ihn nach der folgenden Anweisung durch v

bzw. A:

7Py wird ersetzt durch v, y® y® durch A; allgemein: Den Aus-
driicken »%, ; y!® (v=0; A=1, .., 0415 u=1,...,0,) sind die
Zeichen v und A in der Weise zuzuordnen, daB zu jeder moglichen Ver-
teilung der Zeichen v und A auf die Zeichen y, genau ein Vv +1 gehort,
dessen Verbindungen mit den p, die betreffenden Werte v und A zugeteilt
erhalten. Dies 148t sich machen, da die Anzahl der v, gleich o,, die
Anzahl der méglichen Verteilungen von v und A auf diese also gleich
2% = 0,1, gleich der Anzahl der 4, , ist. (Inhaltlicher Sinn: Die Vi1
sollen alle moglichen Mengen von y, vertreten.)

Dieselbe Umformung fithre man so oft durch, bis kein y mehr vor-
kommt. Es konnte nimlich kein » anders als in einer Verbindung
Wi ¥ auftreten (1.1 2).

2.2 4. Vierter Umformungsschritt (Ausrechnung der Wahrheits-
werte).

Aus den Formeln der urspriinglichen Herleitung sind jetzt durchweg
Ausdriicke hervorgegangen, die nur noch aus den Zeichen v und A, ver-
bunden durch die Verkniipfungszeichen —, &, V/, D, Dc bestehen.
Diese Ausdriicke werden nun in der aus der Aussagenlogik bekannten
Weise ,,ausgerechnet (d. h. man ersetzt v & v durch v, v & A durch
A usw.), so daB schlieBlich fiir jeden Ausdruck nur noch ein einziges
Zeichen v oder A dasteht.

2.25. AbschluB des Beweises. Ich behaupte nun: Die gemiB

den angegebenen vier Schritten umgeformte Herleitung besteht nur noch
aus Ausdriicken der Form 'v.
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Beweis: Eine Grundformel der Aussagenlogik (1.2 1) muBte offenbar
stets den Wert v ergeben; denn gleiche Teilformeln wurden bei allen
Schritten in gleicher Weise verindert, und welchen Wahrheitswert sie
auch beim dritten und vierten Schritt erhielten, immer muBte beim vierten
Schritt zum SchluB als Gesamtwert v herauskommen, da eben die Aus-
gangsformel ,,immer richtig” im Sinne der Aussagenlogik war.

Wenn ferner die Formeln % und % © B bei der Umformung lauter v
ergeben haben, so miissen auch alle aus der Formel B entstandenen Aus-
driicke zum SchluB zu v geworden sein. Sei némlich B* irgendeiner
der aus B beim ersten Schritt hervorgegangenen Ausdriicke. Dann muBte
offenbar unter den aus % und A D B beim ersten Schritt entstandenen
Ausdriicken mindestens ein Paar von Ausdriicken der Form Uq* und
A* o B* vorhanden sein. Nun nahm A* zum SchluB den Wert v an,
ebenso U* o B*; das ist nur mdglich, indem auch B* zu v geworden
ist, denn v > Ao gibt A. (Dabel ist wesentlich, daB gleichlautende Teile
verschiedener Ausdriicke beim zweiten bis vierten Schritt in gleicher Weise
umgeformt wurden.)

Eine Grundformel der Gestalt (V x,A) D Subst A <x,) ergab beim

ersten Schritt Ausdriicke von der Form (V x, A*) O Subst A* (7(,,)>
1 <0 =<, Beim zweiten Schritt wurde hieraus

[Subst rE* ( (1)\ & ... & Subst ‘l[**( @ ,)] O Subst A** (7@)

Da ein Glied der eckigen Klammer gleich dem rechtsstehenden Ausdruck
sein muB, ergab die Ausrechnung (dritter und vierter Schritt) in jedem
Falle den Wert v.

Bei einer Grundformel fiir 3 (1.2 2) schlieBen wir ganz ent-
sprechend.

Die V-SchluBregel (1.2 2): Nach dem zweiten Schritt hatte man

statt A D V x, Subst B <z’> Ausdriicke der Form

v

[Subst B+ ( (l,) . & Subst 23*( pd )]

Nun kamen unter den aus der Formel A > B durch den ersten und
zweiten Schritt hervorgegangenen Ausdriicken offenbar die sédmtlichen

Ausdriicke A* > Subst B* ( @)= 0= 1, — vor. Wenn nun diese

beim dritten und vierten Schntt alle den Wert  erhielten, so mufite
auch der zuvor genannte Ausdruck denselben Wert annehmen. (Ent-
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weder wurde namlich 9* zu A, dann ist dies erfiilllt, oder A* wurde
zu v, dann miissen simtliche Ausdriicke Subst B* <;:f,)) ebenfalls den

Wert v erhalten haben, und damit auch deren Konjunktion.)

Bei Anwendungsstellen der 3-SchluBiregel schlieBen wir ganz ent-
sprechend.

Eine Grundformel gemdf 1.2 3 ergab beim ersten Schritt Ausdriicke
von der Form [V %, (7«5‘11% oc 7?31-1 %,)] D 7’50-%—1 = Vﬂu == 0143
1 <7< 0s+:- Die eckige Klammer konnte nur dann beim dritten
und vierten Schritt zu v werden, wenn alle beim zweiten Schritt auf-
getretenen Konjunktionsglieder y.(,_{ly(," "oy W fir u=1,..., 0,
den Wert v erhielten; das war wiederum nur moghch wenn o dieselbe
Zahl wie 7 war. Alsdann ergab aber auch Py =90 d b (1.13)
YV Dyrs (Daa¥ihy D 0yyayihy), offenbar den Wert v. Also erhielt man
beim vierten Schritt in jedem Falle den Wert v. (Denn v O v gibt v,
und wenn die eckige Klammer den Wert A ergab, wurde der Gesamt-
wert ja stets V.)

Eine aus dem ,,Komprehensionsaxiom‘* sich ergebende Grundformel
(1.2 4) lieferte nach dem ersten und zweiten Schritt Ausdriicke der
Gestalt:

W * ) (0y) wf O
[(% +19 D Subst A <y(”)> &... & (7/74.1 "’ D Subst A <y£?v)>)] v
Y [( :’lfl) p o Subst A < (;)) &

L& (yf@;;l’y@v S Subst A* (y;; )))]
Nun mégen sich beim dritten und vierten Schritt fiir die Ausdriicke

Subst A* <y?;)> irgendwelche beliebigen Wahrheitswerte ergeben haben:

Immer gibt es unter den eckigen Klammern genau eine, in der die fiir
die links stehenden Ausdriicke y{2,y% (fir v =1, ..., p,) beim dritten
Schritt einzusetzenden Wahrheitswerte mit den fiir die rechts daneben-

stehenden Ausdriicke Subst U* (;EZ,) sich ergebenden Wahrheitswerten simt-

lich iibereinstimmen. Denn so waren ja gerade die Wahrheitswerte fiir
die y y-Verbindungen unter 2.2 3 festgesetzt worden, daB zu jeder még-
lichen Verteilung von Wahrheitswerten auf die Zahlen 1 bis g, genau

ein y,,, gehoren sollte, dessen Verbindungen mit den 5, eben diese
Wabhrheitswerte zugeteilt erhielten.
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Daraus ergibt sich, daB die betreffende eckige Klammer bei der
Ausrechnung den Wert v erhalten muBte; und damit wurde dieser auch
der gesamten Disjunktion zuteil.

Eine aus dem ,,Auswahlaxiom* sich ergebende Grundformel lieferte
beim ersten Schritt Ausdriicke der gleichen Gestalt, nur mit einem %),
statt a,.,. Vergegenwirtigen wir uns das Aussehen eines solchen Aus-
drucks nach dem zweiten Schritt, wobei also alle V-Ausdriicke durch
gewisse Konjunktionen, alle 3-Ausdriicke durch gewisse Disjunktionen er-
setzt zu denken sind. Man sieht nun leicht, wenn man sich den inkali-
lichen Sinn der einzelnen Teilausdriicke vor Augen hilt, daB der Gesamt-
ausdruck ,,wahr ist, (da nimlich das Auswahlaxiom in endlichen Bereichen
trivialerweise gilt,y d.h. formal, daB er den Wert v erhalten muBte.
Etwas néher ausgefihrt: Ware der Wert A, so miiite das Vorderglied
der Gesamtimplikation den Wert Vv, das Hinterglied den Wert A haben.

Aus ersterem folgt zuniichst: Fir jedes i), (6 =1, ..., g,+.) hat

Y, yf‘ﬁl -] (yy(‘?r1 y(v” V...V yy(‘:ll yﬁ."v)) den Wert v, das besagt: Wenn

7% 3 ¥, den Wert v hat, so hat auch mindestens einer der Ausdriicke

2P (r=1,...,0) den Wert V. Entsprechend ergibt sich daraus,
daB auch der zweite Teil des Vordergliedes der Gesamtimplikation den
Wert v hat, gleichfalls dessen inhaltliche Ubersetzung fiir die y, d. h.:
Zu zwei verschiedenen 7, ,,, fir die beide %! ,9,,., den Wert v hat,
gibt es kein y,, daB mit jedem der beiden verbunden den Wert v ergibt.
Nun bilden wir eine ,, Auswahlmenge®“, d.h. wir wihlen zu jedem yff’ll,
fiir das i, %0, den Wert v hat, irgendeines der y, fiir die (), »®
den Wert v hat, aus, und betrachten dasjenige » ., das mit diesen
ausgewahlten »* verbunden, und mit keinen anderen, den Wert Vv ergibt.

Ein solches »{}, muf es ja geben (2.2 3). Durch Betrachtung des
dieser ,,Auswahlmenge entsprechenden Gliedes der aus I w, ., ... ent-
standenen Disjunktion ist nunmehr leicht einzusehen, daB dieses den
Wert v erhalten muBte; und daher konnte auch der Gesamtausdruck
nicht den Wert A, sondern nur den Wert v bekommen.

Damit ist gezeigt, daB die vorgelegte Herleitung durch die vier
Umformungsschritte in lauter Ausdriicke der Form Vv {ibergegangen sein
muB. Hieraus folgt ohne weiteres die Widerspruchsfreiheit, denn eine
Formel der Gestalt A & 7 A miilte offenbar bei den Umformungen den
Wert A angenommen haben.

2.3. SchluBbemerkungen. Alle beim Beweise angestellten Uber-
legungen ergeben sich fast von selbst, wenn man sich den inhalilichen
Sinn der y (2.1, 2.2), sowie der Formeln und SchluBregeln (§1) vor
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Augen hilt. Es ist dann auch leicht einzusehen, daB sich der ganze
Beweis unschwer auf den Fall der Zugrundelegung eines beliebigen eng-
lichen Gegenstandsbereichs ausdehnen laBt. Hs bleibt ja auch dann die
Zahl der moglichen Mengen in jeder Stufe endlich. Daraus ergibt sich
dann, daB die Stufenlogik auch widerspruchsfrei bleibt, wenn man Axiome
hinzunimmt, welche die Existenz einer gewissen endlichen Anzahl von
Gegenstinden fordern. Verlangt man jedoch das Vorhandensein unendlich
vieler Giegenstinde (,,Unendlichkeitsaxiom®), so ergeben sich ganz anders-
artige, heute noch nicht geklirte Verhiltnisse.

Der obige Widerspruchsfreiheitsbeweis ist selbstverstindlich véllig
,Jinat® im Sinne der Hilbertschen Beweistheorie; es kommen nur Schliisse
und Begriffe elementarster Art vor.

(Eingegangen am 22. Januar 1936.)



