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Sul diagramma di Newton relativo ad una singolarita
di una curva algebrica piana.

Al Prof. Koxrap Kxorr
in occasione del suo 60° compleanno, 22/7/1942.

Nota di E.Bompiani (Roma),

Sia C una curva piana algebrica d’ordine # con un punto multiplo d’ordine
r(<n) in0. Posta ivi 'origine di un sistema di assi cartesiani (z, ) l’equazione
di € & del tipo

?77(”! y) -+ ?r-f—l(xs Z/) + et 9912(:3’ y) =0

essende le ¢; forme dei gradi indicati dall'indice. L’equazione ¢,(z, y) = 0
fornisce le tangenti in 0. Fra esse ve ne sia una d’ordine s < 7, e si assuma
come tale la retta y = 0, sicché ¢, (z, ¥) = ¥ o, (2, ¥).

E’ ben noto 'uso del diagramma di Newton nello studio del ramo o dei
rami della curva che escono da O con la tangente y = 0. Ad ogni termine
a,, % y? dell’equazione effettivamente presente (a,, == 0) si fa corrispondere
in un diagramma cartesiano il punto (p, ¢); U'insieme di questi punti & il
diagramma dell’equazione. Sidicono rette separatrict le rette contenenti due o
pit punti del diagramma e che lasciano tutti gli altr: punti (che non contengono)
del diagramma da parte opposta al punto (0, 0). Se si considera su ciascuna
separatrice il tratto compreso fra i due punti estremi del diagramma che
essa contiene, l'insieme di questi tratti & una poligonale aperta, convessa
rispetto a (0, 0), con gli estremi sugli assi ¢ = 0, p = 0: questa poi‘igonale e
1 semiassi positivi p, ¢, a partire dai punti d'incontro con essa determinano
una regione del piano (p, ¢) in cui cadono tutt’i punti del diagramma.

Una separatrice determina col suo coefficiente angolare il rapporto fra
Tordine e la classe del ramo o dei rami di € cui essa da luogo. Precisamente,
se ad essa appartengono i due punti (po, o) € (P1, 1), © sia per es. Py < Py
€ Po > g1, € S8

r=1¢, y=at* +bt* '+ - (a0, u>v>0)
¢ un ramo relativo a quella separatrice, deve aversi
Pr—P _ #
: %N v
€ per ogni altro punto (p, g) del diagramma &

vp + g = vPo+ pgo = vP1 + 41
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(il segno == valendo per i punti situati su quella separatrice). I numeri »
e v = pu — » sono Pordine e la classe del ramo.

Pud accadere che il tratto di separatrice costituente un lato della poli-
gonale sopra indicata contenga due soli punti a coordinate intere p, ¢, preci-
samente quelli che lo determinano. Pud anche accadere che detto tratto
contenga pilt di due punti a coordinate intere: due di essi appartengono certa-
mente al diagramma dell’equazione, ma gli altri possono essere o non essere
punti del diagramma. Quando un punto a coordinate intere situato sul tratto
di separatrice in esame mon appartiene al diagramma diremo che si ha ivi
una lacuna. Ora ¢l numero e la posizione delle lacune sulla separatrice (o, se si
vuole, il numero e la posizione su di essa dei punti del diagramma) sono ca-
ratteri provettivi del ramo, quindi della singolaritd.

Si consideri infatti una trasformazione proiettiva non degenere che lasci
inalterato il puntoO e la tangente y = 0, di equazioni (in coordinate omogenee
z, ¥, 1)

r=ax + By

z

Yy=1vy ae=F0
t=va' + 0y +et.

Il termine a,,2?y?"~#* 9 da origine ad un termine of "~ P+ Pq, X
X Pyt =@+ 9 ¢ ad altri termini a &7yt T per i quali & p’ + ¢’
=Zp+4¢ ¢ >g. Anziseil punto (p, ¢) relativo alla curva data C & su una
separatrice anche il punto (p’, ¢') relativo alla curva trasformata C’ & sulla
separatrice ad essa relativa e per ogni altro punto (p’, ¢’) che s’introduce
con la trasformazione &

vp +ug = vp+ugtplg —q) @ —p)>vptug+rp +9¢ —p—9)
cioé !
vp' + pg' > vp + pg.

Ne segue che la figura dei punti del diagramma posti sulla separatrice
non cambia passando da €' a C': e questo si voleva provare.

Rimane ora a dare il significato geometrico delle lacune in relazione alla
curva C.

Sia a, , 2P°y% il termine di grado (complessivo in z, y) pilt basso che
concorre alla determinazione di un tratto di separatrice: sia cio& (py, go) il
punto piw alto (e pilt @ sinistra) del tratto in esame, caratterizzato dai valori
4 e v primi fra loro. Procedendo su di esso verso 4l basso s’incontrano i punti a
coordinate intere

(p(b q0)7 (’Po + Hs Py — 7"): (290 + 2#4 qo — 2 "’)a rees (290 + h:u> do — }“");
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I'ultimo punto, dovendo essere o sull’asse p o al di sopra di esso, deve corrispon-
1y
k4

Per esaminare la Jacumg di posto &, cioé Dipotesi che il punto
(Po + k1, go — kv), non appartenga al diagramma di Newton, consideriamo
la polare g-esima di O rispetto a C. Da un termine a, 2Py?* @+ di C si
ottiene un termine della polare che differisce da @, ,2?y?¢"~¢~®* 2 soltanto
per un fattore numerico; e questo comparisce effettivamente solo se
n—0—(p—+g)=0,ciodse p <n— (p+ q). Percid non hanno influenza
sulla determinazione di detta polare i termini di grado p + ¢ > n — 0. Se
sipone u — v =1 e gy = n— (P + ¢o) — %+ non hanno influenza sulla
polare g,-esima i termini di grado >r — g, = Po + go + kv che si po-
tranno quindi a quest’effetto trascurare.

Nei termini da considerare di grado = p, + ¢o + k»' D’esponente ¢
della y & sempre >g¢, — k» ad eccezione del termine col coefficiente
Byt kuygy—rv- Fercid se questo & = 0 lequazione della polare & divisibile
per 4% %" (e non per una potenza piit alta): nel caso opposto & divisibile per
yPo~¥"*1 (almeno). Siccheé

Condizione necessaria e sufficiente affinché su un tratto di separatrice
caratterizzato dal suo pumto pitt alto (po, qo) e dal suo coefficiente direttivo,
cioé das numert v e pu = v + v’ prima fra loro, vi sia una lacuna di posto k é che
la polare Fordine n — o, = po + qo + kv’ del punto singolare in esame abbia
la tangente as rams determinats da quella separatrice come componente multipla
secondo qo — kv + 1 falmeno).

dere ad un 2 = [q—;}] = massimo intero contenuto in

(Eingegangen am 31. Januar 1942.)
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