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Gepaarte Mengen, Verbiinde, Somenringe.

Herrn Koxrap Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von

C. Carathéodory in Miinchen.

1. Einleitung. Eine der am hiufigsten auftretenden Kennzeichnungen
einer Menge m von Elementen a, b, ..., 2, ... erhilt man, indem man aus
der Menge aller Paare (,y) ihrer Elemente eine willkiirliche, aber wohl-
definierte Teilmenge solcher Paare aussondert. Eine derartige Menge m, bei
welcher gewisse Paare von Elementen ausgezeichnet sind, wird im folgenden
eine ,,gepaarte Menge* genannt, und die Elemente jedes einzelnen der aus-
gezeichneten Paare werden zueinander konjugiert genannt.

Nun kann man jeder beliebigen Teilmenge a von m diejenige Teilmenge o’
von m zuordnen, die aus allen Elementen x besteht, welche gleichzeitig zu
allen Elementen von a konjugiert sind. Setzt man dann o' = b, a” = ¥/,
so zeigt sich; daf immer ¢ € o ist und daB diejenigen Teilmengen von m,
fiir welche a = a’’ ist, eine besondere Rolle spielen; sie sollen die ,,normalen®
Teilmengen von m genannt werden. Die wichtigste Eigenschaft der normalen
Teilmengen besteht darin, daf sie immer einen Verband IR bilden, der auf
sich selbst involutorisch abgebildet ist.

2, Ist insbesondere eine Menge teilweise geordnet, so erhdlt man eine
. natiirliche Paarung derselben, indem man die Elemente, welche bei der teil-
weisen Ordnung ,,relativ prim“ zueinander sind, zu Paaren zusammenfaft.
Dagegen kann man nicht immer einer gegebenen gepaarten Menge m eine
solche teilweise Ordnung aufprigen, daf die dadurch entstehende natiir-
liche Paarung gerade die gegebene wird. Das ist vielmehr dann und nur
dann moglich, wenn der erwihnte Verband 9 ein Somenring ist, dessen
komplementire Elemente die involutorische Selbstabbildung von 3t erzeugen.
Diese Erkenntnis bildet eins der Hauptresultate der vorliegenden Arbeit.

3. Wir betrachten jetzt eine Paarung von m, fiir welche 9t ein Somenring
ist. Es gibt dann mindestens eine, in der Regel aber unendlich viele teilweise
Ordnungen von m, deren relativ prime Elemente die gegebene Paarung
erzeugen. Unter diesen gibt es eine ausgezeichnete, welche aus jeder der
iibrigen durch Adjunktion von gewissen ,,Bindungen” @ C b entsteht und
aus der gegebenen Paarung sehr leicht konstruiert werden kann.
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4, Im zweiten Teil der Arbeit fassen wir die Elemente @, b, ... einer
Menge m zu Klassen @, b, . . . zusammen, welche ihrerseits als Elemente einer
Menge m aufgefaBt werden. Ist die Menge m gepaart, so ist es unter Um-
stinden méglich, die Klassen @, b, . . . so zu wihlen, da§ die normalen Teil-
mengen von m simtlich Klassenmengen sind. Dann ist m ebenso wie m
gepaart, und der Verband M der normalen Teilmengen von m ist dem Ver-
bande 9 der normalen Teilmengen von m isomorph.

In vielen Fillen kann man den Prozef der Bildung von Klassen,
welche die erwihnte Eigenschaft besitzen, iterieren, indem man von der
neuen gepaarten Menge m ausgeht. Es gibt aber immer schon beim ersten
Schritt eine eindeutig bestimmte Wahl der Klassen @, b, ..., so daB der
obige ProzeB nicht mehr wiederholt werden kann. Ist dies der Fall, so soll
die Paarung von m eine reduzierte Paarung genannt werden. Man erhilt
immer dieselbe reduzierte Paarung derselben Menge m, anch wenn man den
ProzeB, der zu m fiithrt, in mehreren Schritten vollzieht.

Wir nehmen nun an, daB die beiden isomorphen Verbinde % und It
Somenringe sind. Dann kann man die Paarung von m, durch welche It
erzeugt wird, mit Hilfe der relativ primen Elemente von geeigneten teilweisen
Ordnungen von m herstellen, und dasselbe gilt auch von m. Dann wird mit
Hilfe der Homomorphie, welche m in m transformiert, auch die Menge der
teilweisen Ordnungen von m, die soeben erwahnt wurden, auf die Menge der
analogen teilweisen Ordnungen von m ebenfalls homomorph abgebildet, und
durch diese Tatsache, verbunden mit dem im §3 angegebenen Resultat,
entstehen Zusammenhinge, welche der Leser am Ende dieser Arbeit zu-
sammengestellt findet.

5. Gepaarte Mengen. In einer gepaarten Menge m werden wir die Tat-
sache, da8 die Elemente @ und b konjugiert sind, durch das Symbol

aob
ausdriicken, fiir welches selbstverstindlich gilt:
(5.1) Aus aob folgt boa.

Wir werden zulassen, dafl gewisse Elemente von m zu sich selbst kon-
jugiert sind; insbesondere soll mindestens ein Element o zu allen Elementen
von m (also auch zu sich selbst) konjugiert sein. Ein solches Element o kann
immer der Menge m hinzugefiigt werden, falls es nicht von vornherein vor-
handen sein sollte.

Die Teilmengen von m werden wir mit kleinen Frakturbuchstaben
a,b,...,%, ... bezeichnen. Speziell soll die Gesamtheit der Elemente von m,
welche einem gegebenen Element z konjugiert wird, durch das Symbol

¢ {x)
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dargestellt werden, welches wir die charakteristische Funktion der Paarung
nennen wollen. Die Symmetrieeigenschaft (5. 1) kann jetzt geschrieben werden:
(5.2) Aus y ec(z) folgt 2 €c(y).

Ist dann a eine beliebige Teilmenge von m, so fithren wir die Bezeichnung
ein

(5.3) ¢ (a) :—zg ¢ (2),

d. h. ¢ (a) soll der Durchschnitt aller Mengen ¢ () sein, wenn z die Menge a
durchlaoft. Jede der Mengen ¢ (a) enthilt mindestens ein Element, nimlich
das Element o; auBlerdem gilt die Behauptung:

(5. 4) Aus b C a folgt c(a) S c (b).
6. Setzt man
6.1) . ¢m) =mn,

s0 besteht nt aus allen Elementen, welche — ebenso wie o — zu allen Elementen
von m konjugiert sind. Nach (5. 3) hat man dann

(6.2) c(n) =m;

auBerdem folgt aus a £ m und (5. 4)

(6. 3) n < ¢ (a).

Wir setzen jetzt

(6. 4) ‘ o =c(a), o =c()=(a)

Ist dann z ein Element von a und y ein Element von o', so hat man nach (5. 3)
y € ¢ ().

Wegen (5. 2) mufl also
z €c(y)

fiir alle Elemente y von a’ und fiir alle Elemente & von a gelten, und daraus

folgt

(6.5) aCc(a)=a".

7. Verbinde. Eine Menge 9, von Elementen 4, B, ..., X, ¥, ... heifit
ein vollstandiger Verband, wenn

1. M, teilweise geordnet ist, doch so, daB
(7.1) aus A C Bund B 4 folgt 4= B.

2. jeder beliebigen Teilmenge {4} von Elementen 4; aus My zwei
Elemente
(7.2) D=1I4;, V=2Z44;
zugeordnet werden kénnen, von denen D das groBte unter allen Elementen
EC 4; und V das kleinste unter allen Elementen ¥ 2 4; bedeutet?).

1) Vgl. Enzyklopadie der mathem, Wissenschaften Bd.I, Algebra (2. Aufl),
1. Teil, 13, Theorie der Verbande von H. HERMES und G. KOTHE. S.4.
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Das Element D heift der Durchschwitt, das Element V die Vereinigung
aller Elemente 4; aus {4;}. Insbesondere mufl also jeder volistindige Ver-
band notwendig ein groBtes Element M und ein kleinstes Element O besitzen.

Selbstverstindlich bilden die Teilmengen a, b, ... einer gegebenen
Menge m immer einen voilsténdigen Verband ;. Im folgenden werden
wir das Wort ,,vollstindig‘c weglassen, weil nur von vollstindigen Verbinden
die Rede sein wird und keine Verwechselung zu befiirchten ist.

8. Wir wollen nun Abbildungsfunktionen
(8.1) X' = F(X)
betrachten, durch welche jedem Element X eines Verbandes 9, ein Element X’
desselben Verbandes zugeordnet wird. Diese Abbildungsfunktionen sollen

dhnliche Eigenschaften besitzen, wie die charakteristische Funktion ¢ (a) der
Paarung einer Menge. Wir fordern also, daf mit der Bezeichnung

(8.2) X" = F(X') = F?(X)

die Relationen

(8.3) aus XC Y folgt Y c X,
(8. 4) XcXx”

jmmer erfilllt sein sollen, welche den Aussagen (5.4) und (6.5) nach-
gebildet sind.
Wendet man die Relation (8. 4) auf
X//l —_ F( ll) J— F2(XI)
an, s0 erhilt man
X’ g XIII .
Setzt man aber in (8. 3) fiir ¥ das Element X"’ ein, so findet man
an g Xr
und es ist daher ganz allgemein
(8.5) X = X"
9, Die Elemente von P, fiir welche — ebenso, wie fiir X’ — die Gleicﬂung
(9.1) X =FX) = X"
besteht, sollen die normalen Elemente der Abbildung (8. 1) genannt werden.
Ist X ein normales Element, so. gelten gleichzeitig die Beziehungen
9.2) X =F(X) X=FX)
Wir bezeichnen mit 90 die Gesamtheit der Elemente X' = F(X), welche
Bilder von Elementen aus M, sind. Die Gleichung (8. 5) besagt dann, daf§

jedes Element von 9% normal ist, wihrend aus der zweiten Gleichung (9. 2)
folgt, daB jedes normale Element in 9 enthalten ist.
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Die Menge der normalen Elemente ist mit der Bildmenge IR tdentisch.
Aus (9. 2) folgt noch, daB die Menge Mt der normalen Elemente auf sich
selbst durch eine involutorische Transformation abgebildet wird.

10. Aus den Beziehungen
McM'cM

folgt, daB das ,,Einselement* M des Verbandes 3, ein normales Element sein
muB. Dagegen braucht das Nullelement O von 9% nicht normal zu sein.
Setzt man aber

(10. 1) N =FM), M = F(N),

so folgt aus O £ N nach (8. 3)
M=FN)CSFOCLM,

so daB man auch schreiben mufl

(10. 2) F{O)=M, F2(0)=N.

Ist X ein beﬁebgg% normales Element, so folgt aus X’ € M vnd aus
XII — X
N=FM)ycFX')=X.
Hieraus schlieBt man, da N das kleinste und M das groBite normale

Element sind.
11. Esseien X und Y zwei beliebige Elemente von i, fiir welche man hat

Xc¥;
dann folgen nacheinander aus (8. 3)
YcX, X'cY”

und es gilt daher die Aussage:
(1. 1) Aus XC Y folgt X" Y.
Ist nun Y ein normales Element, so hat man ¥/ = Y und X” € ¥: Das
Element X' ast also das Eleinste normale Element, welches X umfapt.

12. Wir setzen fiir eine beliebige Menge {X;} von normalen Elementen
(12. 1) D=1IX;, V=ZX+X,.
Aus D c X, folgt D” < X;' = X, und es ist also D € D. Andererseits muf3
nach (8. 4) auch D C D" sein, so daB der Satz gilt

Satz 1, Der Durchschusitt von beliebig vielen normalen Elementen ist normal.

Dagegen braucht dze Vereinigung schon von zwei normalen Elementen

nicht normal zu sein. Es sei W ein normales Element, welches alle X ; umfait.
Aus X; C W folgt V < W und daher auch V'eW' =W.
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Das Element V" ist also das kleinste normale Element, welches alle X
umfafBt. Da offenbar D das grofite normale Element ist, welches alle X; teilt,
gilt der

Satz 2. Die Menge M der normalen Elemente bildet ewnen Verband mit
dem Einselement. M und dem Nullelement N.

13. Die Vereinigung der Elemente X; einer Menge {X;} von normalen
Elementen ist eine Operation, welche verschiedene Bedeutungen hat, je
nachdem man die Xj als Elemente des Verbandes M, oder als Elemente des
Verbandes M auffaBt. Deshalb ist es zweckmiBig, fiir die Elemente von 9%
neue Bezeichnungen zu wihlen. Wir schreiben

(13.1) X, = g

und erhalten nach den Resultaten des vorigen Paragraphen

(13.2) =X, I&=1MX;, Z+&= (Z+X),

(13.3) (T4 = (Z+X).

Wir fithren nun die Bezeichnungen ein:

(13. 4) 8= 1I§, &= (Z+E&).

Aus & ¢ X+ folgt dann, weil die &; normal sind, & £ &; und somit auch
e C 6.

Aus 6 C &; erhilt man & S ¢' und pHAN & € ¢’ und daraus 6 C e. Es gelten
daher die Gleichungen

(13. 5) b= &= ¢,

welche unter sich und mit jeder der beiden folgenden
(13. 6) 18y = 2+,

(13.7) (Zigy = 15
dquivalent sind.

Da der Verband 9% das Einselement M = p und das Nullelement
N = ' = » besitzt, gelten ferner die Formeln

1.8 ,uji-E =pu, pué=4¢
(13.8) sl %Iy
und man hat insbesondere

(13. 9) utv=pu, pv=n.

14. Die Teilmengen einer Menge bilden selbstverstindlich einen Verband.
Unsere Resultate kénnen daher auf die Teilmengen x einer gepaarten Menge m
angewandt werden, wenn man an Stelle der Abbildungsfunktion F(X) die
charakteristische Funktion ¢(x) der Paarung wéhlt. Es wire aber falsch zu
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glauben, daB die Abbildungsfunktionen #(X), welche den Bedingungen
(8.3) und (8.4) geniigen, wesentlich allgemeiner seien als die charakteristischen
Funktionen einer Paarung.

Wenn man néimlich (8.3) und (8. 4) benutzt, so folgt aus ¥ C X' die
Relation X € X” € Y’. Wir konnen also die Menge M, dadurch paaren,
daB wir XoY schreiben, falls ¥ € X’ ist. Die charakteristische Funktion
¢ (X) dieser Paarung erhdlt man dann durch die Aussage

(14. 1) Yec(X), falls Y € X',

Ist jetzt a irgendeine Menge {X} von Elementen X;, so mu§ man nach (5.3)
setzen

(14. 2) c(a) = _II ¢(X)).
Xjeea

Wir schreiben nun

(14. 3) V=2X4X,

Nach (14.2) folgt dann aus Y € ¢ (a) die Relation Y € ¢ (X)) oder ¥ € X].
Dann ist aber auch X; € Y’ und somit auch VSY oder Y V. Aus
Y ec(a) folgt alto Y €c (V). Umgekehrt sei Y €c(V) oder ¥ < V.
Da aus X; € ¥ folgt V' € X, ist also auch ¥ © X} oder Y € ¢ (X)). Letz-
teres gilt fiir alle X; und man hat schlieBlich ¥ € ¢ (a). Es gilt somit die
Gleichung
c(a) = ¢ (V),

und wir finden insbesondere, daB alle normalen Teilmengen ¢ (a) von 3, in

der Gestalt ¢ (X) geschrieben werden konnen; wegen (14.1) sind die beiden
Funktionen ¢ (X) und F (X) aufs engste verwandt.

15. Somenringe. Ein Ring R von Elementen 4, B, . . . mit der Summen-
operation A-E—B, der Produktoperation 4B und dem Nullelement O heifit
eine Booiesche Algebra, wenn die Gleichung

(15.1) XX = X,
welche die andere
(15. 2) X+X=0

nach sich zieht, allgemein gilt. Eine BooLEsche Algebra ist notwendig immer
ein kommutativer Ring.

Durch die Gleichung
(15. 8) A4+B=A+B+AB
wird die ,, Vereinigung*‘ 4 4 B der Elemente 4 und B definiert; diese Operation
ist kommutativ, assoziativ und distributiv.

Der Booresche Ring R wird dadurch teilweise geordnet, da man

(15. 4) ACB
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schreibt, wenn mindestens eine der beiden Gleichungen
(15. 5) AB=4, A+B=B
(und dann notwendig auch die andere) erfiillt ist.
Eine Boormsche Algebra, bei welcher die Operation
X4 4,
und dann auch die Operation
IT 4;
auch fiir unendlich viele Elemente erklirt ist, heit ein Somenring.
16. Man beweist, daB ein Verband 9 mit den Elementen o, f3, ..., von
denen u das gréfite und » das kleinste ist, dann und nur dann ein Somenring

ist, wenn erstens zwischen den Operationen a-+f und «f das distributive
Gesetz

(16.1) y (xB) = yatyB
gilt, und wenn zweitens jedem Element o von 9t mindestens ein komplemen-
tires Element o zugeordnet werden kann, fiir welches die Gleichungen
(16. 2) ot =pu, ad = -
bestehen.

Wir aber werden ein ganz anders geartetes Kriterium fiir dieselbe Tat-
sache zu benutzen haben. Unter der Voraussetzung, daB ein Verband 9t

ein Somenring ist, wird das zu « komplementire Element o’ nimlich durch
die Gleichung

(16. 3) o = Ao
definiert. Aus der Gleichung
’ o = ptao =ptpto=a
folgt, daf der Ubergang von « zu seinem Komplement o’ eine involutorische
Selbstabbildung von 9% darstell.
Ferner entnimmt man aus der Gleichung
wf = a(utp) = atab,
daB jede der Gleichungen aff = », a8’ = « aus der anderen folgt. Da aus
«f = v auch Bo’ = f§ folgt, sehen wir schlieflich, daB sogar aus jeder der
Gleichungen off = », aff’ = «, fo’ = f die beiden anderen folgen.
17. Die zuletzt abgeleiteten Eigenschaften eines Somenringes, der zugleich
ein Verband ist, sollen nun umgekehrt werden, indem wir beweisen:
Satz 3. Es gibt hichstens eine involutorische Selbstabbildung
(17.1) & =F), £=F(¢)
eines Verbandes M mit dem Nullelement v, fiir welche die Aussage besteht:
(17.2) Aus jeder der Gleichungen &y =1, &y =& n& =71 folgen je-
weils die beiden anderen.
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Und zwar ist eine derartige Abbildung dann wnd nur dann méglich, wenn der
Verband M ein Somenring ist. Die Abbildung (17. 1) stellt dann den Ubergang
von einem Soma zu seinem Komplement dar.

Der vorige Paragraph enthélt schon den Beweis der einen Halfte unseres
Satzes. Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daB ein Verband 9, fiir
welchen (17.1) und (17. 2) bestehen, ein Somenring ist.

Wir setzen zuerst % = £'; dann ist

nE =8 =8=9
und folglich hat man wegen (17. 2) ganz allgemein

(17. 3) EE = .
Wird nun durch die Gleichungen
(17. 4) E=G®), £E=6()

eine zweite involutorische Selbstabbildung von 9t bezeichnet, fur welche aus
jeder der Gleichungen

(17. 5) En=v En=§ ni=ny
die beiden anderen folgen, so hat man ebenfalls
(17. 6) EE= .

Nun folgt erstens aus (17. 6) und (17. 2) die Relation &£ = & und zweitens
aus (17.3) und (17. 5) die Relation &£ = &. Es muB also

3
sein, womit die Eindeutigkeit der Selbstabbildung (17.1) bewiesen ist.

18. Ersetzt man in (17. 2) das Element # durch ', so kann diese Aussage
durch folgende ihr #quivalente ersetzt werden:
(18.1) Aus jeder der Relationen £ S £, &' C &, £ =» folgen die beiden
anderen.
Insbesondere sehen wir hieraus, daf die Selbstabbildung (17.1) den Be-
dingungen geniigt, durch welche wir die normalen Elemente eines Verbandes
definiert haben, und daraus folgt, daB auch hier die Gleichungen (13.6)

bis (13. 8) gelten miissen.
Aus & = af folgt also & = («’--p’) und nach (17. 3)

(18.2) a4+ p) = ».
Wegen (18. 1) ist also
(18. 3) (@ +pg)S B

Ebenso gilt fiir ein drittes Element y die Relation
(18.4) x(e'+y) Sy
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Durch Vergleichung von (18.3) mit (18. 4) erhélt man jetzt
w (@ 8) (@ +Y) S B,
und durch eine neue Anwendung von (18.1)
(18.3) o« (B+y) @ +F) @ +y) = ».
Nun ist aber
@f + ay) = (@ +F) (£ +¥)
so daf man aus (18.5) erhilt.
(18. 6) a (B+y) S aptay.
Andererseits gelten die Beziehungen
af Sa(Bt+y), ay Sty

aus denen man schlieBt

(18.7) aftay S« (B+y),
und die Vergleichung von (18. 6) und (18. 7) zeigt, daf das distributive Gesetz
(18.8) o (B+y) = affay

fiir unseren Verband 9 allgemein besteht.

19. Um jetzt zu zeigen, daBl 9 ein Somenring ist, defnneren wir eine
neue Operation «+-f§ durch die Gleichung

(19.1) atp = af +Ba’
und bemerken, daf die Beziehungen gelten
(19.2) at+pf = f+a,

(19. 3) aty = aptre = a,
(19. 4) atpu = avtpa’ =o'

Mit Hilfe der Formeln des § 13 erhdlt man aus (19. 1)
(«+B) = (& +B) (B +)
und hieraus mit Benutzung von (18.8) und (17.3)
(19.5) (B = aptolf.
Man hat also
at(B+y) = « (B+y) +« (B+7)
= a(fy+BY) By By
= afytaf'y o' By £ By,
und da der letzte Ausdruck auf der rechten Seite symmetrisch in «, f und y
ist, schlieBt man daraus
(19. 6) a+(f+y) = (@+B)+7.



14 C. Carathéodory.

Ganz dhnlich beweist man das distributive Gesetz fiir «+4 4 mit Hilfe der
Rechnung

(19.7) ay+py = ay (By) +By (ay)
= ay (B +v)+ By« +v)
=7 («f' +pa)
=7 (@+h).
Endlich beste‘}len auch die Gleichungen
(19. 8) ato = oo’ +o'w = v,
(19.9) atftap = «+ B,

mit deren Hilfe der Beweis des Satzes 3 zu Ende gefithrt wird.
Als Korollar dieses Satzes erhilt man sofort auch den

Satz 4. Der @m § 12 definierte tnvolutorische Verband I der normalen
Elemente von My ist dann und nur dann ein Somenring, ber welchem die kon-
Jugierten Elemente des Verbandes komplementiire Somen sind, wenn die Aussage
bestehi :

(19. 10) Aus &7 = » folgt £ © 7' und umgekehrt.

20. Teilweise geordnete Mengen. Ehe wir eine merkwiirdige Anwendung
der bisherigen Resultate besprechen, miissen wir die teilweise geordneten
Mengen naher betrachten.

Eine gepaarte Menge heilt teilweise geordnet, wenn erstens zwischen
je zwei konjugierten Elementen a, b von m mindestens eine der beiden Reihen-
folgen dieser Elemente ausgezeichnet ist, oder was in anderer Bezeichnung
auf dasselbe hinauskommt, wenn mindestens eine der ,,Bindungen

(20. 1) aCcb bca

vorhanden ist, und wenn zweitens noch folgende Aussagen erfiillt sind:
(20. 2) Fiir alle Elemente z von m ist z € =,

(20. 3) aus # C y und y Sz folgt = C =.

Manche Autoren fiigen dieser Definition noch eine der Forderung (7. 1)
fiir Verbiande analoge Forderung hinzu. Wir wollen aber hier ausdriicklich
zulassen, daB die beiden Bindungen (20.1) auch zwischen wverschiedenen
Elementen o, b gleichzeitig vorhanden sein diirfen und dann sagen, daB
zwischen @ und b eine Doppelbindung existiert.

Beliebige Mengen von Bindungen werden im folgenden durch grofe,
fette lateinische Buchstaben A, B, ... bezeichnet, so daB wir jede gegebene
teilweise Ordnung der Menge m auch durch das Symbol m(A) beschreiben
werden.
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21. Wir bezeichnen mit A die (transitive) Menge von Bindungen, welche
eine teilweise Ordnung m (A) bestimmen, und mit B irgendeine weitere Menge
von Bindungen. Gibt es eine kleinste transitive Menge von Bindungen
C 2 A-+B, so wollen wir sagen, daf§ die teilweise Ordnung m(C) aus m(A)
durch Adjunktion der Bindungen B entstanden ist.

Es sei {B,} eine (nicht notwendig abzihlbare) Menge von Bindungs-
mengen B;, welche man einzeln zu A adjungieren kann. Ist dann immer mit
irgend zwei Mengen B; und B, eine dritte Menge B,, in{B;} vorhanden, welche
alle Bindungen von B; und alle Bindungen von B; enthilt, so kann man
auch die Vereinigung B = X+ B; zu A adjungieren. Bezeichnet man nimlich
mit C; das Resultat der Adjunktion von B; zu A und setzt C = Z+C,,
so ist C die kleinste transitive Menge von Bindungen, welche alle Bindungen
von A und alle Bindungen von B enthilt.

Andererseits kann man immer jede einzelne Bindung
2L 1) ach

zu A adjungieren. Die kleinste transitive Menge C von Bindungen, welche
aufler den Bindungen A auch die Bindung (21. 1) enthalt, erhilt man, indem
man zu A noch alle Bindungen

zLy
hinzufiigt, fiir welche die Bindungen 2z C a und d C y in A enthalten sind.

22. Man kann jetzt zeigen, daBl man jede beliebige Menge B von Bindungen
zu A adjungieren kann. Es sei ndmlich B wohlgeordnet. Jedem Element &
von B ordnen wir diejenige Teilmenge B von Bzu, welche aus allen Elementen
von B besteht, die bei der Wohlordnung dem Elemente & vorangehen.
Wir zeigen erstens, dal man jede der Teilmengen B, zu A adjungieren kann.
Ist dies nimlich nicht der Fall, so gibt es eine erste Teilmenge B, welche
man, nicht zu A adjungieren kann. Hierbei kann &, nicht das erste Element
von B sein, und es gibt Elemente 7 von B, welche dem Elemente &, voran-
gehen. Jedes B, kann man nach Voraussetzung zu A adjungieren und nach
dem letzten Paragraphen kann man auch die Vereinigung aller B, zu A
adjungieren. Nun ist aber diese Vereinigung (hochstens mit Ausnahme des
letzten Elementes von B, , falls es ein solches gibt) mit B identisch. Wir
schlieBen daraus, daf wir entgegen unserer Voraussetzung auch By zu A
adjungieren konnen, und dies sowohl, wenn B, . kein letztes Element besitzt,
als auch in dem Fall, da8 ein letztes Element von B, , vorhanden ist.

Benutzt man jetzt, da8 alle B zu A adjungiert werden konnen, so erhilt
man durch dieselbe SchluBweise das Resultat, daB auch B selbst zu A ad-
jungiert werden kann.
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23. Die Paarungen von relativ primen Elementen teilweise geordneter
Mengen. Wir werden im folgenden nur solche teilweise geordneten
Mengen m (A) betrachten, welche mindestens ein kleinstes Element o ent-
halten. Dann miissen fiir alle Elemente 2 aus m die Bindungen ¢ C z in A
enthalten sein. Wir bezeichnen ferner mit n die Gesamtheit der Elemente y,
fiir welche ¥ < 0 in A enthalten ist.

Sind jetzt ¢ und b beliebige Elemente von m, so ist jedes Element y
" von 1t ein gemeinsamer Teil von @ und b. Sind umgekehrt alle gemeinsamen
Teile von ¢ und b in n enthalten, so sollen ¢ und b relativ prim zueinander
genannt werden.

Durch die Bestimmung ihrer relativ primen Elemente wird nun die
Menge m gepaart, wobei insbesondere die Elemente aus n die einzigen sind,
welche zu allen Elementen aus m konjugiert sind. Bei dieser Paarung hat
also die Menge n dieselbe Bedeutung wie zuvor.

Fiir die relativ primen Elementenpaare einer teilweise geordneten Menge
bestehen nun folgende Aussagen:

(23.1) Aus z o z folgt z € n,
(23.2) aus y S« und z o e folgt y o q,

durch welche die charakteristische Funktion ¢(x) der Paarung spezialisiert
wird. Da némlich die Relation.z € ¢(a) bedeutet, daB alle Elemente z von a
zu x konjugiert sind, so folgt aus (23. 2):

(23.3) Aus y € z und z € c(a) folgt y € c(a).

Die normalen Teilmengen c(a) von m sind also wollstindig?).

Es seien jetzt a und b rormale Teilmengen von m, und z sei ein Element
von a, welches nicht zu allen Elementen von b relativ prim ist. Dann gibt es
nach Voraussetzung mindestens ein Element z; von b, welches mit z einen
gemeinsamen Teil y besitzt, der nicht in n enthalten ist. Da nun a und b
vollstindige Teilmengen von m sind, mufl ¥ sowohl in a, als auch in b, also
auch in ab enthalten sein.

Ist also ab = n, so muf jedes Element « von a zu allen Elementen von b
relativ prim sein, d. h. man hat a C ¢(b). Ist umgekehrt a C ¢(b), so muB
jedes Element z von ab sowohl in b als auch in ¢ (b) enthalten sein, so da man
2z o z hat. Nach (23.1) ist also # € n und folglich mu8 ab = n sein.

Das Kriterium des Satzes 4 des § 19 ist also hier erfiillt, und der Ver-
band M, welcher von den normalen Teilmengen von m gebildet ist, muf deshalb
ein Somenring sein.

?) Eine Teilmenge x von m heiBt bekanntlich vollstindig, wenn mit z €3 und
¥ © z immer auch y €¥ ist.
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24, Ehe wir die Umkehrung des letzten Resultates aufstellen, beweisen
wir noch den
Satz 5. Bei einer gepaarten Menge m besteht dann und nur dawn fir die
normalen Teilmengen «, B, ... von m die Aussage:
(24.1) Aus «f = n folgt jeweils & € ¢(f) und umgekehrt,

wenn fiir die Elemente a, b, ... von m die Aussage besteht:
(24.2) Aus 2(a) ¢2(b) = n folgt jeweils @ 0 b und umgekehrt.
Wir nehmen erstens an, (24. 1) sei erfiillt. Aus ¢2(a) ¢2(b) = n folgt dann
2(a) S 3(b) = c(b),
und da ¢ € ¢2{a) ist, muB a € ¢(b) oder @ 0 b sein. Umgekehrt folgen aus
@ o b nacheinander
acc®), )< 30)
und mit Benutzung von (24. 1)
c2(a) 2(b) = n.
Also ist (24.2) eine Folge von (24.1).
Zweitens nehmen wir an, daf (24.2) gelten soll und da «, f rormale

Teilmengen von m sind, fiir welche «f = n ist. Es sei z ein Element von o«
und y ein Element von . Aus

E@)Sa Ay p «f=n
folgt ¢2(z) 2(y) = n und nach (24.2)
z0 Y.
Daher hat man « € ¢ (y) fiir alle y € 8; aus
c(B)=1Ilc(y)
yep
folgt dann z € ¢ () fiir alle z € x und schlieBlich
« < c(B).
Umgekehrt sei « C ¢(8) und z sei ein Element von « 8. Man hat dann
z€ef, z€a S c(f) S c(x)

und daraus folgt # 0 #. Nach (24.2) muB dann ¢2(#) = n und z € n sein.
Es folgt schlieBlich « # = n und hiermit ist gezeigt, daB auch (24.1) eine
Folge von (24. 2) ist. Der behauptete Satz ist deshalb richtig.

25. Wir nehmen jetzt an, wir hitten eine Paarung der Menge m gefunden,
fiir welche die eine und dann auch die a.ndere der dquivalenten Forderungen
(24. 1) und (24. 2) gils.

Mathematische Zeitschrift. 48. )
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Die Menge m wird teilweise geordnet, wenn wir Bindungen nach folgender
Regel einfithren:
(25.1) Essoll ¢ £ b dann und nur dann gesetzt werden, wenn ¢2(a) C 2(b)
ist.
Nach dieser Regel ist ein Element » dann und nur dann gemeinsamer Teil
von ¢ und b, wenn

(25.2) 2(2) S 2(a) 2(b)
ist. Da nun z in c2(z) enthalten ist, mufl auch
(25. 3) . z € 2(a) 2(b)

sein, und umgekehrt folgt (25.2) aus (25.3), weil ¢2(a) ¢2(b) eine normale
Teilmenge von m ist. Die Menge der gemeinsamen Teile von ¢ und b ist also
mit ¢2(a) ¢2(b) identisch, und @, b sind dann und nur dann relativ prim, wenn
2(a) ¢2(b) = n ist, oder, da (24.2) gelten muBl, wenn a o b ist.

Die konjugierten Elemente der gegebenen Paarung sind also gleichzeitig
auch die relativ primen Elemente der durch (25.1) definierten teilweisen
Ordnung von m. Nun mufl aber auch (24. 1) gelten, und nach dem Satz 4
des § 19 ist der Verband 2 der normalen Teilmengen von m ein Somenring.
Die iibrigen Behauptungen des folgenden Satzes werden ganz dhnlich aus
unseren Resultaten abgeleitet.

Satz 6. Eine Paarung einer Menge m sei vorgegeben, fiir welche mindestens
eine der drev folgenden Behauptungen zutrifft:

a) Die konjugierten Elemente der Paarung konnen als relativ prime HKle-
mente einer geeigneten teslweisen Ordnung von m gedeutel werden.

b) Der Verband M der normalen Teilmengen von m bildet einen Somenring.

¢) Aus a 0 b folgt 2(a) 2(b) = n und umgekehrt.
Dann bestehen gleichzeitig alle drei Behauptungen.

26. Nach dem letzten Satz erzeugen die relativ primen Elemente einer
beliebigen teilweisen Ordnung m (A) von m eine Paarung dieser Menge, fiir
welche die Aussagen (24. 1) und (24. 2) bestehen. Geht man nun von dieser
Paarung aus, und fithrt man die Bindungen (25. 1) ein, so erhilt man eine
neue teilweise Ordnung m (A¥) von m, fiir welche die relativ primen Ele-
mente dieselben sind wie fiir m (A).

Ist nun @ C b eine Bindung von A, so ist jedes Element , welches be:
der teilweisen Ordnung m (A) relativ prim zu b ist, auch relativ prim zu a.
und diese Tatsache wird durch die Relation ¢(b) C ¢ (a) und daher auck
durch die Relation

3(a) S 2(b)
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ausgedriickt. Also muB nach (25.1) die Bindung @ £ b in A* vorkommen
und man hat jedenfalls

(26.1) A C A%

Schon die einfachsten Beispiele lehren, da8 unter Umstdnden nicht alle
Bindungen von A* in A enthalten zu sein brauchen, und daf folglich ver-
schiedene teilweise Ordnungen von m zu derselben Paarung der relativ primen
Elemente fiithren konnen.

Wird nun durch Adjunktion einer beliebigen Menge B von Bindungen
die teilweise Ordnung m (A) in eine tellweise Ordnung m (A;) tbergefiihrt,
so kann zweierlei vorkommen. Erstens kann die kleinste normale Menge n
in eine Menge n, iibergehen, welche mehr Elemente als n besitzt. Ist aber
zweitens 11; = 1, o miissen je zwei Elemente x, y, welche relativ prim fiir die
Ordnung m (A;) sind, ebenfalls zueinander relativ prim fiir die Ordnung
m (A) sein und die Menge der zueinander relativ primen Elementenpaare
wird beim Ubergang von m (A) zu m (A;) nicht vermehrt.

Ist also insbesondere

A C A, C A%,

so mufl n € n; Cn* sein, und wegen n* = n ist auch n; = n. Hieraus
schlieBt man, dafl die Paarung der relativ primen Elemente fiir A, A;
und A* dieselbe sein mufl. Zu den Bindungen der teilweisen Ordnung m (A¥)
kann man dagegen keine einzige neue adjungieren, ohne daf die kleinste
normale Menge n durch eine umfassendere ersetzt wird, oder, falls n unver-
indert bleibt, ohne dafl gewisse Paare von relativ primen Elementen ver-
lorengehen. Unter den teilweisen Ordnungen, deren relativ prime Elemente
dieselbe Paarung von m erzeugen, gibt es also eine ausgezeichnete,
welche dadurch charakterisiert ist, da8 sie die umfassendste Menge von
Bindungen enthilt.

Eine teilweise Ordnung von m, welche diese letzte Eigenschaft besitzt,
soll gesittigt genannt werden.

27. Die reduzierten Paarungen einer Menge. Die Elementea, b, ..., z,...
einer Menge m fassen wir zu Klassen @, b, . . ., Z, . . . zusammen und erhalten
eine Menge it dieser Klassen, deren Untermengen wir mit @, b, .. . bezeichnen.
Jede Teilmenge a von 71 kann als eine Teilmenge von m aufgefaBt werden.
Dafiir aber, daB eine Teilmenge a von m auch als Teilmenge von m darstellbar
sel, muB a mit jedem Element einer Klasse auch alle iibrigen Elemente der-
selben Klasse enthalten, d.h. a mu$ eine Klassenmenge sein.

Hat man also eine spezielle Menge 9t von Teilmengen a, b, ... von m
irgendwie definiert, so kann man die Frage stellen, ob éberhaupt die Elemente
von m so auf Klassen @, b, . . . verteilt werden konnen, da$ jedes der Elemente
a, b, ... von M eine Klassenmenge wird.

o%
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Diese Frage ist sofort zu beantworten, wenn 9}t der Verband der normalen
Teilmengen von m bei einer beliebig vorgegebenen Paarung ist. Fir zwei
Elemente 2, y von m sei namlich ¢ (z) = ¢ (y), so daB z. B. ein Element 2
von m in ¢ (z), aber nicht in ¢ (y) enthalten ist. Aus z € ¢ (z) folgt dann
# € ¢ (2); dagegen kann y kein Element von ¢ (2) sein, weil dann entgegen der
Voraussetzung z € ¢ (y) wire. Sind dagegen 2 und y Elemente, fiir welche
¢ () = ¢ (y) ist, und bedeutet « eine normale Teilmenge von m, welche z ent-
halt, so hat man

c@Sc@=c@
und folglich
(y) € Eo) = «
Also muB « auch das Element y enthalten, und es gilt der

Satz 7. Bei ciner Einteilung der Elemente einer gepaarten Menge in Klassen
sind dann und nur dann simtliche normalen Tetlmengen von m auch Klassen-
mengen, wenn fir irgend zwei Reprasemtanten . y einer und, derselben Klasse
immer ¢ (z) = ¢ (y) ost.

Eine solche Einteilung in Klassen ist also nur dann nicht trivial, wenn
es iiberhaupt verschiedene Elemente von m gibt, fiir welche ¢ (2) = ¢ (y) ist.

98. Esseien z;, 4, konjugierte Elemente von i, so dafl man schreiben kann

y1 € c(@y). ’ -
Ferner seien ., y» zwei weitere Elemente von m, fiir welche gilt

¢ (z) = c(®2), (1) = ¢ (¥2).
Dann erhilt man nacheinander: )

Y1 € (), Z2E (Y1) = ¢ (¥2)
und daher miissen auch die Elemente z,, g, konjugiert sein.

Fiir zwei Klassen Z, y einer Klasseneinteilung von m, welche der im
Satze 7 des vorigen Paragraphen angegebenen Bedingung geniigt, gilt also
folgendes: entweder ist kein einziger Reprasentant z von z konjugiert zu
einem Repriicentanten y von § oder aber jeder Reprisentant von Z ist zu
jedem Reprisentanten von y konjugiert. Ist letzteres der Fall, so wollen wir
schreiben % o 7 und auf diese Weise wird die Menge m aller Klassen gepaart.

29, Ist a irgendeine Teilmenge von m, so bezeichne man mit
(29. 1) a=f(a)

die Mengf; der Klassen Z, welche mindestens einen in a enthaltenen Re-
prisentanten z besitzen. Mit dieser Bezeichnung erhilt man zunichst fiir
die charakteristische Funktion ¢ (Z) der Paarung von m die Identitdt

(29.2) c{f(@) = 1{c(@).
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Nun sei a irgendeine Teilmenge von m und
c(a) = IT ¢ ().
zEa

Da die normalen Teilmengen ¢ (z) nach dem Satz 7 lauter Klassenmengen
sind, erhilt man die Gleichung

(29.3) fle@) =1 (11 ¢ (=) =a’1€f{I i (¢ (#)).
Mit Benutzung von (29. 2) hat man aber

(29.4) Hi@) = Te(@) = 1T@ =@
Die Vergleichung von (29. 3) und (29. 4) liefert jetzt

(29. 5) (f @) = f(c @),

und es ist also auch

(29.6) e@ = ¢ (f(c@)) = /(@)

Ist nun a = ¢2(a) eine normale Teilmenge von m, so hat man folglich

c2(a) = f(a) = @,
d. h. a ist auch eine normale Teilmenge von m. Ist umgekehrt a normal, so
erhilt man zunichst aus (29.1) und (29. 6)

fa)=a=7(()
Nun sei b die kleinste Klassenmenge, fiir welche a b ist; es ist dann
. Ha@)y=1(®), &(a)= c(b)

und daher auch

1(6) = {(c2(b))-
Da aber b eine Klassenmenge ist, folgt daraus b = ¢2(b), d. h. b ist eine normale
Teilmenge von m, fiir welche f (b) = a ist. Die normalen Teilmengen von m
und von m sind also esmeindeutig aufeinander bezogen.

Fiir Klassenmengen a, b gelten aber die Gleichungen

f(ab) = f(a)f(®), f(a+B)=1(a)+](D),
so daB schlieflich der Satz besteht:

Satz 8. Wird eine gepaarte Menge m homomorph auf eine Menge m ab-
gebildet, so daf fiir je zwei Reprisentanten ., % eines Elementes T von m tmmer
¢ (z)) = ¢ (x) ist, so wird dadurch auch W gepaart, und zwar so, daff die Ver-
binde M und M der normalen Elemente von wm bzw. W isomorph auf einander
abgebildet werden.

) 30. Unter allen Homomorphien, fiir welche der letzte Satz gilt, gibt es
eine ausgezeichnete: es ist diejenige, bei welcher jede Klasse z mit dem Re-
prisentanten z aus iiberhaupt allen Elementen z; besteht, fiir welche
(30.1) c{z;) = ¢ (z}
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ist. Bei dieser Wahl der Klassen « (und nur bei dieser) besteht die Aussage:
(30. 2) aus ¢ (z) = ¢ (y) folgt z = 4.
Ist nimlich # == y, so ist fiir irgendeinen Reprisentanten z von z und fiir
irgendeinen Reprisentanten y von y immer ¢ (y) = ¢ (), weil aus ¢(y) = c(z)
folgen wiirde, daf auch y ein Reprisentant von  ist. Dann kann nach (29.5)
eben nicht ¢ (z) = ¢ (y) sein.

Eine Paarung von m, fiir welche (30. 2) besteht, soll eine reduzierte Paarung
genannt werden. Ist die Paarung reduziert, so sind auch die Elemente

E=2@),  7=2@)
des Verbandes 9% nur dann einander gleich, wenn Z — y ist.
Durch die Gleichung & = ¢2(2) wird somit die ganze Menge i ein-
eindeutig auf eine Teilmenge M, des Verbandes I abgebildet, d. h. die Menge Tt
wird in 9, oder in den zu m isomorphen Verband IR, eingebettet. w

31. Anwendung aui teilweise geordnete Mengen. Ehe wir die letzten
Resultate fiir teilweise geordnete Mengen verwenden, wollen wir einige Be-
merkungen allgemeiner Natur einschieben.

Es sei A die Menge der Bindungen, welche eine teilweise Ordnung nt (A)
von m definieren, und D, sei die Gesamtheit der in A enthaltenen Doppel-
bindungen. Dann ist D, ebenso wie A notwendig eine transitive Menge von
Bindungen. Allgemeiner sei mit D eine transitive Teilmenge der Doppel-
bindungen D, verstanden, welche aber alle Doppelbindangen = & z enthilt.
Ordnet man jedem Element ¢ von m alle Elemente x zu, fiir welche die Bin-
dungen ¢ € z und z £ @ in D vorkommen, so werden die Elemente von m
in Klassen @,.b, . . . zusammengefaBt. Die Menge m aller dieser Klassen wird
danp teilweise geordnet, wenn wir ¢ C b schreiben, sobald fiir zwei Reprisen-

tanten @ von @ und b von b (und dann auch fiir alle iibrigen) die Bindung
@ € b in A vorkommt. Diese Operation, durch welche die teilweise Ordnung
m (A) in die teilweise Ordnung m (:&) iibergeht, kann als eine Identifizierung
der Elementenpaare von D aufgefafit werden.

32, Zwischen den Operationen der Identifizierung, welche soeben be-
trachtet wurde, und der Adjunktion einer Menge B von Bindungen, welche
im § 21 erklirt wurde, besteht nun ein Vertauschungssatz.

Bei der Identifizierung entspncht nimlich der Menge B von Bmdungen
a C b eindeutig eine Menge B von Bindungen @ < &.

Durch Adjunktion der Menge B gehe die texlwexse Ordnung m (A) in
m (C) iiber. Ehenso gehe durch Adjunktion der Bindungen B die teilweise
Ordnung w (A) in i (C) itber. Durch Identifizierung der Elementenpaare
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aus D gehe endlich m (C) in m (C¥) iiber. Jede Bindung aus A Bist in C*
enthalten, und daraus folgt

(32.1) ’ CcCx
Es wird nun behauptet, dafi dariiber hinaus

(32.2) C=cC*
1t.

Die Gleichung (32. 2) ist tatsachlich richtig, wenn die Menge B aus einer
einzigen Bindung @ € b besteht. Es sei namlich z < y eine Bindung von C¥%,
welche nicht in A enthalten ist. Sind dann z, y zwei Reprisentanten von
bzw. 7, so ist die Bindung # < y wohl in C, aber nicht in A enthalten. Dann
miissen aber die Bindungen z C @, b € % in A und die Bindungen & C a,
b C 7 in A enthalten sein. Daraus folgt, da8 # < ¥ auch in C enthalten ist,
und hiermit ist in diesem speziellen Fall (32. 2) bewiesen.

Zweitens betrachten wir eine Menge {B,} von Bindungen, welche dieselben
Eigenschaften haben soll, wie die gleichnamige Menge des § 21. Unter der
Annahme, daf der Vertauschungssatz fiir alle B; gilt, mufl er auch fiir ihre
Vereinigung B = X' B, bestehen. Dies folgt direkt aus der Tatsache, daf
man hier

C=2Z{C; C*=2IziC}

schreiben kann, und da8 nach Voraussetzing (TZ = CF ist.
Der Beweis des Vertauschungssatzes fiir beliebige Mengen B wird dann
nach der SchluBweise des § 22 zu Ende gefiihrt.

33. Durch eine beliebige eindeutige Abbildung sollen die Elemente

a, b, ... einer Menge m auf die Elemente a, b, ... einer Menge m abgebildet
werden. Denkt man sich zwischen je zwei Elementen von m, welche dasselbe
Bild a besitzen, Doppelbindungen aufgestellt, so ist der Prozef der Identi-
fizierung der Elementenpaare von D der Abbildung iquivalent, von der wir
ausgegangen sind. .

Wir betrachten nun irgendeine teilweise Ordnung m (A) von m, ad-
jungieren die Doppelbindungen D zu den Bindungen A und identifizieren in
der auf diese Weise erhaltenen teilweisen Ordnung m (C) die Elementenpaare
von D. Als Resultat erhalten wir eine teilweise Ordnung i (C) von .

Nach dem Vertauschungssatz des letzten Paragraphen kann man nun
dieselbe teilweise Ordnung m (C) erhalten, indem man von den Bindungen A
ausgeht, welche in m den Bindungen A von m entsprechen, und die kleinste
transitive Menge von Bindungen der Elemente von i bestimmt, welche alle
Bindungen von A enthalt.
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34. Von einer beliebigen teilweisen Ordnung m (A) der Menge m aus-
gehend, bilden wir nach dem § 26 die gesittigte teilweise Ordnung m (A¥*).
Die Bindungen von A* werden nach der Regel (25. 1) hergestellt; Doppel-
bindungen von A* bestehen danach zwischen je zwei Elementen, fiir welche
¢2(a) = ¢2(b) und folglich auch 3(z) = ¢3(b) oder ¢ (a) = c (b) gilt.

Genau dieselben Doppelbindungen werden nach dem § 30 bendtigt, wm,
durch Identifizierung die Paarung der relativ primen Elemente von i (A) zu
reduzieren.

Nach dem vorigen Paragraphen kann man diese Reduktion der Paarung
folgendermaBien konstruieren: man betrachte die Menge m, welche aus m
durch Identifizierung der Elementenpaare der Doppelbindungen D*; welche
in A* enthalten sind, entsteht. Hierauf filhre man simtliche Bindungen
@ C b ein, fiir welche die Bindung @ & b zwischen mindestens einem Re-
prisentanten @ von @ und mindestens einem Reprisentanten b von b in A
vorhanden ist. Die kleinste transitive Menge A von Bindungen, welche simt-
liche so konstruierte Bindungen @ < b enthilt, bestimmt die gesuchte teilweise
Ordnung i (A) von m. Man beachte, daB i (A) immer gesiittigt ist, wenn
A = A¥ ist.

35, Was folgt nun aus der Tatsache, daf ¢ (z) die charakteristische
Funktion einer reduzierten Paarung ist? Sind z und y zwei verschiedene Ele-
mente von i, so miissen die normalen Mengen ¢ (Z) und ¢ (y) voneinander
verschieden sein. Mindestens ein Element # mufl also vorhanden sein,
welches z. B. in ¢ (z), aber nicht in ¢ (y) enthalten ist. Dann ist u relativ
prim zu , aber nicht relativ prim zu y, und es gibt einen Teil z von % und y,
welcher nicht in n enthalten ist, und welcher selbstverstindlich — ebenso
wie 4 — relativ prim zu z ist. Da dieser Sachverhalt auch umkehrbar
ist, 1aBt sich sagen:

Dann und nur dann ist ¢ (z) die charakieristische Funkvion einer redu-
zierten Paarung, wenn man jedem Paar von verschiedenen Elementen x, y
aus m ein nicht in v enthaltenes Element z zuordnen kann, welches Teil des
einen der beiden Elemente T,'y ist und relativ prim zum anderen st.

Teilweise Ordnungen einer Menge m, welche diese Eigenschaften be-
sitzen, hat zuerst Herr A. BiscaoF in seiner sehr bemerkenswerten Disser-
tation3) betrachtet und ihre grofie Bedeutung nach vielen Seiten beleuchtet.
Unsere Resultate geben nun ein Mittel, simtliche teilweise geordnete Mengen
herzustellen, welche den zusdtzlichen Forderungen geniigen, die Biscmor

3) ARTUR BISCHOF, Beitrige zur CARATHEODORYschen Algebraisierung des Inte-
gralbegriffs. Schriften des Math. Inst. und des Imstituts f. angew. Math. d. Univ.
Berlin, Bd. 5, Heft 4, 1941.
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benutzt hat. Man braucht nur, wie wir soeben sahen, von einer beliebigen
teilweisen Ordnung m (A) von m ausgehend, die Elemente von m in geeig-
neter Weise zu Klassen zusammenzufassen.

36. Beispiele. Wir betrachten eine gepaarte Menge m von fiinf Elementen
0, 1, 2, 3 und 4. Hierbei soll 0 zu allen iibrigen Elementen konjugiert sein.
und es sollen auferdem die Relationen
(36. 1) 102, 203, 304
bestehen. Dann hat man
[c(0)=m=p, c(m)={0}=y
ic() =402}, ¢c@=1{0,13}, ¢(8)=1{0,24}, c4) =1{03}.
Der Verband M der normalen Elemente besteht hier aus den sechs Elementen

wo v a={0,2}, B =1{0,3}, “
W =c(a)={0,1,3} B =c(f)=1{024}

(36. 2)

(36. 3)

-

(/4
und hat die Gestalt der nebenstehenden Figur. d
Dieser Verband ist kein BooLescher Ring, denn man hat s
o' f = », und nach dem Satz 4 des § 19 miilite o’ & B sein, 4
was nicht der Fall ist. Fig. 1.

Dagegen ist die Paarung eine reduzierte. Die Menge m wird eineindeutig
auf einen Teil von M abgebildet, wenn man setzt
(36. 4) v~0, o ~1, a~2 f~3 f~4

37. Die Betrachtung der Elementenpaare von m, welche bei der Zu-
ordnung (36. 4) relativ primen Elementen des Verbandes 90 entsprechen,
liefert, eine neue Paarung von m, welche durch die Relationen
(37. 1) 102, 104, 203, 304

definiert ist, und demnach dadurch erhalten :vixd, daB8 man den fritheren
Relationen (36.1) noch 104 hinzufiigt. Bezeichnet man mit ¢*(z) die
charakteristische Funktion dieser neuen Paarung, so erhilt man
(1) = *(3) = {0, 2,4}, "¢*(2) = *(4) = {0, 1, 3}.
Der neue Verband M* ist ein Boorescher Ring, der aus den vier Elementen
u, v, y=10,2,4, ¢y =1{013}
besteht. Hier ist aber die neue Paarung von m nicht mehr reduziert.
38. In einem dritten Beispiel sollen die Elemente z, g, ... von m die

offenen Punktmengen eines beliebigen Euklidischen Raumes sein, und zwel

" IElemente sollen konjugiert sein, wenn ihr (mengentheoretischer) Durchschnitt
eer ist,

-
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Hier wollen wir folgende (von den fritheren verschiedene) Bezeichnungen
benutzen: die Komplementirmenge einer beliebigen Punktmenge X des
Raumes wird mit X', der offene Kern von X bzw. X’ wird mit X,, X, und
die abgeschlossene Hiille dieser Punktmengen mit X, X, bezewhnet End-
lich soll g (X) die Menge aller offenen Teilmengen von X bedeuten, so daf
man auch schreiben kann

g (X) = g (X,)-

Fiir die charakteristische Funktion der angegebenen Paarung hat man

dann
¢ (2) = g (&) = g (z,).

Es sei jetzt a eine beliebige Teilmenge von m; mit » bezeichnen wir die
Vereinigung aller offenen Punktmengen, welche als Elemente von a auftreten.
Die offenen Punktmengen, welche zu allen Punktmengen aus a fremd sind,
und die offenen Punktmengen, welche zu v fremd sind, sind nun dieselben.
Daraus folgt

c(a) = c() =g @) = g @)
Infolgedessen kann man schreiben

@) =cly)=g.
Mit y = 2, hat man aber y’ = x;, und folglich

&(z) = ¢ (g (2)) = g (<),

2(a) = ¢2(v) = g (vy).
Alle normalen Teilmengen von m kénnen also in der Gestalt g (vg) geschrieben
werden.

Sind nun v und w offene Punktmengen, so folgt aus vw = 0 zwar nicht
vgtg = 0, trotzdem aber ist immer g (vﬁ) g (wg) = 0. Wegen v € g (1),
w € g (wg) ist umgekehrt immer vw = 0 eine Folge von g (v5) § (wg) = O
Nach dem Satz 6 des § 25 muB also immer der Verband IR der normalen
Teilmengen von m ein Somenring sein. Letateres folgt auch sofort nach dem-
selben Satze aus der Tatsache, dafl man die Elemente von m teilweise ordnen,
kann,

Die zur gegebenen Paarung von m korrespondierende reduzierte Paarung
erhdlt man, indem man alle offenen Punktmengen, welche dieselbe ab-
geschlossene Hiille besitzen, zu einer Klasse zusammenfafit.

Der Somenring M, welchen wir soeben erhalten haben, hat sehr eigen-
timliche Eigenschaften. Unter anderem liefert er das einfachste Beispiel eines
vollkommenen Somenringes, dessen Elemente man nicht isomorph auf die”
Teilmengen einer festen Menge abbilden kann.

(Eingegangen am 6. Januar 1942.)



