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Uber die ebene Bewegung eines unausdehnbaren Fadens.

Herrn Koxrap Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von

Georg Hamel in Berlin.

Wir betrachten zunichst einen unausdehnbaren Idealfaden, der also
keinerlel Steifigkeit aufweist und studieren seine ebenen Bewegungen. Er
mége schwer sein, seine Dichte je Lingeneinheit p konstant; im dritten Teil
werden wir allgemeine duflere Krifte X (t) ds, Y (¢) ds lings des Fadens verteilt
annehmen. Die Bewegungsgleichungen finden sich in allen Lehrbiichern;
wir nehmen im allgemeinen die Existenz und Stetigkeit der gebrauchten Ab-
leitungen an. Aber in der Durchfithrung bei gegebenen Anfangs- und Rand-
bedingungen gibt es noch merkwiirdige, ja geradezu paradoxe Erscheinungen,
worauf Parirovx!) und Kucmsrskr?) hingewiesen haben. Im Teil I be-
handeln wir ein von Pamrovx auf S.10 bis 15 der genannten Arbeit er-
wihntes Paradoxon; im Teil IT behandeln wir dieselbe Aufgabe unter Beriick-
sichtiguag von Seilsteifigkeit; im Teil IIT formulieren wir einen Existenzsatz
— wieder fiir den Idealfaden — bei Annahme vollkommener Stetigkeit, geben
eine strenge Sonderlosung und skizzieren einen Weg zur Auffindung der all-
gemeinen Losung. Zum Schluf} ein allgemeiner Satz, der zeigt, daB eine be-
stimmte Beschrinkung der Randbedingungen bei voller Stetigkeit eintreten
muf.

1. Teil.

Ein Faden, der unausdehnbar sei und keinerlei Steifigkeit besitze, habe
zu Anfang (¢ = 0) horizontale Lage; er sei schwer (Dichte je Léngeneinheit
¢ = const) und werde losgelassen, doch se1 das eine Ende (bei s = 0, s Bogen-
lénge, I gesamte Linge) festgehalten im Punkte # = 0, y = 0. Die Anfangs-
geschwindigkeit sei 0. Das Problem ist schwierig, es kann mit Annahme voll-
stindiger Stetigkeit und ohne Steifigkeit nicht gelost werden, worauf schon
Partrovx3) gufmerksam gemacht hat.

') H. PamLrovx, Contribution & I'étude des systdmes déformables. Ann. de Tou-
louse, 4 serie, t. 1, 1937.

) W. KUCHARSKT, Zur Kinetik dehnungsloser Seile mit Knickstellen. Ing.-Archiv
XII (1941), S. 100.

%) PAILLOTX, 1. c. 8. 10--15.



28 G. Hamel.

Denn setzt man mit der Fadenspannung S das Problem in rechtwinkligen
Koordinaten an (die y-Achse zeige nach oben, die z-Achse nach rechts) so
erhilt man, wie bekannt, die Differentialgleichungen:

9%:55(3@50):5;60519—Ssinﬂ£,
) &y - 0 oo 88 . 89
1) ! B—t—g=—-gg+é—8{Ssmﬁ)=~99+5gmn0+8cosz9%,
ox oy
T = B3, 53—511113‘
Der Faden sei zu Anfang ungespannt. Dann ist zu Anfang 8 = 0, 4 = 0,
gg =0, %§ = 0 und also zu Anfang
P Py
2=0% 2= "9

folglich, da die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind, bis auf Glieder hoherer
als der zweiten Ordnung in ¢

z=s y=—1g%

was mit z = 0, y = 0 fiir s = 0 unvertriiglich ist. Man {iberlegt nun leicht,
daB ein Knick eintreten wird. Der weitaus groBte Teil des Fadens muf} zunéchst
dem freien Fallgesetz gemif

y= —3g2 fir s =s

gehorchen, denn es gibt bel anfangs horizontaler Lage keine Kraft, auch keine
Seilspannung, welche der Schwere entgegenwirken kénnte. Nur am Ende,
d. h. fiir s < so, wird eine Abweichung stattfinden; der feste Punkt 0 wird das
Seil am Ende festhalten, es wird deshalb einen fortlaufenden Knick an der
Stelle sq(t) bekommen.

Wir kénnen nun das Problem wenigstens fiir kleine ¢, d.h. fiir einen
Anfangszustand losen, und zwar in folgender Weise:

“Wir nehmen an, daf8 in erster Naherung

8 = at®

mit 0 < % angenommen werden kann; a positive Konstante. Fiir s = so
bleibe das Seil horizontal, es sei dort y = — § g#2.
Auch in dem kleinen Stiick s < s, sehen wir zu Anfang @ als klein an.

(. In dem Stick KE (Knick bis Ende) gelte
streng & = 0. Dann haben wir dort die Bewe-
Fig, 1. gungsgleichung

a8 _ .
R TRl

I 4



Ebene Bewegung eines Fadens. 29

und da # von s unabhiingig sein mufl (wegen der Unausdehnbarkeit), gilt
fiir s == ¢ )
@ 8= gi(s—1),
da S = 0 fiir s = [ sein muf.
Andererseits ist nach der bekannten Formel an einer Knickstelle4)

®) 8O = 032 i K,
so daB '
) s =1x(so—1)

gelten muB. Ist nun
So = at®, Sg = xat* ™Y x>0,
so gilt bei Vernachlissigung von s, gegen I (es soll ¢ klein sein) nach (3)
0 2% 2% =2 — SO

und also nach (2)
(5) L= 1.

Wir miissen, damit # zu Anfang Null sei, » > 1 voraussetzen. Dann folgt

T = __7_.__}&2 (2x—2
. wa? 2*1 x a? ox
(6) TET T T T Eige=pt TS

Damit sind die Gleichungen fiir s = s, erfiillt.

Num betrachten wir den Teil s < s,.

Hier kénnen wir in erster Niherung & als klein voraussetzen, und da
auch sin 9 klein, cos @ ~~ 1 gilt, bekommen wir aus der ersten Gleichung (1)
als erste Niherung

S = const, d.h. 8= 89 = p53 = pa2sx2s2*~?2 N

(unabhiingig von s). Mit analoger Vernachlissigung gibt die zweite Glei-
chung (1)

<

0 = S‘“%?-—gg

oder
PY _ peppa—22Y oy
g = FEET o5 —g (ﬁw%-angenommen}
Setzen wir in dieser Differentialgleichung y = — 1 g2 + Y (5, 5), so be-
kommen wir
>Y ?Y
—a2epr—29 L
g = @ =% Yo

‘) PAILLOUX, C. R. Paris 1939, S. 325—327. Sur le mouvement d’un fil o glisse
un pgtlt anneau. KUCHARSK], 1. ¢., Gleichung (12). Gleichung (3) ist keine andere
als die Gleichung der Charakteristiken der ersten der Gleichungen (2) in Teil III..

“



30 G. Hamel.

Diese Gleichung aber muf nach Ahnlichkeitsbetrachtungen Losungen der
Form
*f(z) mit z = —f;
at
haben. Die Rechnung bestitigt die Behauptung und gibt fiir f die gewdhnliche
Differentialgleichung
21 —2) +2Q2a—n—1)2f —ale—1)f=0.

s . .. . .
Da z = — ferner s < s, = at* ist, kommen fiir z nur Werte 0 =z =1
aQ

in Frage.
Mithin gibt es Losungen der Form
1 8
) y=~—2—gﬂ+é‘:t“fa(a—t;).
Verlangt man fiir s = s, Anschlu an y = — } 72, so muB

aé‘t"fu(l) =0

sein. Andererseits soll 4 = 0 fir s = 0 sein, also — } ¢t + 2'1%/,(0) = 0.
Das 148t sich fiir « = 2 und f»(0) = % ¢ befriedigen.

Fiir o = 2 aber lautet die gewohnliche Differentialgleichung fiir / (wir
unterdriicken den Index 2)

(8) 2j (1 — )+ (3 —x)zf —2f=0.
Durch die Substitution % = 1—2—23 z=1— 2u geht die Gleichung iiber in
d? 8—x d 2
w—wn Tl _Sorg_su i _Zi—o.

Dies ist eine Gausssche Differentialgleichung, d.h. sie ist von der Form

wl—) oy~ pr D —apf=0

mit
33— 1 3 - 3 2
== =gy etb=—o b=
asoa = —%, f=—2
%

Sie hat die beiden Integrale

- F(@ﬁ,w;u)=1+f!§,u+%ﬁeﬂ+m

und

W' FPla—y+1, f—y+1,2—y; %)
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Da aber wegen des stetigen Anschlusses in der Knickstelle z = 1, f (1) = 0

sein muB, miissen wir eine Losung nehmen, die fiir z = 1, d. h. u = 0 selber

Null wird. Nun ist 1 —y = —é— -+ % > 0, also kommt nur

—2

1 =0 () TP (a—y+ L B—p+ 12—y )

in Frage. Da aber noch fiirz = 0 auch y gleich Null sein soll, somuB f(0) =3¢
sein, und das liefert

1

17
392
C= -
F(a—741 f—y+1, 275 )
somit
1—=2
- F(x—p+1, p—y+L 2—75 —5)
1 1y
fe)=59(1—2) -,
Fla—y+1, p—y+L 2—7; )
1—z2
. Flamytl f=ptl 2=y 57)
y=-—§gt2{1—(l—-z)1"/ T mxtz:———t;,
Fa—y+1, f=y+1 2—7; ) “

Weiter ergibt sich
. 1 1
sind = L =rf (@ — =@

und daraus

02 1— Lo =1L u-2e(p
03 2 2 a? ’
somit

8 z
TAr s — 2—1(—1;,#-2"‘[1" (22ds = s — it*“"j‘f’(zﬁ dz.
0 0

Das Integral existiert bis zu z = 1 hin, da sich f(z) in der Nihe von z = 1 wie
(1 —2'=7, f'2wie (1 — 2)~ 27 verhilt. Es ist aber — 2y = — 1 + 2— >—1.
Aus der Formel fiir z folgt an der Knickstelle
1
Loy ~= 8 — Q}E té—z j ]U (z)zdz.

0
Wegen des stetigen Anschlusses muB aber wegen (6)
1
1 —z§ (22 — xa? 2
Tk jf @Pdz= — g1 ="
0

sein. Daraus folgt
erstens 4 —x = 2z, d.h.
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zweitens berechnet sich a aus

Dabei ist wegen

4 1 1 7 1
# =g, l-y=5+5, =%, afl—y=——+5=7, f+l—r=+,

P —
5 F (4,55 )
F) = £ g(l—2)® — a2
3 (L L2 1y
(5572
7 1 21 1—=z
13F(——,~ P )
1 BPls 58 2
y=—59#|1-0-2° —a 757
Fle55 1)

Der Nenner ist sicher nicht Null, da alle Argumente positive Werte haben.
4
Dabeiist 2 = — < 1; die Knickstelle pflanzt sich nach dem Gesetz so = a t®
at®
jort. Es ist noch

x_s———t3gf’(z)2dz, sint‘}-———‘l; gf (2) fir s < s,
0
und das gilt alles in erster Naherung fiir kleine ¢.
An der Knickstelle ist j'(z) klein wie (1 — z)§5, also geht dve Tangente
noch stetig in das horizontale Stick KE iber; erst die Krimmung erleidet
eine Unstetigkeit. Die Beschleu-

E . " N .
A nigung y wird dort unendlich
A - 4{10 —— 415 und zwar positiv: der Faden
N e wird an der Kwickstelle nach oben
3408 > 1 :
1 \-c-. ?’ t.-:wsgc gerissen.
-004 g ] } Damit ist die Losung ge-
- PO i . .
. ] 47| [Junden. Die genauen Bilder von
Fig. 2. Fig.2 hat Frl. IneeBoRG KRAFT

berechnet und gezeichnet.
DaB zuerst im Teil 0 < s < s, das Glied mit # vernachlissigt wurde,
techtfertigt sich hinterher. Aus

Q:E:g-‘vj (cos P~ 1, sin?~0)

folgt .
8 =89+ oids.
So
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2 . . 3 .
S© ist klein wie t2*~2 = ¢3, # klein wie $*~* = 3. Also ist das vernach-

2 2 4
lissigte Glied kleiner als const ¢3 - s < const - £3 - 3 = const 12 < SO,

-

. Teil.

Nun soll dasselbe Problem unter Einbeziehung von energieverzehrender
Seilsteifigkeit behandelt und gezeigt werden, dal unter bestimmten Umstanden
der Faden wie ein starrer Korper herunterfallen kann. Elastische Krifte
bleiben auBler Betracht.

In meinem Lehrbuch der elementaren Mechanik (§ 36) habe ich die
Theorie der Seilsteifigkeit so aufgestellt, da8 fiir das Biegungsmoment B gelte

|B| =+-8

da, wo keine Verbiegung stattfindet, dagegen B = 4- S da, wo Verbiegung
stattfindet. Das Zeichen mufl so gewdhlt werden, daf Energieverlust ein-
tritt, d. h.
sign B = sign g%,

wo k die Kriitmmung bedeutet. # ist eine Erfahrungskonstante von der Dimen-
sion einer Lange. Die Theorie ist unvollkommen und muf} durch eine ver-
besserte ersetzt werden, etwa derart, daf eine Beziehung
der allgemeinen Art F (B, H,S) < 0 bzw. = 0 erfiillt Hodh f
ist, wo H die Schubkraft bedeutet. Man sollte in erster 7( N
Linie einmal 4+dB

B2+ a?H? < B? + 282

S+dS

experimentell studieren, wo a, By, r Erfahrungskon-
stanten sind. Es zeigt sich, daf die zu Anfang aus-
gesprochene Behauptung nur gelten kann, wenn B, == 0
iss. Der Einfachheit halber studieren wir hier die Annahme } N

und B = -~ By mit sign B = signj—]: . Fig. 3.
Unter Einfithrung von B, H, S gelten beim ebenen Problem die Glei-

chungen 5)
0B

o5 TH=0,
08
E‘s——kH—*’%s‘:-: oW,

0H
3—8— +kS+Zy= o w,,

%) Siehe die ,,Elementare Mechanik* § 36, Nr. 184.
Mathematische Zeitschrift. 48. 3
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wo #,, #, die Kraftkomponenten in Richtung s und » (Normale) sind, w,, w
die entsprechenden Beschleunigungen. Unter der Annahme des Falles in
starrer Form ist k = O (aufler in 0) und es gilt fiir s > 0

8 N .
4 5=+ egeosp = = psw? L o= ),
S
! oH . .
7 5, —egsing = gsa.

Fig.4. Am Endes = lgit 8§ =0, H=10, B= 0. Also bekommen wir

S = —ogeosgls—1) —how(s—12) = o(l—s)[goos p+ 3 w2(l+ 5],
H=1300(—B) +ogsingis—1) = —ol—s) 3 +3) + gsing),
folglich :

0B

55 = —H =100l — )+ ogsinp(l — ),

B=loolP?s—18—313+3B) +ogsingp(ls—12—-12+ 10
=—a(l~—s)2[ @ (2! +s) + sin g }

" In O ist

B‘o)*—-ol2[ w2l+sm¢p2}

Hier soll Biegung stattfinden, also B® = 4 B, sein. Da aber

4k <0, gt BO= — B,
oder
gl2[ m2l-g—smqo = By,
3 g 3 B,
Ct)—-""é‘TSl!l(p—}-ela.

Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung.
Sie kann unter Benutzung der Anfangsbedingung « = 0 fiir ¢ = 3
einmal integriert werden und liefert

Damit iiberhaupt die Bewegung beginnt und der Faden wegen iibergrofer
Steifigkeit nicht stehenbleibt, muB fir ¢ = %, & < 0 ausfallen, also

By < =5~ egl sein. Soll der Faden unten ankommen und nicht zwischendurch

steckenbleiben, so muf fiir ¢ = 0, 2 = 0 ausfallen, d. h.
F 6By, @ 3¢

el 2 &= 1
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oder

B,

I\
Q-

ogl?

sein.
Nun muB noch die Ungleichheit |B| < B, fiir 0 < s = I kontrolliert
werden. Es gibt zwei Fille

(a) B——g(l—s)z[ w(2l}—8)—1—§g—smtp]§0.
Dann muBl — B < B, sein. Das gibt mit

. . 3 B

@ = —-E'%—Slnw -+ -9—1-39

einerseits
—ol—sp[~ 1 $sing2l+9) + 5 fl‘; @1 +s)+ Lsing] <0,
andererseits

Q(l—8)2[(~%%sln(p(2l+3)+1BO(ZZ+8)+—SID¢:} B,.

Die erste Bedingung gibt wegen o (I — )2 = 0

1l g . . 1 By
—-Z—l-ssmqaf—é—é—l%(Zl—i—s)gO
oder
2B, 21+s

g s

(4) sing <

o
®

Die zweite Bedingung gibt

1 g . (I —s)2(21+s)

1T sl —s)? gsmqo—&—Bo{w——é—lT——— — 1] =0
oder

_.l_——sg(l~s)2sm<p+B0'g(s‘2lsgl) < 0;

und das ist immer erfiillt.

(b) B =0,
d. h. nach derselben Rechnung
) 2By 2043
(B) sin ¢ = odF s
Dann verlangt B < B,
—o(—sp[— 5 Leing@l+s) + 3 f;s (@1 +5) + £ sin p] < By
oder
T Rsing(l—sp— B2 HFAE T L] <0
oder
(©) sing < 2B, 43 —312s+ s

= oglB sl — §)?
3*
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Sind (B) und (C) iiberhaupt vertriglich? Es mufl dann
4B —3Bs+8>@21l+s)(l—s2=2B—-3Rs+ s

sein, was stets der Fall ist. Zeichnen wir die Kurven

4 . — 2.30 21+s
b4 Ci: v oil s
und
3 . __ 2B, .4l3——3128+83
G y= ogl s—s)F

so liegt C; stets unter Cp. Liegt sin ¢ unter Cy,
so ist nach (a) keine Bedingung erforderlich, liegt
- + aber sin ¢ iiber €y, so muf} es unter C,; Liegen.
Fig. 5. Da sowieso C; unter Cp liegt und sin ¢ =<1

ist, ist notwendig und hinreichend, daB der
tiefste Punkt von O iiber oder bei 1 liegt, . b. hinreichend upd notwendig ist

9 3 — 2 3
Min"B" B3P+ 5 4 4y g<s< I

egl  sl—9® T
Das gibt die Gleichung fiir die Stelle des Minimums
(—3R+3)s(l—s2—(4B—-3Ps+5) (I—s)(—s—2s)=0

oder
83 —3s2]1+602s— 2B = 0.

Dafiir kann man schreiben
(—sp+3R(1—s)—2B=0.
Fiir die Unbekannte y = — -j- + 1 liegt die kubische Gleichung
y3 4+ 3 y‘—— 2=20

mit der Diskriminante B =1 + 1 =2 vor. Folglich ist nach der
Cardanischen Formel

y = ]7/1+1/§+]7/1~V§=0,5961...,

folglich
s = 1(1—y) = 1-0,4039.

Mithin lautet die Bedingung

2B, 4—3-0,4039 + 0,4039® _ .
FYY: 0,4039. 0,59618  —
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oder
By = pgl?-0,02431.
Wenn also
By Bo
-—2% > 0,024 31, aber g — = 0,31831
ogl ogl®

ist, 1st starves Herabfallen des Fadens bis zur wvertikalen Lage méglich.

Bemerkenswert ist vielleicht noch Folgendes. Wenn B zu klein ist, ist
die Bedingung | B| < B, zuerst fiir mittlere Werte von s verletzt, némlich
in der Umgebung von s = 1 - 0,4039. AuBlerdem liegt dann der Fall (b) vor,
wo B > 0 ist, also im Falle der Verletzung von B =< Bo, T E ~ 0. Also wird
sich der Faden im Falle der Verletzung von | B| < B, in der Mitte nach oben
biegen, an den Enden geradlinig fallen, sich also dem Bewegungszustand ohne
Steifigkeit annihern. Doch ist dies zunichst nur ein Plausibilititsergebnis,
das noch niher untersucht werden muf.

Die allgemeinere Annahme B2 4 02 H? < Bg + 7282 kann geradeso
untersucht werden, erfordert nur gréBeren Rechenaufwand.

HI. Teil.

In diesem Teil wollen wir erstens die Bewegungsgleichungen des Ideal-
fadens aus Teil I so umformen, da8 nur noch S und # als Unabhingige vor-
kommen, dann von diesen Gleichungen eine genaue Teillosung angeben und
endlich ein Naherungsverfahren besprechen, das wahrscheinlich zu einem
genauen Verfahren ausgebaut werden kann, wozu wir noch einige Beitrage
liefern wollen.

1. Wir verallgemeinern zuerst die Bewegungsqgleichungen durch Einfithren
irgendwelcher #uBerer Krafte X (t)ds, Y (t)ds, die lings des Fadens von
auBen einwirken mégen. Dann lauten die Bewegungsgleichungen

Q%Eg = Tcosz? Ssun?————i— X(),
1
9?;2 = ﬁsinzﬁ‘-{—;S'(:()ssﬁa“9 + Y ().

Cm mittels g—g = ¢os 9, g—g = gin® den Winkel ¢ als Abhingige einzu-

fithren, differenzieren wir nach s — die Existenz der Ableitungen wird voraus-
gesetzt — und erhalten

a2 ah gin 3'29
0 57 Co cosd = cosﬁ 2~sm (5——) — 5}%,
28 . aﬁg
Qat481n6—66281nﬂ+2d 19'--——-3 ( ) ' L r
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Fiihrt man die Differentiationen links aus, so vereinigen sich die Gleichungen
leicht zu den beiden von sin & und cos# freien Differentialgleichungen

029 28 09 929
@9 [95@‘:2553‘5*‘37@’
ad\2 28 a%\2
le(22) = — 25 +5(%2).

Dabei lauft s von 0 bis I (Fadenlinge), ¢ von 0 bis + oo. Wahrscheinlich
besteht folgender Existenzsatz:

Bei hinreichender Beschrimkung der gegebemen Grofen gibt es eine ein-
deutig bestimmte Losung, fiir die zur Zeitt = 0 gegeben, sind: © und -%—?; fiirs=0
und s = 1 aber 9 und S.

9. Eine genaue Sonderlosumg kann man angeben. Es sei S = const.

5 setzen wir gleich ¢2. Dann bleiben die Gleichungen %g = 02%2’; und
(%%)2 = 02(%%)2. Beide haben die gemeinsamen Losungen & = f(s —ct)

und & = g (s + ct); aber nur eine von beiden. Betrachten wir den ersten
Fall weiter. Es ist dann

z(s, t) = fcos [f(s — ¢t)]0s + 2o(t)
) °
y(s,1) = gsin [/ (s — o )] 85 + Yo (0)-

Differentiation ergibt

i

f;—:’ ¢ ; sin[f(s — ct)] f' (s —¢ct) Os + %o (t)
]

= ¢ [cos f(— et) — cos f(s — ¢t)] + Zo(£),

%%/ = — cfeos [f(s — ¢t)] - f' (s —¢t) 88 + 5o (t)
o

= ¢ [sin f(— et) — sin f(s —ct)] + go(6)-
Nochmalige Differentiation ergibt

22 _ o sin (o) - f'(—et) = sinfls—et) - f o0l + &(0),
29 o2 foos f(— o) f (—ot) — eos fls—et) - 6 = 0] = ()

6} Die zweite Gleichung ist mit Gleichung (4) (S.3) in der Arbeit von PAILLOTX
;dentisch. Die Gleichungen stehen aber schon bei ROTTH, Bd. 2, Kap. XIII; s. auch
mein Lehrbuch, §58, Nr. 349.
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Setzt man alles in (1) ein, so erhilt man

¢ sin f(— of) f/(— ot) + do(t) = + X (),
~ o oos f(—of) - ' (— ot) + Go(t) = = Y (1)

8Soll etwa, wie bei dem Fall des ersten Teils, der Anfangspunkt s = 0 festgehalten
werden, so sind x5 = 0, 9o = 0, und man muB zur Erhaltung der Bewegung
Krifte annehmen:

)

X(@t)y=  Ssinf(—ct)-f (- ct),
Y(@) = — Scos f(—ct) f(— ct).
Daraus folgt eine Bedingungsgleichung fiir X, Y; nimlich einerseits muf
F2(— o) = 5 (X2 + ¥3),

andererseits tg f(— ct) = — % sein, also f(— ¢t) = — a,rctg‘—;%

, YX-XY

—el(=et) =

Vergleich gibt

T YX-—-XY

+ % VX2 £ 72 = XTIy

oder
) TV8e(X2+ Y = —YX+ XV

Das 148t sich so veranschaulichen: Betrachtet man die Kurve z — fX dt,

Y = }. Y dt, also den Antrieb, so muf diese Kurve konstante Kriimmung haben,

d. h. ein Kreis sein. Der Radius des Kreises ist }T;—:’ woraus sich S bestimmt,
e

Als zweites Beispiel nehmen wir X =0, ¥ = — og. Wir kénnen dann
auch noch y, = 0 annehmen und miissen dann § aus

—c2cosf(—ct)f(—ct)= —yg
bestimmen. — ¢t = z gesetzt, gibt

cos f() 1) = %,

also sin f(2) = 2% z + a oder f(z) = arcsin ( c% z+ a). Man kann unbeschadet
der Allgemeinheit a = 0 setzen. Somit wird

$
z = v‘-co:s arcsin(% (s — ot)) s + zy(2),
0

sin arc sin (E% (s — ct)) ds

y:

e
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oder
= j' Vl——g;(s-—ct)z 05 + z,(t),
&
Yy = J.z%-(s——-ct)é‘s
oder °
‘°=5—3{ms’n(“ E+E-9 - E-5)+
(6) + 5= 2 {a.rc sm-— + = gt Vl — (%)zi + @y (?),

Yy = é%(sz —2cts).

Die Wurzeln nehmen wir positiv, fiir den arcsin den Hauptwert. Man kann
aber %,(t) nun nicht mehr Null setzen, sondern muf nach (4)

fo(t) = — Esinf(—ect) [ (—ct) = — 2sin f(2) f' (2)
2 9 2 1 ¢ ¢
= — 2 vy —
2 [T s c g2
figa © ige
[+
annehmen. Mithin ist
- 9_2_ _..t_‘”,.. —_— V _Qf_ 2
xo—cj /——92 == (5 1 02t +a,
1/1u—-§t2
[

Zy = —chl_ﬁtzdt+at+b
= — —g{arcsmg— gt’/l t}-{—at-&—b

Setzt man das in Formel (6) ein, so bekommt man fiir die Seilkurve

L Sl Y E T e

Y = 9‘9—;(@ — 2c¢ts).

Um diese Bewegung unter Einflufi der Schwere, bes der ferner der Anfangspunkt
s = 0 auf der Hohe y = O gehalien wird, aufrechtzuerhalten, muf man dem
Anfangspunkt die Beschleunigung

. 2 t
x‘):*g"“ﬁ:——.-ﬁ

[+ N 2
a° ;s
V1~Fz2

erteilen.
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Diese Bewegung ist deshalb von vornherein auf das Zeitintervall
0=t < g— beschrinkt. Ferner mufl der Realitit von z wegen

1s~ct1g§; fir 0Ss<l 0st<i

sein, was noch I < %;i, also 8 = pgl, d. h. die konstante Fadenspannung

grofer als das Gewicht des Fadens verlangt.
Zur Diskussion kann man die zweite der Gleichungen (7) so schreiben:

1
262((3——002 c212) = é—%(s—ct)z — 598

womit man s — ¢t = F V— y + = 5 gtz) erhilt. Und da die Glieder at-+b

belanglos sind, da sie nur eine gleichformige Horizontalbewegung bedeuten,
bekommt man z, das ja sonst nur eine Funktion von s — ¢t ist, in der Form

z=F(y+ }g2) + at + b;

d.h. man bhat in einem mit der Beschleunigung ¢ fallenden Raum
5, 7 (= y + % ¢1?), der sich mit der beliebigen, konstanten Geschwindigkeit a
horizontal bewegt, eine starre Kurve

. — . g 2¢2 g 2c2 9% 2¢?
S—F(n)v—3{329{arcsm02]/?77+02]/—§—77Vl——w——-——n}

& = ?29{arcsm ]/2"g—}—V2WV 29'7 ..

29n ; & c? 2 o) -
Setzt man = s:n2 g, also 7 = —2—5sm2 =15 (1 —cos2¢); also

s—c¢t= Fsng -% und prézisiert man das Zeichen von ¢ so, daB§

oder

s~ct=§—sin<p, so wird §:4—°§(2tp+sin2¢) und man erkennt, daf}

man es mit einer gewGhnlichen, spitzen Zykloide zu tun hat.

Diese Kurve fallt also;
man mulB aber beachten, dal
der Anfangspunkt s = 0 ge-

A ] R méﬁ——ct:—(;sinqa auf ihr
/\ . wandert. Fiir den Endpunkt
: 2

s=1 git l-—ctzfg—sinqa,

71

Fig. 6. also sin ¢ = % (I — ¢t). Dies
ist méoglich wegen lgfgf und ¢ < -;— Fiir den duBersten Wert ¢ = —:;»

miifite sin ¢ = %(l — g)z % I — 1 sein, was ebenfalls statthaft ist. ~
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3. Ein Niherungsverfahren. Wenn die Gleichung der Nr. 2,

e(5e) -8 (5) =o.

nicht genau erfiillt, die linke Seite aber klein ist, sei es, da8 gg, also die

Kriimmung, und %? , also die Winkelgeschwindigkeit der Fadentangente klein
sind, oder aber, daB die beiden Glieder sich nahezu das Gleichgewicht halten,
so wird man sie fiir eine rohe Niherung vernachlissigen kénnen und erhilt
statt der zweiten Gleichung (2) %255 =0, also § = 8;(t) +a()s mit

a(t) — 82 (t) ’; Slﬁ)_

Randwerte von § sind. Sie seien gegeben. 8§ ist dann stets positiv. Damit
wird aus der ersten Gleichung (2)

>, wenn S (f) und S;(¢) die beiden positiv vorausgesetzten

29 a9 229
(8) 05w = 2a() 57 + (S1+as) 55,

eine lineare, homogene Gleichung fiir 9. Wir wollen noch annehmen, daf S,
wund Sy proportional zueinander seien, dann sind auch @ und S; proportional
und wir konnen mit a(t) = u S;(t) schreiben

e 28 . 99 , 29
S‘;—(t—)‘“a’*tg_ = 2[‘8'_8"{"(1’1'/'&8)5?"

Der alte Ansatz 4 = u(s) v(t) gibt die gewdhnlichen Differentialgleichungen

(9a) %;’—A'gle%xo
und
d , a2
(9b) —wu+mﬁ§+afwm§=o

mit einer Konstanten 4.
Da 8§ > 0, ist auch stets 1 +ps >0 fir 0 <s <1, auch (9b) ist
iiberall regulér.
Ubrigens kann man (9b) durch Bessersche Funktionen integrieren.
Setzt man zunichst
14+ pus =z
so wird aus (9 b)

d*u 2 du i
am T T =0
2 .
Durch die Transformation z = — —i— ”—i - 22, y = x - u erhdlt man die Diffe-
rentialgleichung
d: 1 dy 1
mtrnt(l-ay=0
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deren Lﬁsmﬁg bekanntlich 4, J;(x) + B, Y;(z) ist. (J, die BesstLsche,
Y, die NruManysche Funktion vom Parameterwert 1.) Also hat (9b) die

allgemeine Loésung
w5+ B (Y5
o) + BT (Y53 )

Man wird 2 > 0 nehmen. Dann gibt es zwei voneinander unabhingige Lo-
sungen %, (s) und uy(s), von denen die erste fiir s = 0, die zweite fiir s = [
verschwindet, wahrend die andere 1 ist. Dies erkennt man sowohl direkt aus
den Eigenschaften der Busserschen Funktionen als auch daraus, daB man
die Gleichung (9b) durch die Transformation

1 s
=il

1
U = —W
z
auf die Form
d*w 7
dz2 2z w=0

bringen kann, woraus die Behauptung unmittelbar folgt, weil stets > 0ist.

v (0)= 1 vl(O)_O

(9a) hat ein Fundamentalsystem v, (t) und v, (¢) so, dal {’02 (0)=0, 65(0)=1

ist. Setzt man jetzt das Integral an

= J"zwdl = j'[A (2) w1 (4,5) 4 B(A)u3(4,)] [C(A) w1 (4,1) + D (A) vy (4,8)]d 4,
0 é

so ist

H(0, s) = j [A(A) uy (4, s) + B(A) uy(h, 5] C(2) d 2,

(37)s

9(t, 0) = { B(A) [C(A) v (4, 1) + D(A) vs (A, 1)] A4,
0

]l

T{A () wr(h ) + B uald, 5)]- D) dA,
i}

860 = [ AR [O(D) ex(d,1) + D(3) oa(A 1)) di.
0

Aus diesen vier Integralgleichungen erster Art wiren die vier unbekannten
Funktionen 4C, BC, AD, BD zu bestimmen. Diese Aufgabe werde nicht
weiter errtert.

Ist aber ein freies Ende da, also Sy() =0, so wird y = — 7

= {41 (V=110 —3) + BY, (V=420 - 9)}-
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Von dieser Losung ist der erste Teil brauchbar, da J; den Faktor V=2 Al—s)
tragt, der zweite aber nicht, da er fiir s = [ unendlich wird; also ist jetzt

o

§ = j ,ll Ty (V=420 —9) (C () v1(d 1) + D(2) 022 1) A2

— 8

0

anzusetzen. Man kann jetzt zur Bestimmung von C(Z) und D(4) wohl noch
zwei Bedingungen ansetzen, aber nicht mehr vier. Etwa
0
90,8 = [ A= h(=EAE=9) Cyar,

—0

0

20,9 = jw_flTl? JL(V=244(1—5) D(A)dA.

el

Ist das andere Ende (s = 0) festgehalten, so ist das dortige S, also §;(?) als
ReaktionsgroBe unbekannt. Es ist die Frage, wie weit sie aus einer anderen

Randbedingung, etwa iber (¢, 0) oder z‘}.(t, 0) bestimmt werden kann.
Dazu siehe Nr.5 am SchluB.

4. Ein verallgemeinertes und schrittweise verbessertes Niherungsverfahren.
Eine Gleichung von der Form (8), némlich die urspriingliche Gleichung (2; 1)

2
082

9—7—..2—-———}-3

wird man, wenn S > 0 als gegeben aufgefaBt wird, nach Cavcmy und
RieMaxxy mit folgenden Randbedingungen integrieren kénnen. Auf OA sei

9 (0,t) gegeben, auf CB sei 9(l,¢)
p gegeben, ferner auf OC die Werte von

4 d(s, 0) und (aﬁa(‘i’ Y ) o Stetiger An-

4 schluf in O und C vorausgesetzt. 4P
und B P seien je eine Charakteristik, d. h.
eine zur Differentialgleichung p ds2= Sd¢?
zugehorige Integralkurve?). Die notige
Verallgemeinerung des Cavcayschen Satzes
ist in der Literatur vorhanden8), die Verallgemeinerung der Riemaxwschen
Methode ist leicht auszufithren. Wir wollen den behaupteten Satz als

e

4 $
Fig. 7.

7y Vgl. Fufinote 4).

8} Siehe etwa MASON, Math. Ann. 65 (1908), S.570; A.MYLLER, ebenda 68
(1910), 8. 75%f.; RELLICH, ebenda 103. Altere Arbeiten von PICARD, GOURSAT und
HADAMARD sind hier genannt.
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richtig ansehen, unbeschadet dessen, daB eine sorgfiltige Durcharbe1tung
erwitnscht wire. Dafl die Gleichung (2, 2)

a8 a9 09\2
= SG) =~ ()
wegen ( g—?)z = 0 stets bei gegeben gedachtem ¢ unter Einfithrung der

Randbedingungen S = 8;(¢) fiir s = 0, S = S,(t) fiir s = I erfiillt werden
kann, ist klar. Auch ist leicht zu beweisen, daff, wenn S; > 0, 82 > 0, auch
stets S = 0 4st in 0 < s < [. Denn wiirde S im Intervall negativ, so miiite

8
ein Minimum mit negativem S vorhanden sein, also = S 5 > 0, was aber der

Gleichung widerspricht; es miiiten denn glelchzemg an der Minimalstelle
a9
Js
leicht erledigt werden.

Nun schlagen wir folgendes Verfahren der schrittweisen Verbesserung ein.

Wir 16sen erst:

und g—f gleich Null sein. Diese scheinbare Ausnahme kann aber auch

028 y
- 5:;2“ = 0 zu S ISl +
und dann Gleichung (8), aus der wir einen ersten Niherungswert (s, i)
bestimmen. Mit diesem gehen wir in die Gleichung (2, 2)
8 89,02 a9,\2.
958 ('a‘;) = “9(797)’
und berechnen ein verbessertes S, so fahren wir fort. Der Konvergenzbeweis

muf noch erbracht werden.

_Sl

5. Ein allgemeiner Satz diber die miglichen Randbedingungen bei all-
gemeiner Stetigkeit und Differenzierbarkest. Setzt man diese voraus und gibt
die Anfangslage und Anfangsgeschwindighkeit beliebig, hilt das eine Ende fest,
lifit das andere los, so entsteht ein Widerspruch, wenmn wicht die Anfangsrichtung
um festgehaltenen Punkt eine ganz bestimmite 1st®). Es sei zu Anfang x = %4(s),

2 2
Y = Yo(s); & = up(s), ¥ = vp(s), wobel natiirlich wegen (Z—:) =+ (g—g) =1
gewisse Bedingungen fiir diese vier Funktionen erfiillt sein miissen, ndmlich

a 2y\2 dyo\® dxy du, dyodvo_
(10 (W) +(E_;)—l und @s ds T ds ds—'O'
Wenn nun der angehiingte Index 0 allgemein die Werte fiir ¢ = 0 bedeutet,
so folgt aus den Bewegungsgleichungen (1) bei X(t) 0, Y({) = — pg bis

auf Glieder dritter Ordnung in ¢

(s, t) = 2 (s) + up(s)t — ——t2 {,__ cos ¥ — Ssin 29 }

Yy (s, 1) = yols) + vo(s)t+~—t2 {- gg—;— a—'~S'sm 9+~ Scos & aﬁ}

[

%) Dazu siehe PAILLOUX, L c.
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und daraus
—_ ‘o 0 } _._2 5 osﬂ_,a._,s‘ ﬁ___,
ds ds 2{Ji { n

1 #8 ad
__=__+—~t+§—ét{5?s1 19+2 cosﬂ—-———

—Ssxnﬁ(é—;) —Q—Scosﬂ-g—??}o.

d y\?

Daraus ergibt sich weiter auBler (10) wegen (g-gf)z + ( er) = 1 wieder Dbei

Beriicksichtigung von Gliedern zweiter Ordnung in ¢
f(duoy? | (dr)r | L(#S ooty )
0=e [(ds) +(ds) + ¢\ 0 “S(aon ?
benutzt ist dabei

d d
“To — cos Py, ZY° — sind,.

ds ds

Folglich muB S, die Differentialgleichung
a8 d dug\2 ad
T = Sk = = (52 + (] = — e (57,

erfilllen19). Diese Gleichung hat bei gegebenem k¢ und ('é—t)o eine Losung
der Form
S = A(s) + C;B(s) + C:0C(s),

wo A (s) eine Partikularlgsung ist, B(s) und C(s) der homogenen Gleichung
geniigen:

a2 B

ds
Man kann noch B(0) = 0, d (0) =1; CO) = O, Is (l) = 1 vorschreiben,
und es ist nicht C proportional zu B, weil & = 0ist. Danun S = Ofiirs = {
sein soll (freies Ende), so folgt

40

C:B(ly= — A(l) uwnd S = 4(s) — 50 B{(s) + C3C (s).
Soll nun z(0, £} = 0, (0, t) = 0 sein, so miibte auBler z,(0) = 0, % (0) = 0,
%,(0) = 0, v5(0) = 0 noch

(55

-k§13=0 baw. %f;f—koo.:o.

cos P — Ssmﬁ )___ = 0,

t=0

(-—-—gg-}-é—smz?-&—Scosé ) _0=0
s=0

19) Das ist natiirlich (2, 2).
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erfillt sein. D.h. aber
a8 .
(55 )0,0 = egsin do o
(Sk)o,o = Qg co8 790,0 .
Der Doppelindex 0, 0 bedeutet: ¢ = 0, s = 0.

Setzt man obigen Wert von S ein, so erhilt man
4(0) — 5 + 020" (0) = ogsin By,
Ey o (4(0) + C,C(0)) = pgcos 9 q-
((0) ist sicher nicht Null, da sonst C(s) und B(s) proportional sein miiliten,
also kann man aus der zweiten Gleichung O, eliminieren und in die erste
einsetzen (falls nicht %, , = 0 ist) und erhilt so eine Bedingung fiir 9, 4,
wie behauptet wurde. Denn alle sonst vorkommenden GréBen sind wohl be-
stimmt. Sollte aber k, o = 0 sein, so folgte dasselbe und zwar cos #; o = 0-
Gibt man beispielsweise uo=0, v = 0, k = konst, so ist § = (', Sin k(l—s)
und die Gleichungen fiir C, und ¥, , heifen

— C2k Coj kIl = pgsin ¥, 4,
Cok Sinkl = pgeos 9, 4,
also
tg ¥y = — Clg- k1L
Wenn etwa k sehr klein ist, der Faden zu Aa:xfa,ng nahezu gestreckt ist, wird
tg & o sehr groB negativ, also ¥y , nahezu — —, d. h. der Faden mufl zu
Anfang nahezu senkrecht herabhéingen.

(Eingegangen am 24. Dezember 1941.)



