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Einleitung.

Wir betrachten einen algebraischen Funktionenkérper K einer Un-
bestimmten vom Geschlecht ¢ = 1 iiber einem vollkommenen Konstanten-
kérper £.

In einigen meiner fritheren Arbeitenl), sowie in zwei Arbeiten von
Drurixe2), die sich zur Hauptsache mit dem Beweis der Riemavnschen
Vermutung im Falle eines endlichen £ befassen, spielt der u-Teilungskorper
K /K u von K0, wo u ein beliebiger Multiplikator von K/ ist, eine wichtige

Rolle. Allerdings handelt es sich dort genauer um den p-Teilungskérper K /K u

der algebraisch-abgeschlossenen Konstantenerweiterung K/ von K/023); die
ganze Theorie wird ndmlich in diesen Arbeiten, ehe die Anwendung auf end-
liches 0 erfolgt, zuniichst fiir algebraisch-abgeschlossenes £ entwickelt.

1) H. HASSE, Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkorper I, 11, I11.
J. reine angew. Math, 175 (1936); im folgenden zitiert mit H I, IT, IT].

2) M. DECRING, Arithmetische Theorie der Korrespondenzen algebraischer
Funktionenkosrper I, IX. J. reine angew. Math. 177 (1937); 183 (1940); im folgenden
zitiert mit D I, II.

3) Ich verwende ohne nochmalige Erklirung eine Reihe von Begriffsbildungen und
Ausdrucksweisen, wie ich sie in einer im Druck befindlichen Arbeit entwickelt habe:
H. Hass®, Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionenkérper. Jahresber.
Deutsche Math.-Ver. 52 (1942); im folgenden zitiert mit A.
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Im Falle, daB der Grad N (u) des u-Teilungskérpers K /K u nicht durch die

Charakteristik von £ teilbar ist, erweist sich K /K u, wie wir unten noch einmal
niher ausfithren werden, als unverzweigt und abelsch, mit der Gruppe der
Translationen um die p-Teilungsklassen als Galois-Gruppe, und mit dem

folgenden einfachen Zerlegungsgesetz: Jeder Primdivisor pu von Kuj0

zerfillt in N (u) verschiedene Primdivisoren q von K /0, nimlich in die N (x)
Losungen von pq = p. i

Esist nun von Interesse zu fragen, welches Zerlegungsgesetz im pu-Teilungs-
korper K/K u von K |0 selbst gilt, wenn nur £ von vornherein so umfassend
vorausgesetzt wird, dafl K/K p galoissch und damit abelsch ist; die letztere
Voraussetzung kann durch eine endlich-algebraische Konstantenerweiterung
verwirklicht werden. Zu dieser Frage stellen wir folgende allgemeine Be-
merkung voran.

In der Theorie der endlich-algebraischen Zahlkérper sind die Restklassen-
kérper der Primdivisoren endliche Kéorper und als solche durch alleinige Angabe
thres Grades gekennzeichnet. Daher geniigt in dieser Theorie zur Beschreibung
eines Zerlegungsgesetzes fiir einen galoisschen Relativkdrper (von den endlich
vielen verzweigten Primdivisoren abgesehen) die Angabe des gemeinsamen
Relativgrades der Primfaktoren fiir jeden Primdivisor des Grundkorpers.
In der Theorie der algebraischen Funktionenkorper iiber einem Kdorper O
sind die Restklassenkorper der Primdivisoren endlich-algebraische Erwei-
terungen von £, also nicht mehr durch alleinige Angabe ihres Grades gekenn-
zeichnet. Daher geniigt hier zur Beschreibung eines Zerlegungsgesetzes nicht
mehr die bloBe Angabe des Relativgrades der Primfaktoren; es miissen viel-
mehr ihre Restklassenkorper selbst als Relativkorper iiber {2 angegeben
werden. Fiir einen galoisschen (abelschen) Relativkérper sind diese Rest-
klassenkorper selbst galoissch (abelsch) iiber £2 und hingen nur von dem Prim-
divisor des Grundkorpers ab (Theorie der Zerlegungsgruppe).

Wir begniigen uns im folgenden mit dem Studium der Zerlegung der
Primdivisoren ersten Grades pu von Ku/Q. Die pu zusammensetzenden
Primdivisoren q von K/ ergeben sich, indem man die Lésungen g von

#q = p in K/Q zu vollstindigen Systemen in bezug auf 2 konjugierter zu-
sammenfafit. Es handelt sich dann um die Angabe des nur von p abhanglgen
Restklassenkdrpers

= 2(q) = 2()

der durch Adjunktion der Reste der Elemente aus K fiir irgendein zu p ge-
horiges q (oder — was wesentlich dasselbe — fiir irgendein zu p gehériges q)
zu 2 entsteht. Ein Zerlegungsgesetz fiir die Primdivisoren ersten Grades pu
von K /0 muB diese Restklassenkdrper £ £, durch Eigenschaften von p kenn-
Zzeichnen, '

Mathematische Zeitschrift. 48. 4



50 H. Hasse.

Wir werden nun im folgenden ein solches Zerlegungsgesetz fiir den Fall
eines natiirlichen Multiplikators p = # herleiten, und zwar wird sich zeigen,
daB in diesem Falle ein umkehrbar eindeutiger und isomorpher Zusammenhang
zwischen der Kummer-Erzeungung des Restklassenkérpers £, und der n-Klasse
des Primdivisors p besteht. Dabei werden zwei Primdivisoren ersten Grades p
und p’ von K/Q dann und nur dann zur gleichen #-Klasse gerechnet, wenn

die von % reprasentierte rationale Nullklasse die n-te Potenz einer rationalen

Nullklasse von K/OQ ist. Das Zerlegungsgesetz ist demnach vom Typus der
aus der Klassenkorpertheorie der algebraischen Zahlkorper bekannten Zer-
legungsgesetze, und es hat in seiner Isomorphieaussage iiberdies eine gewisse
Ahnlichkeit mit dem ArTinschen Reziprozititsgesetz der Klassenkorpertheorie.
Wir kommen unten darauf noch niher zuriick. )

Dieses Zerlegungsgesetz hat sich in einem von mir geleiteten Gottinger
Seminar4) unter Mitarbeit von Frl. H. v. Caemurrer ergeben, und zwar
bel unseren Bemithungen, den bekannten Endlichkeitssatz von WEIL?) rein-
algebraisch zu beweisen. Bei diesem Endlichkeitssatz handelt es sich um
einen algebraischen Funktionenkorper K/ einer Unbestimmten von be-
liebigem Geschlecht ¢ iiber einem endlich-algebraischen Zahlkorper 2 als
Konstantenkorper. Der Satz besagt, daB die rationale Nullklassengruppe D
von K/0Q (die in bekannter Weise als Additionsgruppe der rationalen
g-gliedrigen Punktgruppen von K/Q darstellbar ist) endlichen Rang hat.
Der Wersche Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf die analytische Theorie
der n-Teilung der zu K/ gehorigen ABerschen Funktionen, und zwar kommt
er mit der speziellen Teilungszahl » = 2 aus. Es wird dort in analytischer
Form ein Zusammenhang zwischen einer ad hoc konstruierten Klassen-
einteilung der rationalen Punktgruppen und der durch Thetafunktionen
dargestellten Kummer-Erzeugung des Zweiteilungskorpers entwickelt, der
fiir g = 1 in den Spezialfall » = 2 des in dieser Arbeit behandelten Zer-
legungsgesetzes iibergeht. Fiir ¢ = 1 geht der Wrirsche Endlichkeitssatz
bereits auf Morprrr®) zuriick, dessen Beweis?) sich auf die klassischen
Zweiteilungsformeln der elliptischen Funktionen stiitzt und wesentlich frei
von Analysis ist.

Wenn ich hier aus dem Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper einen
neuen Beweis des MorperL-WerLschen Endlichkeitssatzes fiir ¢ = 1 herleite,

%) Bine Ausarbeitung dieses Seminars vom 8. 8. 1938 befindet sich in der
Biicherei des Mathematischen Instituts Gottingen. ’

5) A. WEIL, L’arithmétique sur les courbes algébriques. Acta math. 52 (1928).

6) 1.J. MORDELL, On the rational solutions of the indeterminate equations of
the third and fourth degree. Proc. Cambridge Phil. Soc, 21 (1922), part 3.

7) Siehe auch die WEILsche Fassung dieses Beweises: A. WEIL, Sur un théoréme
de Mordell, Bull. Scienc. Math. 54 (1930).
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so geschieht das aus den folgenden drei Griinden: Erstens arbeitet der ur-
spriingliche MorpeLLsche Beweis und auch die WeiLsche Fassung mit den
speziellen Formeln der Zweiteilung der elliptischen Funktionen. Er mag
deshalb zwar kiirzer sein, ist aber sicher weniger durchsichtig als mein Beweis.
Zweitens erscheint es mir befriedigend, den Weirschen Endlichkeitssatz, der
ja eine ganz allgemeine Strukturaussage ist, auch im Zuge der allgemeinen
Strukturtheorie der algebraischen Funktionenkorper einer Unbestimmten
zu beweisen und ihn so in dieser Theorie an wohlbestimmter Stelle fest zu
verankern. Drittens sehe ich in der Befreiung von den speziellen Formeln der
Zweiteilung und in der Einordnung in die allgemeine Strukturtheorie fiir .
g = 1 eine wesentliche Vorarbeit fiir einen rein-algebraischen Beweis des
WeiLschen Endlichkeitssatzes auch fiir ¢ > 1.

Einen solchen allgemeinen Beweis zu geben, und dabei auch die bisher
nur ganz wenigen restlos klare WerLsche Distributionslehre fiir algebraische
Funktionenkorper mehrerer Unbestimmten in derjenigen Klarheit, Prignanz
und strukturellen Durchsichtigkeit zu entwickeln, durch die sich die arith-
metische Theorie der algebraischen Funktionenkorper auszeichnet, erscheint
mir als eine sehr lohnende und dankenswerte Aufgabe. Neben dieser Aufgabe,
fiir die das hier bewiesene Zerlegungsgesetz auf den x-Teilungskérper des
Asrrschen Funktionenkorpers eines algebraischen Funktionenkorpers K /0
vom Geschlecht g > 1 zu verallgemeinern ist, wire es ferner interessant, in
diesem Zerlegungsgesetz noch die hier gemachten Beschrinkungen auf Prim-
divisoren ersten Grades und auf natiirliche Multiplikatoren aufzuheben, was
wohl beides nicht schwer ist.

§ L.
Der u-Teilungskirper 8),

1. Es sei y ein (eigentlicher) Meromorphismus von K/Q (H II, § 2), also
ein Isomorphismus von K/Q auf einen Teilkorper Ku/Q, der als hinterer
Operator geschrieben wird. Der Relativkérper K /K u heiBt der u-Teilungs-
kérper von K/Q. Sein Relativgrad N (u) = [K : K] (Norm von u) éndert
sich nicht bei Ubergang zu einer Konstantenerweiterung von K/2. Dem
Meromorphismus u entspricht umkehrbar eindeutig eine (nicht-konstante)
Korrespondenz von K /2 auf sich (DI, §§ 2, 5), die als vorderer Operator

%) Die in diesem Paragraphen zusammengestellten Tatsachen finden sich im
wesentlichen bereits in H 1T, § 2, D 1, §§ 2, 5 und D II, § 4. Jedoch ist dort die Theorie
des p-Teilungskorpers nicht Selbstzweck, und auBerdem lassen sich die in H II ge-
gebenen Beweise zum groBen Teil durch die Methodik von D I, IT betrichtlich verein-
fachen. Daher gebe ich hier eine kurze iibersichtliche Zusammenstellung der wesent-
lichen Tatsachen diber den s-Teilungskérper.

4*
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geschrieben wird. Sie stellt sich im Bereich der algebraischen Punkte g von
0 (A, §1, 3) durch die Formel dar:

M pi= Ny @

Durch Anwendung dieser Korrespondenz auf die algebraische Nullklassen-
gruppe D von K/Q (A, §4, 1) entsteht der » zugeordnete Multiplikator von
K /0 auf sich (D I, § 4), den wir hier unmiliverstédndlich ebenfalls mit g be-
zeichnen. Er stellt sich als ein Endomorphismus (Homomorphismus in sich)
der Klassengruppe D dar. Mit D) baw. D, seien, wie in A, §8,3, die Gruppen
der durch Ausiibung von x auf Klassen aus D entstehenden bzw. 1 werdenden
Klassen bezeichnet. Es gilt:

Zu jedem algebraischen Punkt p von K |Q qibt es einen algebraischen Punkt q
von K [0 mit uq = p, und wenn N (u) nicht durch Char. O teslbar ist, ¢gibt es
zu jedem P genou N (u) verschiedene solche q.

Bs ist also pD = D, d.h. p stellt sich als Automorphismus von D dasr;
und wenn N (u) nicht durch Char. 2 teilbar ist, hat .D die Ordnung N (u).

Beweis?). Die Beziehung uq = p ist nach (1) gleichbedeutend damit,
daf q einer derjenigen algebraischen Punkte von K/O ist, die in dem al-
gebraischen Punkt p u von K u/0Q enthalten sind. Hiernach besitzt ugq = p
fiir jedes p eine Losung q. Durch Division mit einer festen Beziehung x ﬂo = Po
folgt daraus ,uD D. Die Zerlegung des Primdivisors pu von K ,u/ in
Primdivisoren g von K/Q hat ferner nach dem Gesagten die Form

pu= [T a% mit X e = N(y),
' wi=% wi=7
wo die Verzweigungsordnungen e_ zunichst nicht bekannt sind. Die Anzahl
der verschiedenen Primfaktoren in dieser Zerlegung ist gleich der Lésungs-
anzahl von u g = p. Durch Division mit ugp = P, wo qp eine feste Losung ist,
folgt, daB diese Anzahl gleich der Ordnung von I) .und daher von p unab-
hingig ist. Ist also N (u) nicht durch Char. O teilbar, so da8 K JEK u separabel
ist und daher mindestens ein pu unverzwe;gt bleibt, so sind notwendig alle
pp unverzweigt, d. h. alle &= 1, und .D hat die Ordnung Z‘ 1 = N(u),

wie behauptet. Der Bewels ergibt fiberdies:

9) Siehe schon H II, §2 und fiir beliebiges Geschlecht A, §8, 3. Der hier gegebene
Beweis ersetzt die Anwendung der Relativgeschlechtsformel in HII, § 2 durch eine
direktere SchiuBweise, wie es fiir die Verallgemeinerung in A, §8, 3 erforderlich war. Fiir
den hier beiseite gelassenen Fall, daB N (u).-durch Char. © teilbar ist, siehe H II, § 2.
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Ist N(u) nicht durch Char. Q teilbar, so ist K/K p umverzweigt, wnd das
Zerlegungsgesetz fiir KK u lautet:
pu= 1II 4
wg=9
2. Es sei 4 eine rationale Nullklasse von K /2 (A, §4, 1). Ferner sei n eine
natiirliche Zahl und o ein rationaler Punkt von K/Q; die Existenz eines
solchen kann auf Grund einer endlich-algebraischen Konstantenerweiterung
vorausgesetzt werden. SchlieBlich bedeute ¥ einen transzendenten Punkt
von K/Q (A, §5, 2). Durch die Aquivalenzen
T x~zxd, 71‘1’—)3 ~ (&)
werden dann Meromorphismen 7, %, von K/ definiert (A, § 6), indem durch
¥ = T,%, ¥ —> n, ¥ Meromorphismen des zu K /2 isomorphen Kérpers K = 2 (x)
gegeben sind. 7, heiBt die Translation um die Klasse 4 und n, die n-Multi-
plikation mit dem Bezugspunkt o. Aus dem Additionstheorem (D I, §2) er-
geben sich1%) fiir die zugeordneten Korrespondenzen von K/ im Bereich der
algebraischen Punkte g von K/Q die zur Definition von 7,, u, analogen
Formeln:
ni~ad P~ (g)
Die diesen Korrespondenzen zugeordneten Multiplikatoren stellen sich dem-
gemifl durch die Formeln dar:
17A5 =0, %05—: cr,
wo C die algebraischen Nullklassen von K/ durchliuft. Die Translationen 7,
lassen also als Multiplikatoren die algebraischen Nullklassen von K /2 in-
variant; die #-Multiplikation n, ist als Multiplikator unabhéngig vom Bezugs-
punkt o und bedeutet einfach die Potenzierung mit » in der Gruppe D. Die
Translationen 7, sind Automorphismen von K /2, es ist also N(7,) = 1, und
nach (1) gilt fiir sie:
7,0 =qr %
Sie lassen hiernach nicht nur als Multiplikatoren, sondern auch als Auto-
morphismen die Klassen aus D invariant. Fiir die n-Multiplikation n, gilt
N(n,) = n211), Der zugehérige Teilkérper Kn, hingt nicht vom Bezugs-
punkt o ab, kann also einfach als K bezeichnet werden. K/K# ist dann der
n-Teilungskérper von K/Q.
10y Man nehme die hier auftretenden Korper K, K als Korper K, K im Sinne von
DI, §2 und 3, 7, %, Wy%, - .. als korrespondenzerzeugende Divisoren D von & = KK
im dortigen Sinne.
11) Diese wichtige Formel ergibt sich am einfachsten gema8 D II, §4. Mein frither

aus H 1 und H II1, § 1 kombinierter rechnerischer Beweis ist durch diese einfache be-
griffliche SchluBweise als iberholt anzusehen.
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3. Ist wieder u irgendein Meromorphismus von K/0, so heiflen die
Klassen J aus der Gruppe ﬁw also die Losungen von uJ = 1in der Gruppe D,
die p-Teilungsklassen von K/Q. Durch eine endlich-algebraische Konstanten-
erweiterung kann erreicht werden, daB sie rational sind; wir bezeichnen sie
dann mit J, ihre Gruppe mit D,. Im Anschluf an die oben ausgesprochenen
Satze gilt:

Ist N(u) nicht durch Char. Q teilbar, und sind die u-Teillungsklassen
von K[OQ rational, so ist der p-Teilungskorper K|K u abelsch, mit der 2u D,
isomorphen Gruppe I, der Translationen v, um die u-Teilungsklassen J als
Galotsgruppe.

Beweis2), Da alle Losungen q von ug = p aus einer festen g, in der
Form

G~ g, also g= 17,8 =75’
entstehen, wo J die u-Teilungsklassen durchliuft, kann das Zerlegungsgesetz
fir KKy in der Form
Pﬂ—HTJ% HQO'CJ

geschrieben werden. Hiernach lassen die Translationsantomorphismen z;
alle algebraischen Punkte pu und daher alle Divisoren ay von Ku/2 in-
variant. Sie konnen dann fiir die Elemente zu aus K u nur die Multiplikation
nmit Faktoren == 0 aus 2 bewirken. Durch Betrachtung von zu + 1 folgt, dal
diese Faktoren durchweg = 1 sind. Daher sind die 7, Automorphismen von
K/K u. Da ihre Anzahl mit dem Grad N (u) von K/K y iibereinstimmt, ergibt
sich die Behauptung.

: 4. Fiir die Elemente z aus K hat man einerseits
1= (zp) (q) mod. q, also auch mod. Nz.‘-,»ﬁu (q)

und daher nach (1)

z = (z) (q) mod. pq,
wihrend andererseits natiirlich

z=z(uq) mod. uq
ist. Durch Vergleich ergibt sich die Restformel (H1I, § 2):
@ (zu) (@) = 2z(pq).
Dabei konnen die Reste auch o sein; (2) ergibt sich unter EinschluBl dieses
Falles, indem man neben z auch -z— betrachtet, oder also von einem homogenen

Elementsystem 2z:2; = 1:2 ausgeht (A, §3,1). In (2) steckt demnach als
Teilaussage: Dann und nur dann ist zu ganz fiir g, wenn z ganz fiir uq ist.

12) Fiir beliebiges Geschlecht siehe wieder A, §8, 5.
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Wendet man die Restformel (2) auf das Berechnungsschema der Distributionen
[A, §9, (1)—(4)] an, so ergibt sich die analoge Restformel:

®3) (ap) (@) = a(uq)
fiir ganze Divisoren a von K/02. Dabei gilt sogar = statt nur -, wenn die
beiden Distributionen mittels einer homogenen M-Basis z,, ..., #, von

K/2TA, §3, 2) und der ihr meromorph zugeordneten Mu-Basis zou, ..., T, p
von K u /02 gebildet werden. Beim Beweis beachte man, dal nach dem zuvor

Gesagten einer fiir pq primitiven Normierung von %, ..., z, eine fiir q
primitive Normierung von %y, . . ., Z,u entspricht.
§2.

Die Kummer-Erzeugung
und das Kummer-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wir betrachten den n-Teilungskérper
K /Kn von K/0. Dabei machen wir durchweg folgende drei Voraussetzungen,
ohne sie immer zu wiederholen:

a) Es qibt emnen rationalen Punkt o von KO,

b) Die n-Terlungsklassen von K [0 sind rational.

¢) n st nicht durch Char. © teilbar.

a) und b) konnen durch eine endlich-algebraische Konstantenerweiterung
verwirklicht werden, ¢) wird der Einfachheit halber vorausgesetzt. a)ist schon
fiir die Definition des n-Teilungskorpers gemi8 § 1 erforderlich, b) und c)
sichern die in § 1 ausgesprochenen Tatsachen fiir ihn.

1. Kurz zusammengefalt hat man unter den Voraussetzungen a), b), ¢)
folgenden Tatbestand:

Die n-Teilungsklassen J, also die Losungen von J” = 1, bilden eine
abelsche Gruppe D, von der Ordnung %2 und vom Typus (n, n); letzteres
ergibt sich gruppentheoretisch, indem man neben # die Teiler von # betrachtet.
Der n-Teilungskorper K/Kn ist unverzweigt und abelsch, mit der zu D,
isomorphen Gruppe %, der Translationen 7, um die n-Teilungsklassen J
als Galoisgruppe. Das Zerlegungsgesetz fiir die algebraisch-abgeschlossene
Konstantenerweiterung K /K n (oder also das Zerlegungsgesetz der algebraischen
Punkte fiir K/Kn) lautet: -

pn, = I “Eg, wobel ﬁ%‘l ~ (%)n
npq =9
Man beachte, daB zur Formulierung dieses Zerlegungsgesetzes ein rationaler
Bezugspunkt o und damit einer der zum Multiplikator % gehérigen Mero-
morphismen, namlich #,, ausgezeichnet werden muB, obwohl der Relativ-
korper K/Kn selbst unabhingig von o ist. Entsprechendes gilt auch fiir die
Formulierung der weiteren Ergebnisse.
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9. Wie in der Theorie der Kummer-Erzeugungen iiblich, schreiben wir
fiir Elemente 2, 2’ aus K:

z=12 in K, wenn 2’ =2¢"* mit ¢ 5 0 aus K,
und reden in diesem Sinne von den n-Klassen aus K. Unter den Voraus-
setzungen a), b) folgern wir zunéchst: ,
Kummer-Erzeugung des n-Teilungskorpers. 2 enthilt die n-ten Einheits-
wurzeln. Dementsprechend besitzt K |K n eine Kummer-Erzeugung. Diese lautet:

K = KEn(lz,n,). -
Dabei ist das Elementsystem z, n, aus Kn folgendermafien erklirt: Es gibt in K
ein Elementsystem

19
Wy £ 3
Dno

wo % das auf o bezogene Reprisentantensystem der n-Teilungsklassen J durch-
lauft. Damit st
Z; My = WJ.
Das zugeordnete Elementsystem z; aus K ist also durch
~ i ’
2 (5) -
mat bestimmter Normierung der Faktoren aus 2 gegeben.

Beweis. Wegen J* = 1 ist zuniichst klar, daB es zu jeder n-Teilungs-
klasse J ein Element z, aus K mit
ing

zy o2 (i)u, also zym, o {——)n
=\ = \on,

gibt. Nach dem Zerlegungsgesetz fiir K/En ist nun
i%n = H‘[JTO: Onn = H TJBO:
7 J

wo 1o, Do feste (nicht notwendig rationale) Ldsungen von
nyip = i, MyDp = O
sind. Wegen der Invarianz der Nullklassen bei Translationen folgt daraus die
Aquivalenz in K:
ing _ i Ly
on, ?,]TJ (Tﬁ;) ~ (Bo) :

Nach der Definition von n, gilt ferner in K:

n 1 i i, \n2 i\n
(o ~mlB)= £ abo (B ~ () ~2
Die damit in K festgestellte Beziehung
. . in, .

on,
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gilt wegen der Invarianz der Divisoreniquivalenz auch in K; denn in,, on,
sind ganze Divisoren von K/Q. Hiernach gibt es zu jeder n-Teilungsklasse J
ein Element w; aus K mit

Die obengenannten Elemente z, lassen sich dann durch Faktoren aus 2 so
normieren, dafl
— n
Zyhy = Wy

gilt. Eine zuldssige Anderung der w, um Faktoren == 0 aus 2 ergibt fiir
die z, eine Anderung um Faktoren == 0 aus 2% so d.aB die n-Klassen der
normierten z; in K eindeutig festliegen. Der Multiplikation der J:

J1J2: J

entspricht die Multiplikation der - bis auf Faktoren = 0 aus X, also die

Multiplikation der w, bis auf Faktoren == 0 aus K%, und daher die Multi~
plikation der z, bis auf Faktoren == 0 aus K*, d.h. die n-Klassenmulti-
plikation der z; in K:

z; %5, =2, in K.

Da z; =1 in K nur fiir J = 1 gilt, reprisentieren also die z; eine n-Klassen-
gruppe in K, die zur Gruppe D, der n-Teilungsklassen J und damit zur Galois-
gruppe T, von K /K n isomorph ist. Hat insbesondere J die genaue Ordnung #,
so ist w} = z;n, die fritheste in Kn gelegene Potenz von w,. Da K/Kn
galoissch ist, sind also die n-ten Einheitswurzeln in K% und daher in O ent-
halten. Aus der festgestellten Isomorphie folgt dann nach der Theorie der
Kummer-Erzeugungen die Behauptung.

Die vollen n-Klassen der z; in K ergeben iibrigens gerade diejenigen
Elemente aus K, die n-te Potenzen von Divisoren (nullten Grades) von K/
sind, jedes solche Element in einer bestimmten Normierung durch einen
Faktor = 0 aus 0

3. Ist p ein Primdivisor ersten Grades von K /Q, so gibt es in der n-Klasse
von z; in K zu p prime Vertreter z, (fiir p == 0,1 geniigt schon z, = z,);
denn man kann w, durch einen Faktor aus Kn prim zu pn, machen. Fiir alle
solchen Vertreter gehtren die Reste z;(p) einer und derselben #n-Klasse in 2
an. Wir verstehen im folgenden bei Betrachtung eines p unter z; einen zu p

prim normierten Vertreter der #-Klasse des bisherigen normierten z, ( —:)— )“,

und unter w; dann eine Lisung von z, %, = w}. Diese Normierung kann
auch gleichzeitig fiir mehrere p vorgenommen werden. Wir beweisen nun-
mehr:
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Kummer-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilangskorper. Der Restklassen-
korper 02,/0Q der Primdwisoren von K[0, die in einem Primdivisor ersten
Grades pn, von Kn|0 aufgehen, wird in Kummer-Erzeugung gegeben durch

— 0V ®)

Beweils. Bei der getroffenen Normierung sind die w, = Vz‘, n, ganz
fiir pn,, und ihre Diskriminante | Sz ., (w0, %,)| ist prim zu pm,. Letzteres
sieht man so:

_ |Pwywy fir JJ =1
SKIKn(waJ') - l 0 fitr JJ'# 1 >
also
S ka0 05| = 02 (IT 0,2

die w,, sind prim zu p#, normiert, und # enthiilt — anders als fiir algebraische
Zahlkérper — keinen Primdivisor, da es eine wegen der Voraussetzung c)
von Null verschiedene Konstante ist. Demnach bilden die w eine pn,-Ganz-
heitsbasis fiir K/Kn. Ist also g ein Primdivisor von K/, der in pn, aufgeht,
so erzeugen die w;(q) den Restklassenkérper £2(q) = £, tiber dem Rest-
klassenkérper 2(pn,) = 2:

0, = 2(w; ()
Ist nun q ein in q steckender algebraischer Punkt von K /O, so ist nach dem
Zerlegungsgesetz der algebraischen Punkte n,q = p, also nach der Rest-
formel § 1, (2)
w(q) = w; ()" = (2;1,) (@) = 2, (%, q) = 2;(p)-
Damit ergibt sich die Behauptung.

§3.
Das Klassenkorper-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.

Es mégen nach wie vor die zu Beginn von § 2 gemachten Voraussetzungen
a), b), ¢) gelten.

1. Wir betrachten die %-Klasseneinteilung der rationalen Punkte p
von K/0:

p’ ~ P, Wenn p’ ~ pC” mit einer rationalen Klasse ¢ von K /0.

Die n-Klassen der p sind die Nebengruppen ersten Grades zur Untergruppe D"
der rationalen Nullklassengruppe D von K /2; erst ithre Quotienten bilden die
Faktorgruppe D/D*. Im Hinblick auf die Definition des Meromorphismus #,,
nach der )

p = n,q gleichbedeutend mit —ﬁ— ~ (-‘;—)ﬂ
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ist, denken wir uns die Faktorgruppe D/D" durch die n-Klassen der Quo-
tienten —’;— reprasentiert. Ist g, g’ ein Losungspaar von p = n,q, p’ = 5,4,
so bedeutet p’ ~ P daB §’ ~ qCJ mit einer rationalen Klasse C und einer

n-Teilungsklasse J von K/O ist; Wegen der vora,usgesetzten Rationalitit
der J folgt daraus 2(q') = 2(q), d.h. 2, = £2,. Ferner ist dann und nur
dann p = %,q mit rationalem g, wenn p ~0 ist. Damit haben wir schon

folgende beiden Teilaussagen eines Klassenkérper-Zerlegungsgesetzes fiir
K/Kn:

Der Restklassenkorper O, hangt nur von der n-Klasse von p ab.

Dann und nwur dann ist pu, voll-zerlegt, wenn p ~ o ist.

Die letztere Aussage kann nach dem Kummer-Zerlegungsgesetz aus § 2
auch so ausgesprochen werden:
1) z;(p) =1 in Q2 (fir alle J) ist gleichbedeutend mit p ~ o.

2. Wir beweisen jetzt dariiber hinaus:

Klassenkorper-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.  Das
- Klassensystem der Kummer-Erzeugenden z,(p) in O des Restklassen-

korpers 2,102 der Primdivisoren von K|(Q, die in einem Primdaivisor ersten

Grades pn, von Kn/0 aufgehen, entspricht wmkehrbar eindeutig der n-Klasse
Vo P

@)z ) =2 wn 0 (fir alle J) ist gleichbedeutend mit p’ ~p.
Diese eineindeutrge Zuordnung wird gegeben durch das Formelsystem:

(3) 2;Tp = 2,(p) -2, i K,

wo P die Klasse von — bezewhnet und sie ist ein Isomorphismus zwzsc]zen der

Faktorgruppe D/D", repmsentwﬁ durch die n-Klassen PD" der X, und der

Multiplikationsgruppe Z, der n-Klassensysteme der z;(p) wm 0.

Beweis. Da z, die n-te Potenz eines Divisors nullten Grades von K/Q
ist, und da die Translation 7, die Nullklassen von K /22 invariant 1i8t, hat man
2, Tp L2 € p

mit Faktoren ¢ s, p £ 0 aus K, also

4 Tp="Y5,p % CGpxVsp %y MK
mit Faktoren y; , = 0 aus 2. Diese Faktoren bestimmen sich durch Rest-
bildung mod. o. Links ist nach der Restformel § 1, (2)

(27 7p) (0) = 2;(Tp0) = 2;(p).
Rechts ist nach (1)
z;(0) =1 in 0.
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Man beachte hierbei, da z, gleichzeitig zu p und o prim normiert werden
kann. Damit ergibt sich
Vs, p 5 4r(P) In O,

also (3). Demnach ist 7, — 2,(p) ein Homomorphismus der Translations-
gruppe ¥ der 7, auf die Multiplikationsgruppe Z, der n-Klassensysteme der
z;(p) in 2. Durch Vorfiigung des Isomorphismus P — 7, von D auf T
entsteht ein Homomorphismus P —z,(p) von D auf Z,. Nach (1) ist
dieser ein Isomorphismus von D/D"* auf Z,. Damit ist die behauptete Iso-
morphieaussage und insbesondere auch die Eineindeutigkeitsaussage (2)
bewiesen.

3. Bs ist interessant zu bemerken, daf in WEiLs analytischem Beweis
seines Endlichkeitssatzes das Formelsystem (3) fiir (n = 2) aus dem Satz
iiber die Vertauschung von Argument und Parameter (hier p und o) in den
Elementarintegralen dritter Gattung gefolgert wird. Unsere einfache Schluf-
weise ist also als die Algebraisierung dieses Satzes anzusehen. Allgemeiner
als (3) gilt iibrigens nach dem Beweis das Formelsystem:

2y »

= .z;in K,
z,](p') 7

(3') Z5T

Ly
=
in dem der feste Punkt o mit (o) = 1in 2 durch einen beliebigen rationalen

Punkt p’ von K/ ersetzt ist und . die Klasse von —;:—, ist.

Wir bemerken ferner, daf das gewonnene Klassenkorper-Zerlegungs-
gesetz in seiner Isomorphieaussage den Typus des Arrinschen Reziprozitéts-
gesetzes aus der algebraischen Zahlentheorie hat. An Stelle des dortigen
Frobenius~Automorphismus tritt hier das Kummer-Erzeugendensystem z,(p)
von £2,/Q, das aus dem festen Kummer-Erzeugendensystem z; », von K /K %
durch Restbildung nach dem zu zerlegenden Primdivisor p#, entsteht. Die
durch (3) mit dem System z,(p) verkniipfte Translation 7, kann allerdings
nicht als das formale Analogon des Frobenius-Automorphismus angesehen
werden, weil sie zwar ein Automorphismus von K/, aber im allgemeinen kein
Automorphismus des betrachteten Relativkérpers K/K#n ist. Um dies genaue
formale Analogon des Frobenius-Automorphismus zu erhalten, hitte man viel-
mehr die Zerlegungsgruppe von p#n,, als Untergruppe der Galoisgruppe T,
von K/Kn, durch die Translationen 7, darzustellen und dann, vermége
des verschrinkten Produktes mit dem Faktorensystem 1 von K/K#% und
T.» von den z,n, zu den 7, iiberzugehen. Dies wire noch im einzelnen aus-
zufithren, etwa unter Benutzung der Ergebnisse von TrrcEMULLERIS).

13y O, TEICBMULLER, Verschriankte Produkte mit Normalringen, Multiplikation
zyklischer Normalringe. Deutsche Math. 1 (1936).
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Da der Satz von der Vertauschung von Argument und Parameter in den
Elementarintegralen dritter Gattung ein ganz allgemeines Theorem der
analytischen Theorie der algebraischen Funktionen ist, mochte ich auf Grund
der vorstehenden beiden Bemerkungen glauben, daf seine rein-algebraische
Formulierung und Ausdeutung zu einem ganz allgemeinen Reziprozitits-
gesetz Artinscher Art fiir abelsche Erweiterungen algebraischer Funktionen-
korper fithren.-wird, von dem das hier mitgeteilte Ergebnis nur ein einfacher
Spezialfall ist (Geschlecht 1, unverzweigte Erweiterung). Ein weiterer Spezial-
fall, der ebenfalls in diese Richtung weist, liegt in der bereits in allen Einzel-
heiten bekannten Klassenkorpertheorie der abelschen Erweiterungen von
K0 bei endlichem £ vor.

§ 4.
Der Mordell-Weilsche Endlichkeitssatz.

Es sel jetzt 0 ein endlich-algebraischer Zahlkdrper. Der zu beweisende
Satz lautet:

Die rationale Nulliclasse%gruppe D von KO hat endlichen Rang.

1. Aus dem in §3 bewiesenen Zerlegungsgesetz fiir den #n-Teilungskérper
folgern wir mittels der in A, § 9 gegebenen Darstellung der Distributionslehre
zunichst die folgende schwichere Endlichkeitsaussage:

Besitzt K|OQ einen rationalen Punkt und sind die n-Teilungsklassen von
K0 rational, so ist die Faktorgrupre D/D" endlich.

Beweis. Nach dem Klassenkdrper-Zerlegungsgesetz fiiv K/K n ist D/D?
isomorph zur Multiplikationsgruppe der n-Klassensysteme der z,(p) in £,
wo p die rationalen Punkte von K /O durchlduft. Es geniigt demnach zu zeigen,
daB die z;(p) nur endlich viele #n-Klassen in £ durchlaufen. Dabei kénnen wir
die urspriingliche Normierung:

(3 e (H"

D/

aus § 2 zugrunde legen, weil es auf die endlich vielen p = i (zu denen auch o
gehort) nicht ankommt. Fiir p == i folgt aus dem Hauptsatz der Distributions-

lehre (A, §9,7):
(i
() = (5 ) - '
Dabei seien die Distributionen i (p) [zu denen auch o (p) gehort] auf Grund der
Endlichkeit der Divisorenklassenanzahl von £ zahlnormiert. Dann bedeutet
dieses System von Distributionsgleichungen ein System von Zahlgleichungen:

27 (P) = €r,p Vu,p (z—(g,—)))u,
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mit Zahlfaktoren y 7,9 F 0 aus £, die einem endlichen Vorrat angehoren,
und Einheitsfaktoren ¢; , aus 2. Wegen der Endlichkeit des Einheitenranges
von £ ist auch die Anzahl der durch Einheiten gelieferten n-Klassen in ©Q
endlich. Daher durchlaufen die z,(p) in der Tat nur endlich viele n-Klassen
n 2.

2. Gestiitzt auf die damit bewiesene schwichere Endlichkeitsaussage
wird der Beweis des Endlichkeitssatzes selbst nach dem klassischen Verfahren
der descente infinie gefithrt. Da mit einer abelschen Gruppe auch jede Unter-
gruppe endlichen Rang hat, kénnen wir fiir diesen Beweis, auf Grund einer
endlich-algebraischen Konstantenerweiterung von K/, ohne Einschrinkung
voraussetzen, da K /0 einen rationalen Punkt o besitzt, und dafl fiir eine
feste natiirliche Zahl % > 1 (es geniigt » = 2) die n-Teilungsklassen von K /0
rational sind, so daf also D/D" endlich ist. Es gibt dann ein endliches System R
von rationalen Punkten r von K/ derart, daf} die Briiche\% die endlich vielen
Klassen von D/D" reprasentieren. Wir denken R so gewéhlt, daf die n-Haupt-
klasse D* durch % = 1 und zueinander reziproke n-Klassen durch Paare
T

ey mit ~;— %— ~ 1 reprisentiert werden. Zu jedem rationalen Punkt p = p,

von K/ gibt es dann eine unendliche Folge rationaler Punkte p; von K/
derart, daf

M e~ (B u (=12..)

mit t; aus R gilt. Dabei ist p; durch p,_; nur bis auf eine Translation um eine
willkiirliche n-Teilungsklasse festgelegt; wir arbeiten mit irgendeiner festen
Wahl der p; zu p. Zusammengezogen hat man

g T e

Entweder ist nun einmal (%—’”’)n ~ 1. In diesem Falle gehort die Klasse von %

zu der aus % erzeugten Gruppe. Oder aber es sind alle (%)ﬂ + 1, so daB

kein p,_; zu R gehort; wegen der besonderen Wahl von E sind dann alle
Pi_y = D, Ti_1, Ti—1. In diesem Falle zeigen wir, daf es ein (von p ab-
hingiges) ko(p) derart gibt, dal p, mit & =k, (p) einem von p unabhingigen
endlichen Vorrat P angehért. In jedem Falle gehort demmach die Klasse
von % zu der aus % und —? erzeugten Gruppe, d.h. die Gruppe D wird durch
die endlich vielen Repriisentanten aus g und -f; erzeugt, hat also endlichen

Rang.
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3. Der HauptschluB bei dieser descente infinie, ndmlich der Nachweis
der Endlichkeit des Vorrats P fiir p; im zweiten Falle, wird dadurch erbracht,
daf fiir eine Beziehung vom Typus (1):

3) P~ (%)"r mit p o, T

die homogenen Koordinaten von p’ ihrer Héhe nach durch die homogenen
Koordinaten von p abgeschitzt werden. Dieser Teil unseres Beweises unter-
scheidet sich von dem entsprechenden Teil bei MozrpELr und WeiL durch eine
der Sachlage besser angepaite Wahl der Koordinaten. Wir bilden nimlich
die Koordinaten nicht mittels der WrrersrTrassschen Normalform der Er-
zengung von K /O, was im Sinne von A, §3 der Klasse von 03 entspricht,
sondern mittels der Klasse N von 0. Der Grad 2 dieser Klasse N erfiillt die
in A, §3, 3 geforderte Ungleichung: #2 = 22=4 = 3¢+ 1. Eine fiir unseren
Zweck geeignete homogene N-Basis erhalten wir aus der Theorie des n-Teilungs-
koérpers. Eine solche mufl aus dim N = #2 Elementen bestehen. Nach dem
Beweis des Kummer-Zerlegungsgesetzes in § 2 sind nun die dortigen 2 Ele-

mente
i no

w [—
7= on,

linear-unabhingig iiber K#, also sicher iiber £2. Diese Elemente bilden eine

N-Basis. Denn nach der Definition von #, sind die i die Losungen von

n,1 = p. Daher ist on, = JJi. Weil nun die Gruppe D, der J den Typus
i

(n, n) hat, gilt JTJ = 1, also JTi ~ 0™, und somit in der Tat on, ~ o™.
J i

Wegen dieser Aquivalenz gibt es in K ein Element

Dno

Wir legen dann fiir unseren Zweck vorteilhafter folgende Normierung der
homogenen N-Basis w, zugrunde:
ing

Ty = th == .
D
Bei ihr ist namlich die N-Basis «, primitiv fiir alle p == o. Ist also p == o,
so gilt nach A, §9,8 fiir die Hohe der homogenen n-Koordinaten von p
die Formel:

(4) CH.(p)=|N@@)[™- N (Max |z, (p)})-

4. Mittels dieser Formel schitzen wir nunmehr bei Bestehen einer Be-

ziehung (3) die Koordinaten von p’ durch die von p ab. Wir schreiben dazu
(3) in der Form:

(3" p=pon,p mit p=Fo0,1,T,
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wo o die Translation um die Klasse von —% bezeichnet, und zerlegen diese

Beziehung in zwei Einzelschritte, die Multiplikation , und die Translation o.
a) Koordinatenabschiitzung bei der Multiplikation. Die zu betrachtende
Bezichung lautet:

{3a) p=mn,p mit p =0
Wir driicken die Basis z; von {%;} in K durch die meromorph zugeordnete
0

Basis z,n, von {___}?} in Kn aus. Es ist
{(on,)
n inﬁ n
Wy = 25Ny =% (B;;> .

Hiernach besteht ein Gleichungssystem:

2
5 = )" = §“J,J' A

Wy

mit Koeffizienten a; ; aus 2. Multiplikation mit " liefert das Gleichungs-
system.:
= ¢ %’a,ﬂ,, Ty,

das die N-Basis z, durch die meromorph zugeordnete Nuny-Basis z; n, aus-
driickt. Dies Gleichungssystem ist auch an sich interessant, als eine
algebraisch-durchsichtige homogene Erzeugung des n-Teilungskorpers K /K n.
Wir gehen zu den Resten mod. p’ iiber. Nach der Restformel §1, (2) und
nach (3a) ist ’

(@ m5) (1) = 2, (00") = 2;(P)-
Damit ergibt sich das Gleichungssystem:

xJ(p’)nz = t(p')ﬂ: %'O‘J,J' z5.(p),

das die homogenen N-Koordinaten von p’ durch die von p ausdriickt; man
beachte dabei, daB wegen p = o auch p’ = o ist, so dafl die auftretenden
Reste + oo sind. Aus diesem Gleichungssystem folgt eine Abschitzung:

G N(ax|e, ) S 4N EE)T N Max (7 0))

mit einer durch die Koeffizienten «; ;. bestimmten, also von p unabhingigen

positiven Zahl 4. Aus ¢ 2= 0—:2‘3 folgt nun nach dem Hauptsatz der Distri-
o

butionslehre:
L (on) ()

o (™
Darin ist nach der Restformel § 1, (3) und nach (3a)

(om,) (") = 0(n,p’) = 0(p).

¢(p)
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Demnach ist

o)
vy = 0
und somit (im Sinne von A, §9, 8)
N (¢ (o)) = N O@N

Aus (5a) und (6a) folgt nach (4) eine Abschitzung:
1

(7a) H,(p) < C - H,(p)™

mit einer von p unabhingigen positiven Zahl C.
b) Koordinatenabschiitzung bei der Translotion. Die zu betrachtende Be-
ziehung lautet:

{3b) p=pp mit p=*=0o1T1

wo g die Translation um die Klasse von -s— ist. Der Beziehungpo~! = g0 =1
entsprechend driicken wir hier die durch den Isomorphismus p—1 entstehende
Basis 2,01 von {;n—} durch die Basis z, von { ! } aus. Wegen —E— —:— ~1
gibt es in K ein Element

iy
U 2 ——.

rr

o o) = ] = ()

letzteres nach dem Hilfssatz in A, §2,2. Hiernach besteht ein Gleichungs-
system:

Es ist dann

gyl = w"* X ag g, 00 Ty 20
J', Jl’

mit Koeffizienten «; ;. ;» aus £, das die durch den Isomorphismus ¢!
entstehende N o~1-Basis z,0~! durch die N-Basis z, ausdriickt. Wir gehen
zu den Resten mod. p iiber. Nach der Restformel § 1, (2) und nach (8Db) ist

(2y071) (P) = 2;(e7* p) = 2;(p").

Damit ergibt sich das Gleichungssystem:
2, (p') = u(p)“z Z &y Ty @) T (P
das die homogenen N- Koordma.ten von p’ durch die von p ausdriickt; man
beachte dabei, daB wegen p == 0,1, t die auftretenden Reste == o0 sind.
Aus diesem Gleichungssystem folgt eine Abschétzung:
(5b) N(Max |2,(p)]) = 4, - [N (@)™ - N (Max |2, (p)])*
Mathematische Zeitsehrift. 48. 5



66 H. Hasse, n-Teilungskorper eines elliptischen Funktionenkérpers.

mit einer durch die Koeffizienten «; ; ;. bestimmten, also nur von r, nicht
2
von p abhiingigen positiven Zahl 4,. Ausu o~ :—% folgt nun nach dem Haupt-

satz der Distributionslehre:
o (p)? .
t(p)T (p)
Darin ist nach der Restformel § 1, (3) und nach (3b)

t(p) = po71(p) = o(g~'p) = o(p').

u(p) ==

Demnach ist ) o
1 o,

da t (p) wesentlich ganz ist, also beschrénkten Nenner hat (A, §9, 7), folgt

hieraus
|V (o )2
(6b) |N (’“(p))i = B:m

mit einer nur von ¥, nicht von p abhingigen positiven Zahl B,. Aus (5b)
und (6b) folgt nach (4) eine Abschitzung:

(7b) H,(p") ~C, - H,(p)?

mit einer nur von t, nicht von p abhéngigen positiven Zahl C,.

Aus den fiir die speziellen Beziehungen (3a), (3b) gewonnenen Ab-
schitzungen (7a), (7b) ergibt sich fiir die allgemeine Beziehung (3'), d. h. (3),
durch Zusammensetzung: X L .

Ho(p) < C- H,(n, )" < COF - Ho(p)™.

Bei der Beziehungskette (1) gilt demnach, weil die r; dem endlichen Reprisen-
tantensystem E entnommen sein sollen, eine Abschitzung:

2
H,(p;) < Cp- Hy(pi—a)™
mit einer nur von E, nicht von p abhéngigen positiven Zahl €. Daraus folgt

fiir die Beziehung (2) durch Zusammensetzung:

2 2\k—1 2\k
mp s 0y w ) g ),

also
n2 ( 2 )Ia
H,(p) < Oy —2-H,(p)*™/ .
Wegen n2 = 22 > 2 gibt es hiernach ein k,(p) derart, dal
n2
H,(p) < Cy—2 41 fur alle k = ko (p).

Fiir & = ko(p) ist demgemiB die Hohe der homogenen N-Koordinaten von
P unabhingig von p beschrinkt. Die p; in (2) gehoren somit fiir £ = ky(p)
einem von p unabhéngigen endlichen Vorrat P an. Damit ist nach dem schon
Gesagten der Endlichkeitssatz bewiesen.

(Eingegangen am 5. Oktober 1941.)



