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n-Teilungskoérper eines elliptischefr Funktionenkérpers, 51

so geschieht das aus den folgenden drei Griinden: Erstens arbeitet der ur-
spriingliche MorpeLLsche Beweis und auch die WeiLsche Fassung mit den
speziellen Formeln der Zweiteilung der elliptischen Funktionen. Er mag
deshalb zwar kiirzer sein, ist aber sicher weniger durchsichtig als mein Beweis.
Zweitens erscheint es mir befriedigend, den Weirschen Endlichkeitssatz, der
ja eine ganz allgemeine Strukturaussage ist, auch im Zuge der allgemeinen
Strukturtheorie der algebraischen Funktionenkorper einer Unbestimmten
zu beweisen und ihn so in dieser Theorie an wohlbestimmter Stelle fest zu
verankern. Drittens sehe ich in der Befreiung von den speziellen Formeln der
Zweiteilung und in der Einordnung in die allgemeine Strukturtheorie fiir .
g = 1 eine wesentliche Vorarbeit fiir einen rein-algebraischen Beweis des
WeiLschen Endlichkeitssatzes auch fiir ¢ > 1.

Einen solchen allgemeinen Beweis zu geben, und dabei auch die bisher
nur ganz wenigen restlos klare WerLsche Distributionslehre fiir algebraische
Funktionenkorper mehrerer Unbestimmten in derjenigen Klarheit, Prignanz
und strukturellen Durchsichtigkeit zu entwickeln, durch die sich die arith-
metische Theorie der algebraischen Funktionenkorper auszeichnet, erscheint
mir als eine sehr lohnende und dankenswerte Aufgabe. Neben dieser Aufgabe,
fiir die das hier bewiesene Zerlegungsgesetz auf den x-Teilungskérper des
Asrrschen Funktionenkorpers eines algebraischen Funktionenkorpers K /0
vom Geschlecht g > 1 zu verallgemeinern ist, wire es ferner interessant, in
diesem Zerlegungsgesetz noch die hier gemachten Beschrinkungen auf Prim-
divisoren ersten Grades und auf natiirliche Multiplikatoren aufzuheben, was
wohl beides nicht schwer ist.

§ L.
Der u-Teilungskirper 8),

1. Es sei y ein (eigentlicher) Meromorphismus von K/Q (H II, § 2), also
ein Isomorphismus von K/Q auf einen Teilkorper Ku/Q, der als hinterer
Operator geschrieben wird. Der Relativkérper K /K u heiBt der u-Teilungs-
kérper von K/Q. Sein Relativgrad N (u) = [K : K] (Norm von u) éndert
sich nicht bei Ubergang zu einer Konstantenerweiterung von K/2. Dem
Meromorphismus u entspricht umkehrbar eindeutig eine (nicht-konstante)
Korrespondenz von K /2 auf sich (DI, §§ 2, 5), die als vorderer Operator

%) Die in diesem Paragraphen zusammengestellten Tatsachen finden sich im
wesentlichen bereits in H 1T, § 2, D 1, §§ 2, 5 und D II, § 4. Jedoch ist dort die Theorie
des p-Teilungskorpers nicht Selbstzweck, und auBerdem lassen sich die in H II ge-
gebenen Beweise zum groBen Teil durch die Methodik von D I, IT betrichtlich verein-
fachen. Daher gebe ich hier eine kurze iibersichtliche Zusammenstellung der wesent-
lichen Tatsachen diber den s-Teilungskérper.
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geschrieben wird. Sie stellt sich im Bereich der algebraischen Punkte g von
0 (A, §1, 3) durch die Formel dar:

M pi= Ny @

Durch Anwendung dieser Korrespondenz auf die algebraische Nullklassen-
gruppe D von K/Q (A, §4, 1) entsteht der » zugeordnete Multiplikator von
K /0 auf sich (D I, § 4), den wir hier unmiliverstédndlich ebenfalls mit g be-
zeichnen. Er stellt sich als ein Endomorphismus (Homomorphismus in sich)
der Klassengruppe D dar. Mit D) baw. D, seien, wie in A, §8,3, die Gruppen
der durch Ausiibung von x auf Klassen aus D entstehenden bzw. 1 werdenden
Klassen bezeichnet. Es gilt:

Zu jedem algebraischen Punkt p von K |Q qibt es einen algebraischen Punkt q
von K [0 mit uq = p, und wenn N (u) nicht durch Char. O teslbar ist, ¢gibt es
zu jedem P genou N (u) verschiedene solche q.

Bs ist also pD = D, d.h. p stellt sich als Automorphismus von D dasr;
und wenn N (u) nicht durch Char. 2 teilbar ist, hat .D die Ordnung N (u).

Beweis?). Die Beziehung uq = p ist nach (1) gleichbedeutend damit,
daf q einer derjenigen algebraischen Punkte von K/O ist, die in dem al-
gebraischen Punkt p u von K u/0Q enthalten sind. Hiernach besitzt ugq = p
fiir jedes p eine Losung q. Durch Division mit einer festen Beziehung x ﬂo = Po
folgt daraus ,uD D. Die Zerlegung des Primdivisors pu von K ,u/ in
Primdivisoren g von K/Q hat ferner nach dem Gesagten die Form

pu= [T a% mit X e = N(y),
' wi=% wi=7
wo die Verzweigungsordnungen e_ zunichst nicht bekannt sind. Die Anzahl
der verschiedenen Primfaktoren in dieser Zerlegung ist gleich der Lésungs-
anzahl von u g = p. Durch Division mit ugp = P, wo qp eine feste Losung ist,
folgt, daB diese Anzahl gleich der Ordnung von I) .und daher von p unab-
hingig ist. Ist also N (u) nicht durch Char. O teilbar, so da8 K JEK u separabel
ist und daher mindestens ein pu unverzwe;gt bleibt, so sind notwendig alle
pp unverzweigt, d. h. alle &= 1, und .D hat die Ordnung Z‘ 1 = N(u),

wie behauptet. Der Bewels ergibt fiberdies:

9) Siehe schon H II, §2 und fiir beliebiges Geschlecht A, §8, 3. Der hier gegebene
Beweis ersetzt die Anwendung der Relativgeschlechtsformel in HII, § 2 durch eine
direktere SchiuBweise, wie es fiir die Verallgemeinerung in A, §8, 3 erforderlich war. Fiir
den hier beiseite gelassenen Fall, daB N (u).-durch Char. © teilbar ist, siehe H II, § 2.
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Ist N(u) nicht durch Char. Q teilbar, so ist K/K p umverzweigt, wnd das
Zerlegungsgesetz fiir KK u lautet:
pu= 1II 4
wg=9
2. Es sei 4 eine rationale Nullklasse von K /2 (A, §4, 1). Ferner sei n eine
natiirliche Zahl und o ein rationaler Punkt von K/Q; die Existenz eines
solchen kann auf Grund einer endlich-algebraischen Konstantenerweiterung
vorausgesetzt werden. SchlieBlich bedeute ¥ einen transzendenten Punkt
von K/Q (A, §5, 2). Durch die Aquivalenzen
T x~zxd, 71‘1’—)3 ~ (&)
werden dann Meromorphismen 7, %, von K/ definiert (A, § 6), indem durch
¥ = T,%, ¥ —> n, ¥ Meromorphismen des zu K /2 isomorphen Kérpers K = 2 (x)
gegeben sind. 7, heiBt die Translation um die Klasse 4 und n, die n-Multi-
plikation mit dem Bezugspunkt o. Aus dem Additionstheorem (D I, §2) er-
geben sich1%) fiir die zugeordneten Korrespondenzen von K/ im Bereich der
algebraischen Punkte g von K/Q die zur Definition von 7,, u, analogen
Formeln:
ni~ad P~ (g)
Die diesen Korrespondenzen zugeordneten Multiplikatoren stellen sich dem-
gemifl durch die Formeln dar:
17A5 =0, %05—: cr,
wo C die algebraischen Nullklassen von K/ durchliuft. Die Translationen 7,
lassen also als Multiplikatoren die algebraischen Nullklassen von K /2 in-
variant; die #-Multiplikation n, ist als Multiplikator unabhéngig vom Bezugs-
punkt o und bedeutet einfach die Potenzierung mit » in der Gruppe D. Die
Translationen 7, sind Automorphismen von K /2, es ist also N(7,) = 1, und
nach (1) gilt fiir sie:
7,0 =qr %
Sie lassen hiernach nicht nur als Multiplikatoren, sondern auch als Auto-
morphismen die Klassen aus D invariant. Fiir die n-Multiplikation n, gilt
N(n,) = n211), Der zugehérige Teilkérper Kn, hingt nicht vom Bezugs-
punkt o ab, kann also einfach als K bezeichnet werden. K/K# ist dann der
n-Teilungskérper von K/Q.
10y Man nehme die hier auftretenden Korper K, K als Korper K, K im Sinne von
DI, §2 und 3, 7, %, Wy%, - .. als korrespondenzerzeugende Divisoren D von & = KK
im dortigen Sinne.
11) Diese wichtige Formel ergibt sich am einfachsten gema8 D II, §4. Mein frither

aus H 1 und H II1, § 1 kombinierter rechnerischer Beweis ist durch diese einfache be-
griffliche SchluBweise als iberholt anzusehen.
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3. Ist wieder u irgendein Meromorphismus von K/0, so heiflen die
Klassen J aus der Gruppe ﬁw also die Losungen von uJ = 1in der Gruppe D,
die p-Teilungsklassen von K/Q. Durch eine endlich-algebraische Konstanten-
erweiterung kann erreicht werden, daB sie rational sind; wir bezeichnen sie
dann mit J, ihre Gruppe mit D,. Im Anschluf an die oben ausgesprochenen
Satze gilt:

Ist N(u) nicht durch Char. Q teilbar, und sind die u-Teillungsklassen
von K[OQ rational, so ist der p-Teilungskorper K|K u abelsch, mit der 2u D,
isomorphen Gruppe I, der Translationen v, um die u-Teilungsklassen J als
Galotsgruppe.

Beweis2), Da alle Losungen q von ug = p aus einer festen g, in der
Form

G~ g, also g= 17,8 =75’
entstehen, wo J die u-Teilungsklassen durchliuft, kann das Zerlegungsgesetz
fir KKy in der Form
Pﬂ—HTJ% HQO'CJ

geschrieben werden. Hiernach lassen die Translationsantomorphismen z;
alle algebraischen Punkte pu und daher alle Divisoren ay von Ku/2 in-
variant. Sie konnen dann fiir die Elemente zu aus K u nur die Multiplikation
nmit Faktoren == 0 aus 2 bewirken. Durch Betrachtung von zu + 1 folgt, dal
diese Faktoren durchweg = 1 sind. Daher sind die 7, Automorphismen von
K/K u. Da ihre Anzahl mit dem Grad N (u) von K/K y iibereinstimmt, ergibt
sich die Behauptung.

: 4. Fiir die Elemente z aus K hat man einerseits
1= (zp) (q) mod. q, also auch mod. Nz.‘-,»ﬁu (q)

und daher nach (1)

z = (z) (q) mod. pq,
wihrend andererseits natiirlich

z=z(uq) mod. uq
ist. Durch Vergleich ergibt sich die Restformel (H1I, § 2):
@ (zu) (@) = 2z(pq).
Dabei konnen die Reste auch o sein; (2) ergibt sich unter EinschluBl dieses
Falles, indem man neben z auch -z— betrachtet, oder also von einem homogenen

Elementsystem 2z:2; = 1:2 ausgeht (A, §3,1). In (2) steckt demnach als
Teilaussage: Dann und nur dann ist zu ganz fiir g, wenn z ganz fiir uq ist.

12) Fiir beliebiges Geschlecht siehe wieder A, §8, 5.



