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n-Teilungskorper eines elliptischen Funktionenkérpers. 55

Wendet man die Restformel (2) auf das Berechnungsschema der Distributionen
[A, §9, (1)—(4)] an, so ergibt sich die analoge Restformel:

®3) (ap) (@) = a(uq)
fiir ganze Divisoren a von K/02. Dabei gilt sogar = statt nur -, wenn die
beiden Distributionen mittels einer homogenen M-Basis z,, ..., #, von

K/2TA, §3, 2) und der ihr meromorph zugeordneten Mu-Basis zou, ..., T, p
von K u /02 gebildet werden. Beim Beweis beachte man, dal nach dem zuvor

Gesagten einer fiir pq primitiven Normierung von %, ..., z, eine fiir q
primitive Normierung von %y, . . ., Z,u entspricht.
§2.

Die Kummer-Erzeugung
und das Kummer-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wir betrachten den n-Teilungskérper
K /Kn von K/0. Dabei machen wir durchweg folgende drei Voraussetzungen,
ohne sie immer zu wiederholen:

a) Es qibt emnen rationalen Punkt o von KO,

b) Die n-Terlungsklassen von K [0 sind rational.

¢) n st nicht durch Char. © teilbar.

a) und b) konnen durch eine endlich-algebraische Konstantenerweiterung
verwirklicht werden, ¢) wird der Einfachheit halber vorausgesetzt. a)ist schon
fiir die Definition des n-Teilungskorpers gemi8 § 1 erforderlich, b) und c)
sichern die in § 1 ausgesprochenen Tatsachen fiir ihn.

1. Kurz zusammengefalt hat man unter den Voraussetzungen a), b), ¢)
folgenden Tatbestand:

Die n-Teilungsklassen J, also die Losungen von J” = 1, bilden eine
abelsche Gruppe D, von der Ordnung %2 und vom Typus (n, n); letzteres
ergibt sich gruppentheoretisch, indem man neben # die Teiler von # betrachtet.
Der n-Teilungskorper K/Kn ist unverzweigt und abelsch, mit der zu D,
isomorphen Gruppe %, der Translationen 7, um die n-Teilungsklassen J
als Galoisgruppe. Das Zerlegungsgesetz fiir die algebraisch-abgeschlossene
Konstantenerweiterung K /K n (oder also das Zerlegungsgesetz der algebraischen
Punkte fiir K/Kn) lautet: -

pn, = I “Eg, wobel ﬁ%‘l ~ (%)n
npq =9
Man beachte, daB zur Formulierung dieses Zerlegungsgesetzes ein rationaler
Bezugspunkt o und damit einer der zum Multiplikator % gehérigen Mero-
morphismen, namlich #,, ausgezeichnet werden muB, obwohl der Relativ-
korper K/Kn selbst unabhingig von o ist. Entsprechendes gilt auch fiir die
Formulierung der weiteren Ergebnisse.
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9. Wie in der Theorie der Kummer-Erzeugungen iiblich, schreiben wir
fiir Elemente 2, 2’ aus K:

z=12 in K, wenn 2’ =2¢"* mit ¢ 5 0 aus K,
und reden in diesem Sinne von den n-Klassen aus K. Unter den Voraus-
setzungen a), b) folgern wir zunéchst: ,
Kummer-Erzeugung des n-Teilungskorpers. 2 enthilt die n-ten Einheits-
wurzeln. Dementsprechend besitzt K |K n eine Kummer-Erzeugung. Diese lautet:

K = KEn(lz,n,). -
Dabei ist das Elementsystem z, n, aus Kn folgendermafien erklirt: Es gibt in K
ein Elementsystem

19
Wy £ 3
Dno

wo % das auf o bezogene Reprisentantensystem der n-Teilungsklassen J durch-
lauft. Damit st
Z; My = WJ.
Das zugeordnete Elementsystem z; aus K ist also durch
~ i ’
2 (5) -
mat bestimmter Normierung der Faktoren aus 2 gegeben.

Beweis. Wegen J* = 1 ist zuniichst klar, daB es zu jeder n-Teilungs-
klasse J ein Element z, aus K mit
ing

zy o2 (i)u, also zym, o {——)n
=\ = \on,

gibt. Nach dem Zerlegungsgesetz fiir K/En ist nun
i%n = H‘[JTO: Onn = H TJBO:
7 J

wo 1o, Do feste (nicht notwendig rationale) Ldsungen von
nyip = i, MyDp = O
sind. Wegen der Invarianz der Nullklassen bei Translationen folgt daraus die
Aquivalenz in K:
ing _ i Ly
on, ?,]TJ (Tﬁ;) ~ (Bo) :

Nach der Definition von n, gilt ferner in K:

n 1 i i, \n2 i\n
(o ~mlB)= £ abo (B ~ () ~2
Die damit in K festgestellte Beziehung
. . in, .

on,



#

- n-Teilungskérper eines elliptischen Funktionenkarpers. 57

gilt wegen der Invarianz der Divisoreniquivalenz auch in K; denn in,, on,
sind ganze Divisoren von K/Q. Hiernach gibt es zu jeder n-Teilungsklasse J
ein Element w; aus K mit

Die obengenannten Elemente z, lassen sich dann durch Faktoren aus 2 so
normieren, dafl
— n
Zyhy = Wy

gilt. Eine zuldssige Anderung der w, um Faktoren == 0 aus 2 ergibt fiir
die z, eine Anderung um Faktoren == 0 aus 2% so d.aB die n-Klassen der
normierten z; in K eindeutig festliegen. Der Multiplikation der J:

J1J2: J

entspricht die Multiplikation der - bis auf Faktoren = 0 aus X, also die

Multiplikation der w, bis auf Faktoren == 0 aus K%, und daher die Multi~
plikation der z, bis auf Faktoren == 0 aus K*, d.h. die n-Klassenmulti-
plikation der z; in K:

z; %5, =2, in K.

Da z; =1 in K nur fiir J = 1 gilt, reprisentieren also die z; eine n-Klassen-
gruppe in K, die zur Gruppe D, der n-Teilungsklassen J und damit zur Galois-
gruppe T, von K /K n isomorph ist. Hat insbesondere J die genaue Ordnung #,
so ist w} = z;n, die fritheste in Kn gelegene Potenz von w,. Da K/Kn
galoissch ist, sind also die n-ten Einheitswurzeln in K% und daher in O ent-
halten. Aus der festgestellten Isomorphie folgt dann nach der Theorie der
Kummer-Erzeugungen die Behauptung.

Die vollen n-Klassen der z; in K ergeben iibrigens gerade diejenigen
Elemente aus K, die n-te Potenzen von Divisoren (nullten Grades) von K/
sind, jedes solche Element in einer bestimmten Normierung durch einen
Faktor = 0 aus 0

3. Ist p ein Primdivisor ersten Grades von K /Q, so gibt es in der n-Klasse
von z; in K zu p prime Vertreter z, (fiir p == 0,1 geniigt schon z, = z,);
denn man kann w, durch einen Faktor aus Kn prim zu pn, machen. Fiir alle
solchen Vertreter gehtren die Reste z;(p) einer und derselben #n-Klasse in 2
an. Wir verstehen im folgenden bei Betrachtung eines p unter z; einen zu p

prim normierten Vertreter der #-Klasse des bisherigen normierten z, ( —:)— )“,

und unter w; dann eine Lisung von z, %, = w}. Diese Normierung kann
auch gleichzeitig fiir mehrere p vorgenommen werden. Wir beweisen nun-
mehr:



