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58 H. Hasse.

Kummer-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilangskorper. Der Restklassen-
korper 02,/0Q der Primdwisoren von K[0, die in einem Primdivisor ersten
Grades pn, von Kn|0 aufgehen, wird in Kummer-Erzeugung gegeben durch

— 0V ®)

Beweils. Bei der getroffenen Normierung sind die w, = Vz‘, n, ganz
fiir pn,, und ihre Diskriminante | Sz ., (w0, %,)| ist prim zu pm,. Letzteres
sieht man so:

_ |Pwywy fir JJ =1
SKIKn(waJ') - l 0 fitr JJ'# 1 >
also
S ka0 05| = 02 (IT 0,2

die w,, sind prim zu p#, normiert, und # enthiilt — anders als fiir algebraische
Zahlkérper — keinen Primdivisor, da es eine wegen der Voraussetzung c)
von Null verschiedene Konstante ist. Demnach bilden die w eine pn,-Ganz-
heitsbasis fiir K/Kn. Ist also g ein Primdivisor von K/, der in pn, aufgeht,
so erzeugen die w;(q) den Restklassenkérper £2(q) = £, tiber dem Rest-
klassenkérper 2(pn,) = 2:

0, = 2(w; ()
Ist nun q ein in q steckender algebraischer Punkt von K /O, so ist nach dem
Zerlegungsgesetz der algebraischen Punkte n,q = p, also nach der Rest-
formel § 1, (2)
w(q) = w; ()" = (2;1,) (@) = 2, (%, q) = 2;(p)-
Damit ergibt sich die Behauptung.

§3.
Das Klassenkorper-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.

Es mégen nach wie vor die zu Beginn von § 2 gemachten Voraussetzungen
a), b), ¢) gelten.

1. Wir betrachten die %-Klasseneinteilung der rationalen Punkte p
von K/0:

p’ ~ P, Wenn p’ ~ pC” mit einer rationalen Klasse ¢ von K /0.

Die n-Klassen der p sind die Nebengruppen ersten Grades zur Untergruppe D"
der rationalen Nullklassengruppe D von K /2; erst ithre Quotienten bilden die
Faktorgruppe D/D*. Im Hinblick auf die Definition des Meromorphismus #,,
nach der )

p = n,q gleichbedeutend mit —ﬁ— ~ (-‘;—)ﬂ
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ist, denken wir uns die Faktorgruppe D/D" durch die n-Klassen der Quo-
tienten —’;— reprasentiert. Ist g, g’ ein Losungspaar von p = n,q, p’ = 5,4,
so bedeutet p’ ~ P daB §’ ~ qCJ mit einer rationalen Klasse C und einer

n-Teilungsklasse J von K/O ist; Wegen der vora,usgesetzten Rationalitit
der J folgt daraus 2(q') = 2(q), d.h. 2, = £2,. Ferner ist dann und nur
dann p = %,q mit rationalem g, wenn p ~0 ist. Damit haben wir schon

folgende beiden Teilaussagen eines Klassenkérper-Zerlegungsgesetzes fiir
K/Kn:

Der Restklassenkorper O, hangt nur von der n-Klasse von p ab.

Dann und nwur dann ist pu, voll-zerlegt, wenn p ~ o ist.

Die letztere Aussage kann nach dem Kummer-Zerlegungsgesetz aus § 2
auch so ausgesprochen werden:
1) z;(p) =1 in Q2 (fir alle J) ist gleichbedeutend mit p ~ o.

2. Wir beweisen jetzt dariiber hinaus:

Klassenkorper-Zerlegungsgesetz fiir den n-Teilungskorper.  Das
- Klassensystem der Kummer-Erzeugenden z,(p) in O des Restklassen-

korpers 2,102 der Primdivisoren von K|(Q, die in einem Primdaivisor ersten

Grades pn, von Kn/0 aufgehen, entspricht wmkehrbar eindeutig der n-Klasse
Vo P

@)z ) =2 wn 0 (fir alle J) ist gleichbedeutend mit p’ ~p.
Diese eineindeutrge Zuordnung wird gegeben durch das Formelsystem:

(3) 2;Tp = 2,(p) -2, i K,

wo P die Klasse von — bezewhnet und sie ist ein Isomorphismus zwzsc]zen der

Faktorgruppe D/D", repmsentwﬁ durch die n-Klassen PD" der X, und der

Multiplikationsgruppe Z, der n-Klassensysteme der z;(p) wm 0.

Beweis. Da z, die n-te Potenz eines Divisors nullten Grades von K/Q
ist, und da die Translation 7, die Nullklassen von K /22 invariant 1i8t, hat man
2, Tp L2 € p

mit Faktoren ¢ s, p £ 0 aus K, also

4 Tp="Y5,p % CGpxVsp %y MK
mit Faktoren y; , = 0 aus 2. Diese Faktoren bestimmen sich durch Rest-
bildung mod. o. Links ist nach der Restformel § 1, (2)

(27 7p) (0) = 2;(Tp0) = 2;(p).
Rechts ist nach (1)
z;(0) =1 in 0.
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Man beachte hierbei, da z, gleichzeitig zu p und o prim normiert werden
kann. Damit ergibt sich
Vs, p 5 4r(P) In O,

also (3). Demnach ist 7, — 2,(p) ein Homomorphismus der Translations-
gruppe ¥ der 7, auf die Multiplikationsgruppe Z, der n-Klassensysteme der
z;(p) in 2. Durch Vorfiigung des Isomorphismus P — 7, von D auf T
entsteht ein Homomorphismus P —z,(p) von D auf Z,. Nach (1) ist
dieser ein Isomorphismus von D/D"* auf Z,. Damit ist die behauptete Iso-
morphieaussage und insbesondere auch die Eineindeutigkeitsaussage (2)
bewiesen.

3. Bs ist interessant zu bemerken, daf in WEiLs analytischem Beweis
seines Endlichkeitssatzes das Formelsystem (3) fiir (n = 2) aus dem Satz
iiber die Vertauschung von Argument und Parameter (hier p und o) in den
Elementarintegralen dritter Gattung gefolgert wird. Unsere einfache Schluf-
weise ist also als die Algebraisierung dieses Satzes anzusehen. Allgemeiner
als (3) gilt iibrigens nach dem Beweis das Formelsystem:

2y »

= .z;in K,
z,](p') 7

(3') Z5T

Ly
=
in dem der feste Punkt o mit (o) = 1in 2 durch einen beliebigen rationalen

Punkt p’ von K/ ersetzt ist und . die Klasse von —;:—, ist.

Wir bemerken ferner, daf das gewonnene Klassenkorper-Zerlegungs-
gesetz in seiner Isomorphieaussage den Typus des Arrinschen Reziprozitéts-
gesetzes aus der algebraischen Zahlentheorie hat. An Stelle des dortigen
Frobenius~Automorphismus tritt hier das Kummer-Erzeugendensystem z,(p)
von £2,/Q, das aus dem festen Kummer-Erzeugendensystem z; », von K /K %
durch Restbildung nach dem zu zerlegenden Primdivisor p#, entsteht. Die
durch (3) mit dem System z,(p) verkniipfte Translation 7, kann allerdings
nicht als das formale Analogon des Frobenius-Automorphismus angesehen
werden, weil sie zwar ein Automorphismus von K/, aber im allgemeinen kein
Automorphismus des betrachteten Relativkérpers K/K#n ist. Um dies genaue
formale Analogon des Frobenius-Automorphismus zu erhalten, hitte man viel-
mehr die Zerlegungsgruppe von p#n,, als Untergruppe der Galoisgruppe T,
von K/Kn, durch die Translationen 7, darzustellen und dann, vermége
des verschrinkten Produktes mit dem Faktorensystem 1 von K/K#% und
T.» von den z,n, zu den 7, iiberzugehen. Dies wire noch im einzelnen aus-
zufithren, etwa unter Benutzung der Ergebnisse von TrrcEMULLERIS).

13y O, TEICBMULLER, Verschriankte Produkte mit Normalringen, Multiplikation
zyklischer Normalringe. Deutsche Math. 1 (1936).



