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n-Teilungskorper eines elliptischen Funktionenkorpers. 61

Da der Satz von der Vertauschung von Argument und Parameter in den
Elementarintegralen dritter Gattung ein ganz allgemeines Theorem der
analytischen Theorie der algebraischen Funktionen ist, mochte ich auf Grund
der vorstehenden beiden Bemerkungen glauben, daf seine rein-algebraische
Formulierung und Ausdeutung zu einem ganz allgemeinen Reziprozitits-
gesetz Artinscher Art fiir abelsche Erweiterungen algebraischer Funktionen-
korper fithren.-wird, von dem das hier mitgeteilte Ergebnis nur ein einfacher
Spezialfall ist (Geschlecht 1, unverzweigte Erweiterung). Ein weiterer Spezial-
fall, der ebenfalls in diese Richtung weist, liegt in der bereits in allen Einzel-
heiten bekannten Klassenkorpertheorie der abelschen Erweiterungen von
K0 bei endlichem £ vor.

§ 4.
Der Mordell-Weilsche Endlichkeitssatz.

Es sel jetzt 0 ein endlich-algebraischer Zahlkdrper. Der zu beweisende
Satz lautet:

Die rationale Nulliclasse%gruppe D von KO hat endlichen Rang.

1. Aus dem in §3 bewiesenen Zerlegungsgesetz fiir den #n-Teilungskérper
folgern wir mittels der in A, § 9 gegebenen Darstellung der Distributionslehre
zunichst die folgende schwichere Endlichkeitsaussage:

Besitzt K|OQ einen rationalen Punkt und sind die n-Teilungsklassen von
K0 rational, so ist die Faktorgrupre D/D" endlich.

Beweis. Nach dem Klassenkdrper-Zerlegungsgesetz fiiv K/K n ist D/D?
isomorph zur Multiplikationsgruppe der n-Klassensysteme der z,(p) in £,
wo p die rationalen Punkte von K /O durchlduft. Es geniigt demnach zu zeigen,
daB die z;(p) nur endlich viele #n-Klassen in £ durchlaufen. Dabei kénnen wir
die urspriingliche Normierung:

(3 e (H"

D/

aus § 2 zugrunde legen, weil es auf die endlich vielen p = i (zu denen auch o
gehort) nicht ankommt. Fiir p == i folgt aus dem Hauptsatz der Distributions-

lehre (A, §9,7):
(i
() = (5 ) - '
Dabei seien die Distributionen i (p) [zu denen auch o (p) gehort] auf Grund der
Endlichkeit der Divisorenklassenanzahl von £ zahlnormiert. Dann bedeutet
dieses System von Distributionsgleichungen ein System von Zahlgleichungen:

27 (P) = €r,p Vu,p (z—(g,—)))u,
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mit Zahlfaktoren y 7,9 F 0 aus £, die einem endlichen Vorrat angehoren,
und Einheitsfaktoren ¢; , aus 2. Wegen der Endlichkeit des Einheitenranges
von £ ist auch die Anzahl der durch Einheiten gelieferten n-Klassen in ©Q
endlich. Daher durchlaufen die z,(p) in der Tat nur endlich viele n-Klassen
n 2.

2. Gestiitzt auf die damit bewiesene schwichere Endlichkeitsaussage
wird der Beweis des Endlichkeitssatzes selbst nach dem klassischen Verfahren
der descente infinie gefithrt. Da mit einer abelschen Gruppe auch jede Unter-
gruppe endlichen Rang hat, kénnen wir fiir diesen Beweis, auf Grund einer
endlich-algebraischen Konstantenerweiterung von K/, ohne Einschrinkung
voraussetzen, da K /0 einen rationalen Punkt o besitzt, und dafl fiir eine
feste natiirliche Zahl % > 1 (es geniigt » = 2) die n-Teilungsklassen von K /0
rational sind, so daf also D/D" endlich ist. Es gibt dann ein endliches System R
von rationalen Punkten r von K/ derart, daf} die Briiche\% die endlich vielen
Klassen von D/D" reprasentieren. Wir denken R so gewéhlt, daf die n-Haupt-
klasse D* durch % = 1 und zueinander reziproke n-Klassen durch Paare
T

ey mit ~;— %— ~ 1 reprisentiert werden. Zu jedem rationalen Punkt p = p,

von K/ gibt es dann eine unendliche Folge rationaler Punkte p; von K/
derart, daf

M e~ (B u (=12..)

mit t; aus R gilt. Dabei ist p; durch p,_; nur bis auf eine Translation um eine
willkiirliche n-Teilungsklasse festgelegt; wir arbeiten mit irgendeiner festen
Wahl der p; zu p. Zusammengezogen hat man

g T e

Entweder ist nun einmal (%—’”’)n ~ 1. In diesem Falle gehort die Klasse von %

zu der aus % erzeugten Gruppe. Oder aber es sind alle (%)ﬂ + 1, so daB

kein p,_; zu R gehort; wegen der besonderen Wahl von E sind dann alle
Pi_y = D, Ti_1, Ti—1. In diesem Falle zeigen wir, daf es ein (von p ab-
hingiges) ko(p) derart gibt, dal p, mit & =k, (p) einem von p unabhingigen
endlichen Vorrat P angehért. In jedem Falle gehort demmach die Klasse
von % zu der aus % und —? erzeugten Gruppe, d.h. die Gruppe D wird durch
die endlich vielen Repriisentanten aus g und -f; erzeugt, hat also endlichen

Rang.
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3. Der HauptschluB bei dieser descente infinie, ndmlich der Nachweis
der Endlichkeit des Vorrats P fiir p; im zweiten Falle, wird dadurch erbracht,
daf fiir eine Beziehung vom Typus (1):

3) P~ (%)"r mit p o, T

die homogenen Koordinaten von p’ ihrer Héhe nach durch die homogenen
Koordinaten von p abgeschitzt werden. Dieser Teil unseres Beweises unter-
scheidet sich von dem entsprechenden Teil bei MozrpELr und WeiL durch eine
der Sachlage besser angepaite Wahl der Koordinaten. Wir bilden nimlich
die Koordinaten nicht mittels der WrrersrTrassschen Normalform der Er-
zengung von K /O, was im Sinne von A, §3 der Klasse von 03 entspricht,
sondern mittels der Klasse N von 0. Der Grad 2 dieser Klasse N erfiillt die
in A, §3, 3 geforderte Ungleichung: #2 = 22=4 = 3¢+ 1. Eine fiir unseren
Zweck geeignete homogene N-Basis erhalten wir aus der Theorie des n-Teilungs-
koérpers. Eine solche mufl aus dim N = #2 Elementen bestehen. Nach dem
Beweis des Kummer-Zerlegungsgesetzes in § 2 sind nun die dortigen 2 Ele-

mente
i no

w [—
7= on,

linear-unabhingig iiber K#, also sicher iiber £2. Diese Elemente bilden eine

N-Basis. Denn nach der Definition von #, sind die i die Losungen von

n,1 = p. Daher ist on, = JJi. Weil nun die Gruppe D, der J den Typus
i

(n, n) hat, gilt JTJ = 1, also JTi ~ 0™, und somit in der Tat on, ~ o™.
J i

Wegen dieser Aquivalenz gibt es in K ein Element

Dno

Wir legen dann fiir unseren Zweck vorteilhafter folgende Normierung der
homogenen N-Basis w, zugrunde:
ing

Ty = th == .
D
Bei ihr ist namlich die N-Basis «, primitiv fiir alle p == o. Ist also p == o,
so gilt nach A, §9,8 fiir die Hohe der homogenen n-Koordinaten von p
die Formel:

(4) CH.(p)=|N@@)[™- N (Max |z, (p)})-

4. Mittels dieser Formel schitzen wir nunmehr bei Bestehen einer Be-

ziehung (3) die Koordinaten von p’ durch die von p ab. Wir schreiben dazu
(3) in der Form:

(3" p=pon,p mit p=Fo0,1,T,
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wo o die Translation um die Klasse von —% bezeichnet, und zerlegen diese

Beziehung in zwei Einzelschritte, die Multiplikation , und die Translation o.
a) Koordinatenabschiitzung bei der Multiplikation. Die zu betrachtende
Bezichung lautet:

{3a) p=mn,p mit p =0
Wir driicken die Basis z; von {%;} in K durch die meromorph zugeordnete
0

Basis z,n, von {___}?} in Kn aus. Es ist
{(on,)
n inﬁ n
Wy = 25Ny =% (B;;> .

Hiernach besteht ein Gleichungssystem:

2
5 = )" = §“J,J' A

Wy

mit Koeffizienten a; ; aus 2. Multiplikation mit " liefert das Gleichungs-
system.:
= ¢ %’a,ﬂ,, Ty,

das die N-Basis z, durch die meromorph zugeordnete Nuny-Basis z; n, aus-
driickt. Dies Gleichungssystem ist auch an sich interessant, als eine
algebraisch-durchsichtige homogene Erzeugung des n-Teilungskorpers K /K n.
Wir gehen zu den Resten mod. p’ iiber. Nach der Restformel §1, (2) und
nach (3a) ist ’

(@ m5) (1) = 2, (00") = 2;(P)-
Damit ergibt sich das Gleichungssystem:

xJ(p’)nz = t(p')ﬂ: %'O‘J,J' z5.(p),

das die homogenen N-Koordinaten von p’ durch die von p ausdriickt; man
beachte dabei, daB wegen p = o auch p’ = o ist, so dafl die auftretenden
Reste + oo sind. Aus diesem Gleichungssystem folgt eine Abschitzung:

G N(ax|e, ) S 4N EE)T N Max (7 0))

mit einer durch die Koeffizienten «; ;. bestimmten, also von p unabhingigen

positiven Zahl 4. Aus ¢ 2= 0—:2‘3 folgt nun nach dem Hauptsatz der Distri-
o

butionslehre:
L (on) ()

o (™
Darin ist nach der Restformel § 1, (3) und nach (3a)

(om,) (") = 0(n,p’) = 0(p).

¢(p)
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Demnach ist

o)
vy = 0
und somit (im Sinne von A, §9, 8)
N (¢ (o)) = N O@N

Aus (5a) und (6a) folgt nach (4) eine Abschitzung:
1

(7a) H,(p) < C - H,(p)™

mit einer von p unabhingigen positiven Zahl C.
b) Koordinatenabschiitzung bei der Translotion. Die zu betrachtende Be-
ziehung lautet:

{3b) p=pp mit p=*=0o1T1

wo g die Translation um die Klasse von -s— ist. Der Beziehungpo~! = g0 =1
entsprechend driicken wir hier die durch den Isomorphismus p—1 entstehende
Basis 2,01 von {;n—} durch die Basis z, von { ! } aus. Wegen —E— —:— ~1
gibt es in K ein Element

iy
U 2 ——.

rr

o o) = ] = ()

letzteres nach dem Hilfssatz in A, §2,2. Hiernach besteht ein Gleichungs-
system:

Es ist dann

gyl = w"* X ag g, 00 Ty 20
J', Jl’

mit Koeffizienten «; ;. ;» aus £, das die durch den Isomorphismus ¢!
entstehende N o~1-Basis z,0~! durch die N-Basis z, ausdriickt. Wir gehen
zu den Resten mod. p iiber. Nach der Restformel § 1, (2) und nach (8Db) ist

(2y071) (P) = 2;(e7* p) = 2;(p").

Damit ergibt sich das Gleichungssystem:
2, (p') = u(p)“z Z &y Ty @) T (P
das die homogenen N- Koordma.ten von p’ durch die von p ausdriickt; man
beachte dabei, daB wegen p == 0,1, t die auftretenden Reste == o0 sind.
Aus diesem Gleichungssystem folgt eine Abschétzung:
(5b) N(Max |2,(p)]) = 4, - [N (@)™ - N (Max |2, (p)])*
Mathematische Zeitsehrift. 48. 5
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mit einer durch die Koeffizienten «; ; ;. bestimmten, also nur von r, nicht
2
von p abhiingigen positiven Zahl 4,. Ausu o~ :—% folgt nun nach dem Haupt-

satz der Distributionslehre:
o (p)? .
t(p)T (p)
Darin ist nach der Restformel § 1, (3) und nach (3b)

t(p) = po71(p) = o(g~'p) = o(p').

u(p) ==

Demnach ist ) o
1 o,

da t (p) wesentlich ganz ist, also beschrénkten Nenner hat (A, §9, 7), folgt

hieraus
|V (o )2
(6b) |N (’“(p))i = B:m

mit einer nur von ¥, nicht von p abhingigen positiven Zahl B,. Aus (5b)
und (6b) folgt nach (4) eine Abschitzung:

(7b) H,(p") ~C, - H,(p)?

mit einer nur von t, nicht von p abhéngigen positiven Zahl C,.

Aus den fiir die speziellen Beziehungen (3a), (3b) gewonnenen Ab-
schitzungen (7a), (7b) ergibt sich fiir die allgemeine Beziehung (3'), d. h. (3),
durch Zusammensetzung: X L .

Ho(p) < C- H,(n, )" < COF - Ho(p)™.

Bei der Beziehungskette (1) gilt demnach, weil die r; dem endlichen Reprisen-
tantensystem E entnommen sein sollen, eine Abschitzung:

2
H,(p;) < Cp- Hy(pi—a)™
mit einer nur von E, nicht von p abhéngigen positiven Zahl €. Daraus folgt

fiir die Beziehung (2) durch Zusammensetzung:

2 2\k—1 2\k
mp s 0y w ) g ),

also
n2 ( 2 )Ia
H,(p) < Oy —2-H,(p)*™/ .
Wegen n2 = 22 > 2 gibt es hiernach ein k,(p) derart, dal
n2
H,(p) < Cy—2 41 fur alle k = ko (p).

Fiir & = ko(p) ist demgemiB die Hohe der homogenen N-Koordinaten von
P unabhingig von p beschrinkt. Die p; in (2) gehoren somit fiir £ = ky(p)
einem von p unabhéngigen endlichen Vorrat P an. Damit ist nach dem schon
Gesagten der Endlichkeitssatz bewiesen.

(Eingegangen am 5. Oktober 1941.)



