C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Zeitschrift

Ort: Berlin

Jahr: 1942

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN266833020_0048

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN266833020_0048

LOG Id: LOG_0014

LOG Titel: Uber die definiten selbstadjungierten, Eigenwertaufgaben bei gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen. IV.
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN266833020
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN266833020

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Uber die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben
bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen. IV.

Herrn Koxrap Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.
Von
E. Kamke in Tiibingen.

§1.
Einleitung.
1.1. In dieser Arbeit, deren Beweisfithrungen von den vorangehenden

Arbeiten?) unabhingig sind, handelt es sich wie in K II und K III um die
Bigenwertaufgabe, die aus der Differentialgleichung

™ - F(y) =26y
und den Randbedingungen
@) U,(y) =0 (w=1,...,2m)

besteht. Dabei sind F und G die selbstadjungierten Differentialausdriicke
m n
@) Fly) = 2 by Gy = 2 4y7),

die f, = f,(¢) und ¢,= ¢,(z) sind im Intervall @ < z < b gegebene reelle,
y-mal stetig differenzierbare Funktionen, ferner ist f,, == 0,9, =0, ol + 190}
=02, 0 <n <m. Die

(4) Uuly) = igl[au,z y@(a) + Bu, .y (B)]

sind gegebene Linearformen in den y®(a), y®(b) mit reellen Koeffizienten
%, 4> Pu . deren Matrix den Rang 2m hat, d.h. die Gleichungen (2) sind
voneinander linear unabhéngig. ’
Die Gleichungen
Fy)=0, G(y) =0

1) K1, KII, K III = KauKE, Math. Zeitschr. 45 (1939), 8. 759—-787; 46 (1940),
S. 231250 und 251 —286.

2) Diese Voraussetzung wird allein in 4.4 benutzt und 1aB¢ sich in einer Reihe
von Fillen anch umgehen. In dem Fall n = 0, d. h. fiir G(y) = g(x}y ist sie sicher
erfiillt, wenn g == 0 voraunsgesetzt wird.

. 5%



68 E. Kamke.

sollen keine Losung gemeinsam haben, die ==0 ist und die Randbedingungen (2)
erfiillt3).

SchlieBlich soll die Eigenwertaufgabe (1), (2) selbstadjungiert4) und in
dem in 1.3 angegebenen Sinne definit3) sein.

Diese Voraussetzungen scllen im folgenden immer erfiillt sein. Die Eigen-
wertaufgabe ist dann normal®). Daher sind nach K II, Satz 3 und 4, alle
Eigenwerte reell, ferner gibt es hochstens abzihlbar viele Eigenwerte, und
diese haben keinen im Endlichen gelegenen Haufungspunkt, konnen also
nach wachsender Grofe numeriert werden.

Aus K ITT 148t sich weiter entnehmen, daB es unendlich viele Eigenwerte
gibt. Doch wird das hier nicht als bekannt vorausgesetzt, sondern im folgenden
mitbewiesen.

1.2. In dem Fall, daB fiir jede 2m-mal stetig differenzierbare Funktion
y(z), welche die Randbedingungen (2) erfiillt, neben der Definitheitsvoraus-
setzung von K ITI7) auch noch8)

fyewdz=o
gilt9), liefert der Satz 2 von K IIT folgendes: Die Variationsaufgabe

5 JyFyds .
® JyG(y)dz =

%) Diese Voraussetzung ist z.B. erfilllt, wenn die Gleichungen F(y) = 0 und
G(y) = O iberhaupt keine Losung auBer y =0 gemeinsam haben, und das trifft
z. B. zu, wenn n = 0, also G(y) = g(x)y und g == 0 ist. Denn dann folgt aus G(y) = 0,
daB y = 0 in einem Teilintervall, also, wenn y zugleich die lineare Differentialgleichung
Fly) = 0 erfillt, y = 0 sogar in dem ganzen Intervall (a, b) ist.

4) Vgl. 8. 75 und K II, 8. 231{.

5) Sie ist dann, wie 8. 71, Fuinote 20 gezeigt wird, auch in dem fritheren Sinne

von K III, S. 252 definit.
8) Zu diesem Begriff vgl. KII, S.237f. DaB die Eigenwertaufgabe unter den

obigen Voraussetzungen normal ist, folgt aus K II, Satz 2 (d) in Verbindung mit der

vorangehenden Fufinote.
7) In K1III, S.252 war die Eigenwertaufgabe definit genannt, wenn fir jede

Funktion y(x), die in (@, b) 2m-mal stetig differenzierbar ist und die 2 m Rand-
bedingungen (2) erfillt,
b
) {yF(y)de=0

und auBerdem fiir diejenigen dieser ;‘unktionen y(z) == 0, fiir di= hierin etwa das Gleich-
heitszeichen gilt,
) fb yG(y)dz =0
ist und ein festes Vorzeichen ha,t.a

8) In dieser Arbeit ist durchweg [ = f .

®) Dann sind offex;bar alle Eigenwert: =0.
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hat eine Losung y = p (), wenn zur Konkurrenz alle diejenigen Funktionen
y () zugelassen werden, fiir die der Nenner > 0 ist und die

(a) 2 m-mal stetig differenzierbar sind und

(b) die 2m Randbedingungen (2) erfiillen.

Der Minimalwert von (5) ist der kleinste Eigenwert 4; und y(z) eine zu
diesem gehérige Eigenfunktion der Aufgabe (1), (2).

Diese Festlegung des kleinsten Eigenwertes, die auf die hoheren Eigen-
werte ausgedehnt werden kann, hat bekanntlich neben der theoretischen auch
eine erhebliche praktische Bedeutung fiir die wirkliche Berechnung der Eigen-
wertel®), und zwar ist es fiir diese gendherte Berechnung der Eigenwerte
durch die linke Seite von (5) um so giinstiger, je Wweniger eingeengt der
Bereich der zugelassenen Funktionen y(x) ist.

1.3. Im Fall m = 1) hat Houmeren 12) fiir mehrere Typen von Rand-
bedingungen nachgewiesen, dal die Bedingungen (a) und (b) nach geeigneter
Umformung des Zihlers von (5) gemildert werden kénnen, d. h. der Bereich
der zugelassenen Funktionen erweitert werden kann. Im folgenden soll
gezeigt werden, dafl das sogar fiir alle selbstadjungierten definiten Eigenwert-
aufgaben méglich ist13).

Zundchst ist nach der DiricHLETschen Formel 14) fiir jede 2 m-mal stetig
differenzierbare Funktion y (z)

JyP@as =] X (—1rf,y*dz + (R o)L
mit
Ry = 5 I (—r(hyeye

v=1p+e=v—

und entsprechend
fy6@de =[ 2 (=197 do + Sy},

10y Vgl. dazu L. COLLATZ, Zeitschr. f. angewandte Mathematik und Mechanik 19
(1939), S. 2241f.

11) Dann ist » = 0, also G(y) von der Gestalt g(z)y mit g(z) == 0.

12) E. HOIMGREN, Arkiv fér Matematik, Astronomi och Fysik 1 (1903—04),
8.401—417. Die Differentialgleichung hat bei HOLMGREN die spezielle Gestalt
Y’ = kg(x) u.

13) Es bleibt zu untersuchen, ob und inwieweit die Ergebnisse etwa in der
Arbeit von E. HOLDER, Entwicklungssitze aus der Theorie der zweiten Variation
[Acta Mathematica 70 (1939), S. 193—242] enthalten sind oder aus ihr herauspripa-
riert werden konnen. Wie mir Herr E. HOLDER mitteilt, bereitet er eine Ver-
offentlichung iiber diese Frage vor.

1) Vgl. E, KaMKE, Differentialgleichungen: Losungsmethoden und Losungen,
S.76f. Leipzig 1942.
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mit
Sy y) = 2 2 (1P Gy @y
y=1ptg=v—1

Triigt man dieses in (5) ein, so bestehen Zihler und Nenner aus Integralen,
in denen von y nur Ableitungen der Ordnung = m und = » auftreten, und
integralfreien ,, DiricuLETschen Restteilen®, die nur Ableitungen der Ordnung
<2m — 1 und < 2% — 1 enthalten. Diese Restteile werden mittels der
Randbedingungen (2) weiter umgeformt.

Man bildet durch lineare Kombination der Randbedingungen (2) moglichst
viele solcher Gleichungen, die nur Ableitungen der Ordnung = m — 1 ent-
halten15). Diese Randbedingungen seien jetzt mit

(6) Ui(y) =0, ..., Up(g) =0

bezeichnet16) und mégen die (fiir diese Untersuchung) wesentlichen Rand-
bedingungen heiBen?). Zu diesen werden noch 2 m — k der fritheren Rand-
bedingungen hinzugenommen, so da$ im ganzen wieder 2 7 linear unabhéingige
Gleichungen entstehen. Diese letzten Randbedingungen seien mit

) Uera(y) =0, ..., Usu(y) =0

bezeichnet upd mégen die restlichen Randbedingungen 18) heiflen.

Vermittels der & wesentlichen Randbedingungen konnen %k der Ab-
leitungen y® (a), ™ (b) mit » < m — 1 durch die iibrigen dieser Ableitungen
ausgedriickt werden (wobei auch Koeffizienten 0 vorkommen kdnnen); diese
letzten 2 m — k Ableitungen y™(a), ¥ (b) mit v < m — 1 mdgen freie Ab-
lestumgen heifien.

Werden nun mittels der restlichen Randbedingungen (7) in | RB(y, )2
und. [S(y, y)]2, soweit mdglich, die Ableitungen der Ordnung = m entfernt
und dann noch alle Ableitungen der Ordnung < m — 1 durch die freien Ab-
leitungen ausgedriickt, so zeigt sich, daB alle Ableitungen der Ordnung = m
herausfallen (Beweis in 2.3 und 2.5). Die so umgeformten DiricELETSChen
Restteile [R(y, )12 und [S(y, 9)I%; die kiicftig (vgl. 2. 5) mit Fo(y, y) und

13) D, h. mit Koeffizienten, die 5=0 sind.

16) k = 0 bedeutet, daB keine wesentlichen Randbedingungen vorhanden sind.

17) Fiir Beispiele siehe § 3.

18) Schon frither sind in Einzelfillen die Randbedingungen unterteilt worden. So
hat R. COURANXT im Fall m == 1 bei einigen Beispielen von ,,natirlichen* Randbedin-
gungen gesprochen; diese gehdren zu den Randbedingungen, die oben als restliche
Randbedingungen bezeichnet sind. In der technischen Literatur (vgl. C. B. BIEZENO-
R.GRAMMEL, Technische Dynamik, 8. 165, Berlin 1939) sind im Falle m = 2 bei
einigen Typen von Eigenwertaufgaben ,.geometrische und ,.dynamische” Rand-
bedingungen unterschieden. Diese entsprechen den obigen wesentlichen und restlichen
Randbedingungen.
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Go (¥, y) bezeichnet werden, mdgen reduzierte DiricHLETsche Resttesle heiBlen.
Sie sind quadratische Formen Fy(y, y) und Gy(y, y) der freien Ableitungen9).
Die Eigenwertaufgabe (1), (2) soll jetzt definit heiBen, wenn
® —Df=x=0 (»=0,...,m) und (—1)’¢,(2) =0 (»=0,...,%)
ist und wenn auBerdem die reduzierten Restteile
sind 20), ’
Weitersoll eine Funktion y () == 0 eine zuldssige Funktion heiBen, wenn sie
(a) in (a, b) (m — 1)-mal stetig differenzierbar, stiickweise sogar m-mal

stetig differenzierbar ist und
(b) die wesentlichen Randbedingungen (6) erfiillt2t).

19) Dabei kann auch Fy=0 und Gy =0 sein.

20) Ist die Eigenwertaufgabe in dem obigen Sinne definit, so ist sie es auch im
Sinne von K III, 8. 252 (vgl. FuBnote 7 auf 8. 68). Denn fir zulissige Funktionen
¥ (%) im Sinne von K TIL, d. h. fiar Funktionen y (x), die 2 m-mal stetig differenzierbar
sind und alle 2 m Randbedingungen (2) erfiillen. ist nach der obigen Umformung der
DiricHLETschen Formel

[vPwaz =] £ (171,"" ds + Ry

und
kil ¥ (V)2
[vewaz =] 2 (~170,4" da +6o(0.0),
also 5
*) JyF(y)da=0 uwd [yGydz=0,

also die erste der fritheren Definitheitsvoraussetzungen erfillt. Besteht nun fiir eine
dieser Funktionen y () die Gleichung | y F(y)d= = 0, so wihle man eine beliebige
2 m-mal stetig differenzierbare Funktion « (z), die mitihren 2 m — 1 ersten Ableitungen
in den Punkten ¢ und b verschwindet, also alle Randbedingungen (2) erfillt. Dann
erfilllt fiir beliebiges & == 0 auch y + eu diese Randbedingungen, und nach (¥) ist
0=y +ecu)F(y+ cu)d=z
= [yF(y)de +2: [uF(y)de + & [uF(u)dz
=2¢{uF(y)dz + & {uF(u)das.
Hitte das erste Integral der letzten Zeile fiir ein u einen Wert =0, so ergabe sich
aus der Ungleichung fér alle ¢ mit hinreichend kieinen absoluten Betrigen und mit
einem zu diesem Integral entgegengesetzten Vorzeichen ein Widerspruch. Daher ist
{ w F(y) dz = 0 fiir alle vorher genannten u(z). Daraus folgt, da y(z) der Differential-
gleichung F(y) = 0 geniigt.

Ist nun zugleich | y G(y)dz = 0, so ergibt sich in der gleichen Weise, da8 auch
G(y) = 0 ist. Dann ist aber nach dem zweiten Absatz von 1.1 y = 0. Gilt in der ersten
Ungleichung von (*) das Gleichheitszeichen fiir y == 0, so kann es also in der zweiten
Ungleichung gestrichen werden, d. h. auch die restliche Bedingung fiir die Definitheit
in dem fritheren Sinne ist erfillt.

) Die obigen beiden Bedingungen (a) und (b) bedeuten offenbar eine wesentliche
Milderung der entsprechenden Bedingungen von 1.2.
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1.4. Unter diesen Voraussetzungen wird die Variationsaufgabe
[ 2 0%+ Ry

(10) — - = Min
), 2 09" ds + Golny)

gebildet. Uber diese wird in § 4 bewiesen:

Satz 1. In dem Bereich der zulissigen Funktionen y(x), fiir die der Nenner
=+ 0 ost, gibt es mindestens eine zulissige Funktion y = vy(x), fir die der
Bruch (10) den kleinsten Wert annimmt. Dieser Minimalwert ist der kleinste
Eigenwert 1. Jede zulissige Funktion y(x), fir die (10) den -Minimalwert
anwimme, st sogar 2m-mal stetig differenzierbar und eine 2u A, gehédrige Eigen-
funktion.

Hieraus ergibt sich unmittelbar die

Folgerung. Fiir jede zuliissige Funktion y () ist die linke Seite von (10)
emne obere Schranke fir den klewnsten Eigenwert.

In §3 werden die Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung und die SturMschen
Eigenwertaufgaben vierter Ordnung mit # = 0 angegeben, bei denen die
Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt sind. §5 enthilt einige Erginzungen:
die Ausdehnung des Satzes auf die hoheren Eigenwerte, die independente
Festlegung der Eigenwerte, Bessersche Ungleichung und Parsevatsche Formel
bei einer neuen Definition der Fourier-Koeffizienten einer zulssigen Funktion,
den Krvrorrschen Abschitzungssatz fiir die Eigenwerte bei dem Rirzschen
Verfahren. '

§ 2.
Untersuchung des Restteils der Dirichletschen Formel. -

In diesem Paragraphen wird nur die Selbstadjungiertheit, nicht die
Definitheit der Eigenwertaufgabe benutzt.

2.1. Ubergang zu einer Bilinearform. Im Intervall (a, b) sei u () 2 m-mal
stetig differenzierbar und v () (m—1)-mal stetig differenzierbar und stiick-
weis sogar m-mal stetig differenzierbar, dann besteht fiir den Differential-
ausdruck F(y) die Diricarersche Formel 22)

(11) j vF(u)dz = j > (—1yfu® o dz + [R(u,v)]
r=0

mit

12 Rup= 3 5 (—1)p(,u"@ o,

v=1ptqg=r—1

#) Vgl. E, KAMKE, Differentialgleichungen: Losungsmethoden und Lésungen,
S.76f, Leipzig 1942.
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Ordnet man in R die Glieder um und fithrt man die Differentiationen aus,
so erhilt man

m—1 m
Ru,v) = X (—1)po® 3 (f,ut)o—p—D
p=0 v=p+1

= "‘2";1(__ 1)p o f’ v—f-l(” —p— 1))u(v+ n fr—p—r=1
r=0 ¥

v=p+l r=0

m—1 m 2y—p—1 )
= 3 (—DLpose) 3 > (v—P-— 1))u(q)}‘£2v—p—q-—1)
= v=p+1 ¢=v q—v
m—1 2m—p—1
= 2 Ay (7)o u@
: p=0 g=p+1l
mit
AP’Q("E) = (__ l)p (V —-—pP — 1) i$,2v—-p~q._1)'
p+g—r1§7_ﬁ_~lﬁn(q,m) qg—v

Dap<=m—1 ist, ist fiir p+¢=2m — 1

Min (g, m) = Min 2m — p — 1, m) = m,
also

Ap,q(x) = (— 1) ful) + 0.

Die 4, (=) erfiillen somit ein Dreieck (vgl. Fig. 1 fiir m = 3) und haben in
den Punkten der stark ausgezogenen Dreiecksseite Werte 5 0. Durch Hinzu-

Fig. 1. TFig. 2.

nahme von Gliedern mit dem Wert -0 wird das Dreieck zu einem Trapez
erginzt (Fig. 2). Dann ist

m—1 2m—p—1
(13) R(u,v) = X 2 Ay (x)v@ule
p=0 g=0

eine Bilinearform in den Ableitungen v®, 4@ mit
(14)  Det|d,,(@)|==fa+0 OsSpsm—Lim=<gs2m—1).
Entsprechend ist fiir dieselben Funktionen w, »

(15) [r@mae = [ 3 (—1rgu? o ds + [S(, o]
y=40
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mit
{16) S{u,v) = Y 2 (= 1P (g, u)@ e
y=1p+qg=1-—1
2—12na—p-—1
= 2 2 Bp’q(a;) 2P 4@
p=0 q=0

wobel jetzt jedoch iiber die der Determinante (14) entsprechende Determinante
keine Aussage gemacht werden kann.

Spiter wird fiir eine beliebige Zahl 1 noch die aus (11) und (15) folgende
Formel

(17 [v[F(w) — 4G (w)]de
— Hé"‘o(- 1) f, ut) o) — zéo(— 1) g, 4 o0} 4 + [, o))}
mit
T(u, v) = R(u,v) — 28, v)
benutzt werden. Die Koeffizienten von S(u, ) liegen wegen % < m ganz in

dem Koeffizienten-Trapez von R(u, v), jedoch liegt kein Koeffizient auf der
schrigen Trapezlinie. Daher ist

(18) Det |{T(u,v)| = Det |[B(u,v)| =0 0<p=<m—1;m=<q=<2m—1).
Werden nun die GréBen
u(a), o (a), ..., ¥ Va), wu®), ..., ¥" @)

in irgendeiner Reihenfolge mit w4, ..., us,, bezeicknet, die entsprechenden
oa), v*(b) mit vy, ..., vs, und schlieBlich die Ableitungen 4™ (a), u® (b)

fir m <» <2m —1 mit ¥y, .1, ..., %, und die entsprechenden Ab-
leitungen von v, die spater auftreten werden, mit v,,,_;, ..., vy,,, so lauten
die Randbedingungen (2)
(19) U,(u) =0 (n=1,..., M)
mit M = 2m und '
2
Ua(u) = 2 Oy, v Uy (e=1,..., M)
=1 .

die Matrix der «, , hat den Rang M. Ferner ist der Restteil der DiricrLETSChen
Formel (11), wenn noch weitere Glieder mit dem Wert 0 hinzugerommen,
werden.

b E’s 2y
(20) [B(u,v)], = X X ap,v,%
p=1 ¢g=1
eine Bilinearform in den w, v mit
21) Detfap)qﬁ%() p=1...M;9g=M+1,..., 2M).
Entsprechend ist
(22) [8(u, 9] = Z' Z bp o Up g,

p=1g¢=1
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wobel jetzt éiber die Koeffizienten jedoch keine der Ungleichung (21) ent-
sprechende Aussage gemacht werden kann, und schlieBlich ist der in (17)
auftretende Restteil von der Gestalt

. ¥ e
(23) [T(w,v)],= & X cp,qv%
p=14q9g=1
mit
(24) Detlo, | 0 (p=1,...M;g=M+1,...,2M).

Die Voraussetzung, dafl die Eigenwertaufgabe (1), (2) selbstadjungiert
ist, besagt folgendes23): Fiir je zwei Zahlensysteme

w(a), w(a), .... u®™ V@), ud), ..., u?""Y (b)
und
v(@), v'(@), ..., 2 %" V(a), o), ..., %" V@E),

die beide die Randbedingungen (2) erfiillen, ist
(25) [Bu, )], = [B(o,w)]; und [S(w 0)]; = [S(v, w)];,

wo R und 8 durch (12) und (16) gegeben sind. In den soeben eingefithrten
Bezeichnungen besagt das: Hs ist
2y

M
(26) z 2 Op, g Vp Uy = Z 2 ay, gy,

p=1lq= p=1lg=1
fiir je zwei Zahlensysteme u, und v,, die beide die Gleichungen (19) erfiillen.
Ferner gilt (26) auch mit b, statt @, ,und daher auch mit ¢, , statt a,
Die weiteren Uber]egungen Werden fiir eine beliebige Bﬂmearform

¥ 2
27) A(u,v) = X 2 @p, ¢ Vp ¥y

p=1lq=
mit der Eigenschaft angestellt, daB (26) fiir alle Zahlensysteme u,,, v, gelten
soll, die beide die Gleichungen (19) erfiillen. Die Ergebnisse lassen sich un-
mittelbar auf die DiricrrETschen Restteile libertragen.

2.2. Umformung der Nebenbedingungen (19). Zunichst werden, ent-
sprechend dem Vorgehen in 1.3, durch lineare Kombination der Glei-
chungen (19) moglichst viele linear unabhingige Gleichungen gebildet, in
denen nur %, ..., ¥y vorkommen, d.h. in denen alle iibrigen u, den Koeffi-
zienten 0 haben. Ein solches Gleichungssystem sei

(28) Uyw) =0, ..., Ugw)=0;

esist dann 0 < k < M (k = 0 bedeutet, daB es keine derartigen Gleichungeﬁ
gibt). Dazu werden noch M — k der urspriinglichen Gleichungen (19) ge-

) Vel. K11, S.231.
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nommen, die zusammen mit den Gleichungen (28) ein System von linear
unabhingigen Gleichungen bilden, und mit

(29) Upor() =0, ..., Uy@)=0

bezeichnet. Dann besagen die Gleichungen (19) dasselbe wie die Gleichungen
(28) + (29). Die Gleichungen (28) entsprechen den wesentlichen Rand- .
bedingungen von 1. 3, die Gleichungen (29) den restlichen Randbedingungen
und mégen hier wesentliche und restliche Nebenbedingungen heifien.

Die Gleichungen (28) sind von der Gestalt

M
Eﬂy,vu;r:o (ﬂ:l,..., k).

v=1

Wegen der Jinearen Unabhiingigkeit gibt es & Variable %, , die unter Abinderung

der bisherigen Numerierung jetzt mit #;, . . ., %, bezeichnet seien, so daf} die
Determinante ihrer Koeffizientenmatrix == 0 ist. Das System (28) kann
dann nach %q, . .., %, aufgelést werden:
¥
(30) u,= X .4 (W=1,...,k);
! v=k+1 "
Upi1, . - ., Uy mOgen freie Variable heilen.
Die M — & Gleichungen (29) haben nach Eintragen von (30) die Gestalt
2
= = con MY,
2 Bum=0 (6 =h+1,.... 00

und aus ihnen lassen sich nach unserer Annahme keine weiteren Gleichungen
gewinnen, die nur #;, ..., 4y enthalten. Da die Gleichungen auferdem
linear unabhiingig sind, haben in ihnen M — k der GroBen w, mit v = M + I
eine Koeffizientenmatrix, deren Determinante == 0 ist. Unter Abédnderung

der bisherigen Numerierung seien diese GroBen mit wp ey, - .., Yon
bezeichnet, wihrend die iibrigen %, mit » =M + 1 die Nummern
M + 1, ...,M + k erhalten. Die obigen Gleichungen kénnen dann nach
Ui ke ls - - -» Yoy aufgelost werden:

M+ k
(31) u’“=1—§+1y""’uv w=M-+Ek+1,...,2M).

Die Gleichungen (3G) + (31) besagen dasselbe wie die Gleichungen (28) + (29)
und damit dasselbe wie die Gleichungen (19).

Die vorgenommene Umnumerierung der %, . . ., %y hat fiir die Bilinear-
form A4 (u, v) die Wirkung, da8 in der Matrix (e, ,) Zeilen vertauscht werden
und ebenso die entsprechenden Spalten, also nur Spalten mit einer Nummer
¢ <M. Die Umnumerierung der %y .3, - .., %2y bhat die Wirkung, da8
in der Matrix (a,, ) Spalten mit Nummern ¢ = M + 1 vertauscht werden.
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Man erhalt also jedenfalls wieder eine Bilinearform (27) mit der Eigenschaft (26);
ferner bleibt die Eigenschaft (21) erhalten, wenn sie fiir die urspriingliche
Bilinearform gilt.

?.3. Gestalt der Bilinearform nach Eintragen der Nebenhedingungen.
In den Gleichungen (30) und (31) kdnnen ;. 1, . . ., uy, 5 willkiirlich gewdhlt
werden. Zunichst werden nur die Gleichungen (30) beriicksichtigt, d. h. die
aus (30) sich ergebenden Werte u;, .. ., u, und ebenso vy, .. ., v, aus den
Gleichungen mit v statt  werden in (27) eingetragen. Weiter wird

M+k

(32) w, = Uu—;—u Z,k'+1y,,,vu, (e=M+Ek+1,...,2M)
gesetzt24); entsprechende Gleichungen werden mit v statt # gebildet. Dann
bedeutet

(33) Usirr1=0, ..., Uy =0,

daf auch die Gleichungen (31) erfiillt sind. Vorerst brauchen diese letzten
Gleichungen jedoch nicht erfiillt zu sein.

Tragt man die & Nebenbedingungen (30) fiir » und » und auBerdem (32)
in (27) ein, so entsteht 25)

_ 3 ¥ Mk 2N % E M+ 2y
dwo= I( X+ 5 + 2 (e T+ ¥ )
P=19=1 g=k+1 q=M+k+1/ p=k+1'9=1 gei+l qesrk+l
k& M o
= Z Z Ay, q 2 2 Vg, u¥Yp,s Uy ¥y
p=1¢g=1 u=k+1 v=Fk+1
E 0 Mk o
+ X Upgthy 2 Vp»¥
pP=1g=rk+1 v =k+1
P 2 M I Mie ¥
T
+ 2 “p,q(Uq 2 Vot + X 2 VorVee b, '”)
p=1g=M+k+ 1=k4+1 p=k+1l v=k+1
o k ¥ Mtk
+ 2 Y,y X Youlhy + X Gp, g Vp Uy
p=k+1 g=1 u=k+1 p=k+1 g=k+1
M 23 Mtk
+ X 2 “p,q(”pUq+”p 2 Vo uthy).
P=k+1lqg=M+i+1 u=kr+1

Erfillen die % und v auch noch die restlichen Nebenbedingungen (29),
d. h. die Gleichungen (31), so gilt (33). Der dann aus 4 (u, v) entstehende
Ausdruck sei mit A4, (4, v) bezeichnet.

Die Bedingung (26) besagt nun, da8

(34) Ao (u, v) = Ay(v, u)

24) Die hier auftretenden GroBen U . haben natiirlich eine andere Bedeutung als
die U, in (2). o
2%) Leere Summen bedeuten 0.
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fiir beliebige Zahlen
Upyls - Uy URA Vpga, ., Vi

gilt. Ay (u, v), d.h. das obige 4 (4, v) mit U, = 0, enthalt aber offensichtlich
kein v, mit v > M, d. h. 44(v, u), enthdlt kein », mit v > M, also enthilt
nach (34) auch Ao(w, v) kein solches %, d. h. es ist

Mtk e k r 2 ¥
2 U, ”v( 2 puypt+ X 2 Vo Vau
u=M+1 v=Fk+1 ‘p=1 p=1lg=M+k+1
2
+ Gy p + 2 ay, anu) =0
g=M+k+1
fiir beliebige Uy Uy, also
£ oM ® 2y
(36) X X Ve Vout X GVt X g Pyut =0
p=1¢g=M+k+1 p=1 g=M+k+1

fir M+1=pu=sM+kEkEiE+l1sr< M
In A(u,v) und Ag(u, v) fallen somit alle Glieder fort, die ein #, mit
M+ 1<g <M+ k enthalten. Damit wird

y o X X 2 M .
(36) 4o (w,0)= X 2 ”.u’”v{ Z?Pﬂ’( 2 Oy gVeut X ap,q'}’q,u)
u=k+1v=k+1 p=1 g=1 g=M+k+1 :
k x 2y
+ X Vot X OngVeut 2 U Veut a",ﬂ}
p=1 g=1 g=M+Ek+1

eine Bilinearform von 2 (M — k) unabhingigen Verdnderlichen und

- b 23 X
6N, Awo) = o)+ 5 v, T U( 2 a0 +a).
v=k+1 ¢=M+k+1 p=1
Da bei dieser Umformung von der Ungleichung (21) kein Gebrauch gemacht
ist, gilt eine entsprechende Umformung auch fiir die Bilinearform (22).

2. 4. Bilinearformen mit der Eigenschaft (21). Gilt fiir die Bilinearform
auch noch die Ungleichung (21) und ist

(38) Afu,v) — Ao(w,v) = 0

fiir beliebige Werte der freien Variabeln v, 1, . . ., vy, 50 bestehen die Glei-
chungen (33), d. h. die w, erfiillen die Gleichungen (31).
Wird némlich zur Abkiirzung

k
(39) AV, [ :_:Pélapr M ?p, * + a"’ [

gesetzt, so folgt aus (38) und (37)
2

= =k+1,...,M).
(40) veriy (mele=0  (=FEF )



Definite selbstadjungierte Eigenwertaufgaben. IV. 9%

Ferner wird aus (35)

2M
(41) MZk IA,,qu,‘-w'—A,, =O0M IS usMLEEF1ISvZ M)
g=M+k+ : ’ ’

Wenn aus (40) nicht die Gleichungen (33) gefolgert werden kénnen, s:) ist-
Det|d, |=0 (v=Fk+1,.. . M;g=M+k+1,..,2M).
Dann gibt es Zahlen Ay, 1, ..., Ay, die nicht alle 0 sind und fir die

M
2 hd, =0 (@=M-+k+1,...,2M)

y=k+ 1

ist. Nach (41) ist dann auch fir p =M +1,..., M + %k
h,4 = ; 2 hd =0,

v::zk"i"l Th Q=M+k+1/q"l‘V=k+1 <1, ¢

d.h. es ist im Ganzen

o
2 k4, ,=0 fir p=M-+1,...,2M.
v=k+1 ?
Diese Gleichungen besagen nach (39) fir p =M +1,...,2M
o E
0= }’v(z“p,u?p,v+av,u)
ve=k+1 p=1

k

M M
= Zlap,n 2 hv?p,v+ ZL' lkvav,,u:
= V= k4

v=k+1
d. h. das Gleichungssystem
¥
p;f.,'lap’uxp=0 (e=M-+1,...,2M)
hat, da nicht alle &, Null sind, eine eigentliche Losung, also miifite
Det[ap,”[=0 p=1...M;p=M-+1,...,2M)

‘sein, im Widerspruch zu (21). Daher folgt aus (40) und somit aus (38) tat-
sichlich (33).

2.5. Folgerungen fiir die Dirichletschen Restteile. Ich kehre nun zum
Ausgangspunkt” dieses Paragraphen zuriick. Aus dem Vorangehenden (vgl.
insbes. 2. 3) ergibt sich, daB [R(w, v)]? fiir (2 m —1)-mal stetig differenzier-
bare Funktionen w, welche alle Randbedingungen (2) erfiillen, und
(m—1)-mal stetig differenzierbare Funktionen v, welche die wesentlichen
Randbedingungen (6) erfiillen, nach Einfragen dieser Randbedingungen
eine Bilinearform Fy(u, v) von gewissen 2m — k der GroBen u®(a), w®(b)
und den entsprechenden GréBen o (a), v®(b) mit » < m — 1, den freien
Ableitungen (vgk 1. 3) wird. Diese Bilinearform, das vorherige 4, (%, v) der
Formel (37), wird im folgenden als selbststindige Bilinearform, ohne Riick-
sicht auf ihre Entstehung und die dabei iiber die u, v gemachten Voraus-
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setzungen auftreten, und ist der reduzierte DiricrLETsche Resttei]. Er kann
fiir alle zuldssigen Funktionen u, v gebildet werden und ist nach (25) bzw.
(34) eine symmetrische Funktion

{42) Fo(u,v) = Fo(v, u).

Fithrt man dieselbe Umformung von [S(x, v)]° mit den gleichen freien
Ableitungen durch, so kommt man auf eine Bilinearform Gy (%, v) derselben
freien Ableitungen, fiir die ebenfalls
(43) Go(u, v) = Go(v, )
gilt, und schlieBlich fiihrt [T (u, v)[5 auf

Fo(u, v) — A Gy(u, v).

Eine weitere Folgerung war in 2. 3 fiir Bilinearformen 4 gezogen, fiir
welche die Ungleichung (21) gilt. Die Bilinearform C(u, v) erfiillt nach (24)
die entsprechende Ungleichung. Daher gilt das Ergebnis auch fiir ¢ und kann
so formuliert werden:

Sind #, v zuldssige Funktionen und ist « in den Randpunkten a, b sogar
{2m — 1)-mal differenzierbar, so werden aus [R(u, v)]? und [S(, »)]} nach
Eintragen der wesentlichen Randbedingungen (6) Bilinearformen

F (#, v) und (—}.(u, v)
der freien Ableitungen «® (a), ™ (b) und »®(a), ¥*(b) sowie der hoheren Ab-
leitungen von # mit folgender Eigenschaft: ist fiir ein 2
F(u,0) — 2.G(u,0) — [Fo(u,v) — AGo(x, v)] = 0
fiir alle freien Ableitungen v®(a), v (b), so erfiillt  auch die restlichen Rand-
bedingungen (7) und somit alle Randbedingungen (2).

§ 3.
Beispiele.

3.1. Eigenwertaufgaben zweiter Ordnung. Fiir diese ist m = 1, also
n = 0. Die Differentialgleichung (1) hat dann die Gestalt

(Y)Y +hy+igy=0,
wo f = f(x) in {a, b) stetig differenzierbar, = h(z) und ¢ = g(z) stetig,
f = 0 und ¢ == 0 ist. Die Randbedingungen sind 26)
%1Ya + %Yy + Bt + By, = O,
” %Y + “;y; + By + ﬂé?/; = 0.

26) Der Index a oder b bedeutet, dal # = a oder x = b einzutragen ist; also z. B.
Yo=Y @) (¥, =fl@)y"(a) 4 f @)y (a).
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Die Matrix der Koeffizienten hat den Rang 2. Daf die Eigenwertaufgabe
selbstadjungiert ist, ergibt die Bedingung

(00 — ayatp) fo = (B.B5 — B1Bo) -
Wird die Differentialgleichung in der Gestalt
— (Y)Y —hy = 29y

geschrieben, so lautet die Variationsaufgabe (10)

[y —hy)dx + Fo(y,y)
{gyda

= Min,
wobei Fy(y, y) aus dem Diricarerschen Restteil

Ry )12 = [— 19y s = fuYalYa — T ¥,

durch Reduktion mittels der Randbedingungen zu bilden ist. Dabei ist
vorauszusetzen, dafl die Aufgabe definit ist. Nach (8) ist dafiir

f>0 R<0, g=0

vorauszusetzen. Es bleibt noch zu untersuchen, wann (9) erfiillt ist, d. h. wann
Foly, y) = 0 gilt. Hierfiir sind folgende Fille zu unterscheiden, wobei die
Randbedingungen schon in die Gestalt von wesentlichen und restlichen Rand-
bedingungen gebracht sind:

(@) 49.=0, 5, = 0; Fy=0.

(b) Yo =0, y, = — By; Fo= Bhy3-

(©) % =0, yo=ays;  Fo=afay;.

@) Yo = Yo» faYa = fo9y; Fo=0.

(e) ?/; = aY + v Yy = —9faYa — BYs;
Fy= “fa?/?z + BhY:+2y futoYuYs-

Im Fall (a) sind beide Randbedingungen wesentlich, in den Fallen (b),
(c), (d) ist die erste Randbedingung die wesentliche, die zweite die restliche,
im Fall (e) gibt es keine wesentlichen Randbedingungen. Wie die fiir Fy an-
gegebenen Ausdriicke zeigen, ist die Aufgabe nur definit, wenn o = 0, # = 0
und im Fall (¢) auBerdem f,f,92 <« B ist. Die ersten vier Fille finden
sich bei HoimerEN, wihrend der fiinfte Fall anscheinend in der Literatur
nicht enthalten ist27).

27) Nach eine: miindlichen Mitteilung von Herrn HAMEL hat dieser jedoch in
seinen Vorlesungen auf den Fall (e) hingewiesen.
Mathematische Zeitschrift. 48. 6
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3. 2. Eigenwertanfgaben vierter Ordnung mit Sturmschen Randbedm
gungen. Die Eigenwertaufgabe sei
ty"Y + gy) + hy = 4 goy
mit den Randbedingungen

%Y+ Bt + 0t + 69 )+ 99 =0  (v=12),
04+ B,Yy + oY + 0, (Y + 9yl =0 (v =3,4).
Dabei ist f = f(z) in (@, b) zweimal stetig differenzierbar, ¢ = ¢g(z) einmal
stetig differenzierbar, 2 = A(z) und go = go(%) stetig, ferner f == 0, go == 0.
Die Aufgabe ist genau dann selbstadjungiert, wenn
‘“1 8, ! B 7 jag O3] P33
“2 62; §§2 77:2 und {“4 ‘54§= 5?4 14!
ist. Die Variationsaufgabe (10) lautet
JUy'2 —gy? + hy)dz 4+ Fy(y, 9)
f oy dx
wobei F, aus dem Dirichletschen Restteil

[B(y, )], = B — R,

= Min,

mit
By, y) = [(y") +9yly —Ty'y”
zu bilden ist. Dabei ist vorauszusetzen, daB die Aufgabe definit ist.- Nach (8)

ist dafiir
f>0, g<0, h=0, go=0"

vorauszusetzen. Weiter ist noch zu untersuchen, wann (9), d. h. Fo(y, y) = 0
gilt. Hierfiir geniigt es, K, mittels der auf den Randpunkt a beziglichen
Randbedingungen zu reduzieren, da man dann offenbar auch R, und somit ¥,
sofort hinschreiben kann. Dabei werden folgende Fille unterschieden, wobel
wiederum die Randbedingungen in die Gestalt von wesentlichen und restlichen
Randbedingungen gebracht sind.

(@) ¥y, =0 y,=0; Foo=0.
(b) yo =0y, = ay,; By o= —afays
©) ¥y =Yg (FY")e = BYo+2fo¥ss Fo o= (B+ 992
@) fota = 2Yo + BYor (1Y")a = Y0 — (@ + 95
Fo o= vYs—2aYY, — BY-
Bei (a) sind beide Randbedingungen wesentlich, bei (b) und (c) die ersten,
bei (d) gibt es keine wesentlichen Randbedingungen. Bei (b) und (c) ist

Fo,=0, wenno = 0bzw. f+ag, < 0ist; bei (d)ist f = 0, y < O und
ac2 =< |By| erforderlich.
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§ 4.
Beweis des Hauptsatzes.

4.1. Abkiirzungen und Hilfsformeln. Fiir zuldssige Funktionen u(z),
v(z) der Eigenwertaufgabe (1), (2) und die reduzierten Restteile Fy, Gy
(vgl. 2.5) der Diricarerschen Formel wird zur Abkiirzung

O (w,0) = [ 3 (—1)f,u0 00 do + Fo (u,v),
y=90

8 W (u,0) = [ 3 (— 1) g,u0 o0 do -+ Gy (u,0),
v=20

D (u) = D (u,u), Yiu) = ¥ (u,u)

gesetzt. Wegen der Symmetrie von Fy, Gy (vgl. 2.5) ist dann
(45) D (u,v) =D, u), ¥Ywuov)=¥@wmu),
ferner wegen der Bilinearitdt fiir beliebige Zahlen 7, s

D (ru+ sv) = 12D (u) + 275D (u, v) + 2D (v),
{‘P(ru + sv) = 12¥ (u) + 27rs¥ (u, v) + $2¥F (v).
Da hierin wegen der Definitheit (vgl. 1. 3) die linken Seiten = 0 sind, folgt
47 [P, )2 < D) D), [Pu,v)]2 < P(u)PE).

4.2. Beginn des Beweises. Fiir den Bereich der zulissigen Funktionen
u (), fir die ¥(u) == 0 ist28), sei

(46)

(48) A = fin 20

ADN v
Da Zahler und Nenner = 0 sind, ist 4; = 0. Es soll gezeigt werden:

(a) der rechts stehende Bruch hat in dem Bereich der zulissigen Funk-
tionen sogar ein Minimum, d. h. es gibt eine zulissige Funktion w(z), fir die
(49) D (u) = ¥ (u)

Ist;

(b) jede Funktion dieser Art ist sogar 2 m-mal stetig differenzierbar und
erfullt die Differentialgleichung (1) sowie die restlichen Randbedingungen (7),
also alle Randbedingungen (2) und st somit, da zulissige Funktionen =0
sind, eine zu 4; gehorige Eigenfunktion der Eigenwertaufgabe (1), (2); 4, ist
der kleinste Eigenwert.

Damit ist dann der Satz 1 von 1.4 bewiesen.

28) Es gibt solche Funktionen u(z). Denn es ist g, == 0. Wahlt man eine m-mal
stetig differenzierbare Funktion u(z), die mit ihren ersten m — 1 Ableitungen in den
Punkten ¢ und b verschwindet, deren n-te Ableitung aber == 0 ist in einem Intervall,
in dem g,, ==0 ist, so ist dies eine zulissige Funktion, und nach (8) und (9) ist ¥(x) > 0.

6%
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Jedenfalls gibt es eine Folge zuldssiger Funktionen (), 4s(%), . . ., fir
die ¥(u,) = 0 und
@(‘Uoh) -

lim T (uy) = 4

h—>
ist29). Indem man jedes u, mit einem passenden Zahlenfaktor multipliziert,

kann man erreichen, daB

(50) ¥iu) =1 =12 ...,
also
(51) lim @(u) = &

A —»oco

ist. Diese Folge zulissiger Funktionen bleibt zundchst fest. Dann gelten
folgende Hilfsséitze:

4,.3. Es sei v;(z), v2(%), ... eine Folge zuldssiger Funktionen, fiir die
(52) D (v;), ¥ (v;) beschrinkt
und
(563) V(sy, v) = 0
ist. Dann ist
(54) D (uy, v;) >0 fir 2 — oo.

Beweis. Fiir beliebige Zahlen 7, s, sind auch w, = 7,4, - 5,9, zu-
lissige Funktionen. Nach (46) ist
B () = 12 P () + 273 5, D, ;) + 55 P(vy),
()= 12 (uy) + 27,8, Py, v) + 2 ¥ (v3).

Nach (50) und (53) ist also ~

Y (w,) =12+ sE¥(v) = 1,
wenn
(55) 7 =1—s¥(v)
ist. Man wihle s, > 0 so, daB die rechte Seite dieser Gleichung > 0’ und
55— 0 ist. Wegen (52) ist dann | 7, | — 1; fiber das noch freie Vorzeichen von
7, wird weiter unten verfiigt werden. Nach (48) ist nun

]
L= i”'gg = @ (w,)

= r2®(w) + 27,5, By, 1) + 57 P(v),

also nach (55)
A S D (uy) + 27,5, D (ups 01) + S% [P (v;) — ¥ (va)].

29) Die u, diirfen, was spiter benutzt wird, auch alle fibereinstimmen,
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Nach (48) und (50) ist @ (u;) = 4, also, da s, > 0 ist,
27,D (un, v2) + 8, [P (0n) —F (0,)] 2 0
und somit wegen s, — 0 und (52)
lim 7, D (4, v,) = 0.
R

Wird das noch freie Vorzeichen von r, entgegengesetzt zu dem von @ (u,, v,)
gewihlt, so folgt hieraus wegen [r,| = 1 die Relation (54).

4.4. Jede der Folgen
ul’. ul, ... »=0,1,..., m—1)

ist in @ < z < b gleichmaBig beschrinkt.

Beweis. Zunichst wird bewiesen:
(a) Zu jedem 0 <» < m — 1 und jedem % gibt es im Intervall (a, b)
einen Punkt &, |, so daB die Folge

u (£, ) h=12..)
beschrankt ist.
Angenommen, diese Behauptung sei falsch. Dannistfirein0<v»<m —1
(56) im  Min [uQ(2)] = oc»

h—>c a==2=b

und es gibt ein kleinstes » dieser Art. Ist dieses = 1, so ist
(57) lu " D(£, ,_4)| beschirinkt, etwa < 4, _,

fiir eine geeignet gewdhlte Folge von Punkten
Sh,v-1 (]2:-1, 2,...)
des Intervalls (e, b). Weiter werden nur diejenigen % betrachtet, fiir die
Min |«’] >0

a=e=b

ist. Nach (56) gibt es unendlich viele solcher %, und fiir sie hat jedes uy’ (z)
als stetige Funktion ein festes Vorzeichen. Daher ist fiir diese A
: } ] !
) — P il = | @i,
A, v—1 i
also wegen (57)
| z
)z [ 1@z -4, .

shyr—1 4

Es sei nun ¢z, 2,) ein festes Teilintervall von (a, b). Dann gibt es in (z;,s)
Ty— Xy

7> so daB zwischen dem

fir jedes % ein Teilintervall i, , , der Linge
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Intervall i, ,_; und dem Punkt &, , , ein Teilintervali i} ,_, der Linge
Xy — %

7 liegt. Fiir diese Intervalle folgt aus der obigen Ungleichung

Min [u{~P@) = [ |u(e)]ds—4,_,
%

2z in ih,‘ll'—l

ih,v—-l
~ % —% : ) _
= 4 ag:%bjuh (x)} A’v—-l’
also nach (56)
(58) lim Min |uf~P(2)] = .

h—>oo ziniy , 3
Weiter ist, falls sogar » = 2 ist, nach der Minimaleigenschaft von » auch
(59) [ud =2 (&, ,_5)| beschriinkt, etwa < 4, ,
fiir eine geeignet gewihlte Zahlenfolge
En vz h=12,...).

Aus (58) folgt, daB uf~P(z) ini, ,_, fiir unendlich viele s ein festes Vor-
zeichen hat. Fiir diese % ergibt sich mit (59) wie vorhin
@z [ @) |de —4,_,
Shyv—2 i
Ty — X
4_2
dall zwischen dem Teilintervall i, ,_, und dem Punkt &, ,_, noch ein

In jedem Intervall i, , , gibt es ein Teilintervall i, ,_, der Tiéinge

, SO

oo . . . " Xy — & . o :
Teilintervall i ,_, von i, , ; mit der Lange -2 - ! liegt. Fiir diese

Intervalle folgt aus der obigen Ungleichung
o @z | T @)l —4,
llz, r—2

Xy — & . —_
= 242 ! Min  |uf P (2)] -4, _,,

z in ih,l—l

- also wegen (58)

Lm  Min ]u}:’z)(x)ﬂ = oo.
h—>co zin ih, y—2
In dieser Weise kann man fortfahren. Man erhilt schlieBlich
m Min {%,(2)] = o
h—>oc zin ih, o
fiir eine Folge von Teilintervallen i, , der Lénge f&{;ﬁ in dem Intervall
(@1, 2.
Das fiihrt aber zn einem Widerspruch, wenn fiir (#;, %,) ein Intervall

gewihlt wird, in dem fo(2) + go(2) = > 0 ist. Dann ergibt sich namlich
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mit der Cavcay-Scawarzschen Ungleichung fiir jedes i, o, wenn dieses die
Endpunkte &,, 7, hat,

Ny 2 ﬂ.k’ 2
(J 1 lm(@)de) < (n— &)[ e
S &,

ki3
< BB A (fouh + gown) do
4 g

zy — @y
4‘3
wo B nach (50) und (51) von h unabhingig ist. Hieraus folgt

A[D(us) + ¥(w)] = B2,

I
. 1 Y
Min |u,(2)] < ——— | |u(2)|dx <
h

Damit ist der gewiinschte Widerspruch erreicht und somit die Behauptung (a)
bewiesen.

(b) Mit (a) ergibt sich nun die urspriingliche Behauptung so: Aus (51)
folgt, daB die Folge der @ (u,) beschrinks ist. Nach (44) ist dann wegen der
Definitheit der Aufgabe [vgl. (44) und (8)] erst recht die Folge

b

f(=vmfuf™ da h=12..)

a

beschrinkt, also, da (— 1)"f, > 0 und stetig ist, auch

fuzm)z dz h=12...)
a
beschriinkt, also nach der Cavcmy-Scawarzschen Ungleichung
jb1 u| do < {6 — a) jbu;;nﬂ daft
a a
beschrinkt. Aus

wr (@) = U G+ [ W
flz, m—1
folgt weiter, da$ die u{» " in (a, b) gleichmaBig beschrénkt sind, und hieraus
mit
w2 (@) = w" P, o) + ( umVdy
5h,m—2

die gleichmiBige Beschranktheit der »{™ ~2 (z); usw. Damit ist die Behauptung
bewiesen.
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4.5. Jede der Folgen
uld, uP, ... - wv=01...,m—1)
ist in (a, b) gleichgradig stetig.
Beweis. Fiir 0 < » < m — 2 ist nach 4.4 bei passend gewiihltem 4

| T2
|4 (@) — w(@)| = | [ug+ P (@) d
1

§5x2*x][‘47

d. h. fiir v < m — 2 ist die Behauptung richtig. Fiir v = m — 1 ist nach
der Caveny-Scewarzschen Ungleichung, da (— 1) f,, = B > 0 bei passend
gewihltem B ist,

f

(" V(@) — w™ V(ay))? (?1 - U™ (z) dw)2

!xz()o |
<o~z || [ umdol
[ i

b
< oo — 2] 5 [ (= )P u™ da
a

und hieraus folgt die Behauptung auch fiir » = m — 1, da die D (1) wegen (51)
beschriinkt sind.

4.6. Fir jede zulissige Funktion w (z) ist
D (uy, w) — 2, ¥ (4, w) —~ 0 fiir b — oo.

Bewels. Auch
O =w — ¥ (u,, w)

ist eine zuldssige Funktion. Fiir diese ist nach (46)
D(vs) = D(w) — 29 (un, ) P(un, w) + P2(uy, w) D (uy).

Nach (50) und (51) sind die @ (1,), ¥'(u,) beschrinkt, also nach (47) auch die
D(uy, w), ¥(uy, w), also auch die P(v,). Weiter ist nach (46) und (50)

V(o) = () — 2V2(uy, w) + F2(ty, w) ¥ (uy)
= ¥(w) — ¥2(u,, w),

also sind die ¥ (v,) ebenfalls beschrankt. SchlieBlich ist

- P, va) = Ve, w0) — Vg, w) V()
= ¥(up, w) — ¥ (u,, w) = 0.
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Daher ist nach 4.3

D(uy, v;) >0 fiir b — oo,

d. h. :

D(uy, w) — D(uy) ¥ (¥, w) — 0

oder ’
D (up, w) — 2 ¥ (un, w) — [P(wy) — ]¥ (n, ) 0.

Da die ¥(u,, w), wie vorher gezeigt, beschrinkt sind. folgt hieraus die Be-

hauptung nach (51).

4. 7. Beginn des Beweises der Behauptung (a): Fiir eine passend gewahite
Teilfolge der Indizes b konvergieren die w;(x), nebst den m — 1 ersten Ab-
leitungen gegen eine zuldssige Funktion «(x) und deren m — 1 ersten Ab-
leitungen gleichm#Big im Intervall (a, ).

Beweis. Nach 4.4 und 4.5 ist die Folge
ufm =" (z) =12 ..)

in (a, b) gleichmiBig beschrinkt und gleichgradig stetig. Nach dem Satz von
Arzrri gibt es daher eine Teilfolge, die in (a, b) gleichmaBig konvergiert und.
die wieder mit %™~ V(z) bezeichnet sei. Die Funktion

(60) %, _1(z) = lim u Y (x)
h—>c0
ist dann in (a, b) stetig. Wegen 4.4 kann die Teilfolge iiberdies so gewdhlt
werden, dafl auch jede der Folgen
(61) u(a), ¥ (a), ... r=0,1,...,m— 2}

konvergiert. Wegen der gleichmiBigen Konvergenz von (60) und der Kon-
vergenz von (61) fiir » = m — 2 ist dann30) auch die Folge

U™ =3 (z) (h=1,2,..)
glezchmaﬁlg konvergent, und, wenn ihr Grenzwert w, o (x) ist, gilt
%, 5 =1, ;. Ebenso ergibt sich, daB die Folge

uim 3 (z) =1,2,...
gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion w, _s(x) konvergiert, fiir die
u, =, _, gilt, und allgemein, daB

m—

ul) (z) kh=12..)
fiir jedes 0 < » < m — 1 gegen eine Grenzfunktion u, (x) konvergiert, fiir die
u (@) = 4, 1(2) O<r<m—2)

30) Vgl. z. B. K. KN0oPP, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen,
3. Aufl., 8.353. Berlin 1931; dort fiir unendliche Rethen statt Folgen formuliert.
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gilt. Wird «(x) = uo(x) gesetzt, so ist also
Im wP(z) = «®(z) fir 0<» <m—1,
h—>co
und zwar gleichmiBig in (@, b). Da in ¥(,) nur Ableitungen der Ordnung
< n < m — 1 vorkommen,. ist ¥(u) = lim ¥(u,) = 1, also sicher u == 0,
und da die %, die wesentlichen Randbedingungen (6) erfiillen und in diesen

nur Ableitungen der Ordnung < m — 1 vorkommen, erfiillt auch w diese
Randbedingungen und ist somit eine zuldssige Funktion.

4.8. AbschluB des Beweises der Behauptung (a): Die Funktion u(z)
von 4. 7 ist sogar 2 m-mal stetig differenzierbar und erfiillt die Differential-
gleichung (1) mit 2 = A; sowie die Gleichung (49).

Beweis. Es sei w(x) eine beliebige (m -+ 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion, welche die Randbedingungen

(62) wa) = w?(B) =0 fir »=0,1,...,m
erfiillt. Fiir diese Funktion ist
Foluy, w) = Go(uy, w) = 0,

da in diesen bilinearen Ausdriicken jedes Glied eine Ableitung #® (a) oder
w(b) mit » < m — 1 enthilt. Daher ist nach (44)

63) D, w) — L ¥ (wn, w)

= j ZO(-— ) fuPw?d e — le' :,VO(— 1yg, 4P w® dz.
Die rechte Seite wird durch partielle Integration so umgeformt, daf jedes
Glied den Faktor w™* P enthilt. Zu dem Zweck wird

o = FY (w), g, 4 = G (wa),

O [ Prvw)ds =Fam), (6% ) do =61 @)

gesetzt. Dann ist wegen (62)
ftu;"’wmdw = — _(Fin(uh)‘w““)dx

= (= 1) [ PP )+ P d

= (= 1) [FPu)w®"da fir v +r <m +1 -
und

f g,udwVdr = (— 1)']05’1(%,)@0"“)(13:.
Fiir r = m — v + 1 erhilt man hieraus
ffyu}:’w‘”’dx = (— 1)’"‘”“j.FE'"—”’Ln(uh)w(m“’dw,

f g, uPuMdg = (— m—r e f G+ Uy )™+ D g,
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Dies wird in die rechte Seite von (63) eingetragen. Da die linke Seite nach
4. 6 gegen O strebt, ist

(65) 3 { goFf/m—H—Il(uh) — M goaim-v+1](uh)}w(m+1)dx__)O fiir - oo.

In der ersten Summe wird das Glied mit » = m noch umgeformt in
z
(66) FP(uy) = [ fpPdw = [T j fuin—Vda.
a

Dann treten in allen Gliedern von (65) nur Ableitungen #{’ mit » < m — 1
auf, und man kann nach 4.7 fiir eine wieder mit «, bezeichnete Teilfolge
den Grenziibergang gliedweise und unter dem Integralzeichen ausfiihren. Man
erhilt dann fir 2 - oo

m n
S{ 2 Fm—r+lyy — 7, X GE’”'””(%)} wm Vs = 0,
=0 v=0

und zwar fiir jede Funktion w(z) mit den am Anfang des Beweises genannten
Eigenschaften. Nach einem Satz von ZrrMrro3l) ist daher

67) 3 gt ) < 3y 260 ) = Py(o)

wo P, ein Polynom des Grades < m ist. Die rechte Seite und somit auch die
linke Seite ist also sicher m-mal stetig differenzierbar.

Jedes der Glieder mit » < m — 1 in (67) ist nach (64) fiir sich differenzier-
bar, also auch das hochste Glied der ersten Summe (v = m). Dieses ist
durch die rechte Seite von (66) mit w statt «, gegeben. Darin ist das letzte
Integral differenzierbar. Daher ist auch das erste Glied [f,u{™VJ* diffe-
renzierbar. Da f,, differenzierbar ist, ist also #™—? nochmals d1fferenz1erbar
und es gilt somit die vollstindige Gleichung (66) mit « statt u,.

Durch einmalige Differentiation von (67) folgt nun bei Beriicksichtigung
von (64)

Futl™ + ZFW ’](“)"‘21 ZG[m u) = Py

Da n < m ist, sind hierin nach (64) alle Glieder der ersten und zweiten Summe
einzeln differenzierbar, also auch %, da f, differenzierbar ist. Die Aus-
fithrung der Differentiation ergibt

m—2

(f u(m)) +fm 1u(m 1)+ ZF{m "’”(u)wi ngm-z—ll(u) m 25

wobei jedoch von der Ietzten Summe das Glied mit » = » in der Gestalt
G 14™ ™D abzutrennen ist, falls » = m — 1 ist. Jetzt sind links sicher

1) Math. Annalen 58 (1904), S. 558—564.
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wieder alle Glieder bis auf das erste differenzierbar, also auch das erste, also
ist ™ zweimal differenzierbar. Fithrt man die Differentiationen bei Be-
achtung von (64) aus und fahrt man in dieser Weise fort, so ergibt sich schlief-
lich, daB « 2 m-mal stetig differenzierbar ist und die Gleichung

m n
zo(fy,u(v))(’) = A 20 (g,u"’))m,
b V=

d. h. die Gleichung (1) mit A = A; erfiillt.

Es bleibt noch zu beweisen, daf « die Gleichung (49) erfillt. Da u, wie
bewiesen, eine zuldssige Funktion ist, die sogar 2 m-mal stetig differenzierbar
ist, kann in 4.6 w = u gewihlt werden. D.h. es ist

@(uh, u) - ZIT(M;L, u) —> O fﬁr k — L.

Nach 4. 7kann hierin bei allen Gliedern, die nur Ableitungen 4’ mit » <m — d
enthalten, der Grenziibergang ausgefithrt werden, indem w, = w gesetzt wirl.
Das einzige Glied, das eine hohere Ableitung enthilt, ist, abgesehen vom Vor-
zciehen, nach (44)

J' fm u;lm)u(m)d z = [ugn - l)fm u(m)]a . “‘ ugn -1 (.fm u“"))’dx‘

Jetzt kann auch hierin der Grenziibergang ausgefithrt werden, indem man
rechts u, = u setzt. Aus der rechten Seite erhilt man aber wieder die linke
Seite mit %, = u. Aus der obigen Limesgleichung erhilt man also in der Tat

D(u) — 1P (u) =0,
wie behauptet war. :
4.9. Beweis der Behauptung (b). Die Schliisse der vorangehenden
Nummern gelten auch, wenn alle u, = u iibereinstimmen. Wenn fiir eine
zuldssige Funktion «(2)

@
(68) ﬁ%?) =, und ¥(u) &= 0
ist, wo 4; durch (48) bestimmt ist, so ist daher u(z) sogar 2m-mal stetig

differenzierbar und eine eigentliche Lésung von
(69) F(u) — 2,G(u) = 0.

Es sei nun w (2) eine beliebige zulissige Funktion. Da u(z) 2 m-mal
stetig differenzierbar ist, kann die Formel (17) angewendet werden. Werden
in [7(u, v)], fiir » und w die wesentlichen Randbedingungen eingetragen,
so ergibt sich (vgl. den letzten Absatz von 2.5)

j{F(a)_zle(u)jwdx—:f { S (=17 uPw® — 7, 3 (— 1)"g,u(”wm}dx
¢ 'yr=0 y=0

-+ I;’—(u. w) — Ay 5{%, w).
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Nach (69) ist hierin die linke Seite = 0. Nach (68) ist, wenn die Ausdriicke (44)
eingetragen werden, X
0= H f (1) f,u® w®— 2 2?? (-1)"g, u® w")}dx +Fo (1, w) — 1Go (4, w).
Jd =0 y=0
Aus den beiden Gleichungen folgt
Flu, w) — 2y G (u, w) — {Folu, w) — 4y Go(u,w)} = 0

fiir beliebige zuldssige Funktionen w, insbesondere also fiir beliebige freie
Ableitungen von w. Nach 2.5 erfiillt dann u auch die restlichen Randbedin-
gungen (7), also alle Randbedingungen, und ist somit eine zu 4; gehérige
Eigenfunktion.

Endlich ist A; der kleinste Eigenwert. Denn ist i, irgendein Eigenwert
und y () eine zu diesem gehérige Eigenfunktion, so ist nach (17), 2. 5 und (44),
wenn alle Randbedingungen eingetragen werden,

0=[[F(y) — 1G] yds = Dy) — i ¥(y)
Hierin ist .
fyG(y)dm =¥(y) + 0,

da sonst nach der-obigen Gleichung auch
[yF(y)dz =@y =0

wiire, und das nach S. 71, FuBnote 20 ausgeschlossen ist. Es ist also

_ %
b = (y)’

und dieser Bruch ist = i; nach der Definition (48) von ;.

§ 5.
Zusitzliche Bemerkungen.

5.1. Die hoheren Eigenwerte. Die Festlegung des kleinsten Eigenwertes
nach Satz 1148t sich in der bekannten Weise auch auf die hoheren Eigenwerte
ausdehnen.

Satz 2. Sind 4y < --- < A, die ersten v Eigenwerte und ist y1(2), .. .,
v, () ein 2u diesem gehiriges Orthogonalsystem von Eigenfunktionen, d. k. ust

Py p) =0 PFGEPpIsT)
s0 gibt es stets eimen nichstgroferen Eigenwert 2, . und es st
. D
(70) hry1 = Min g,
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wobei jetzt nur solche zuldissigen Funktionen w(x) 2u betrachten swnd, fir die

Pu)+0 uwd P, yp,)=0 p=1...,71
4st.
Es gibt also unendlich viele Eigenwerte, und man erhilt durch dieses Ver-
fahren jeden Eigenwert in seiner Vielfachheit.

Fiir den Beweis dieses Satzes ist nur folgende zusitzliche Uberlegung
notig: Sind %;, ..., v, zulissige Funktionen, fiir die

(11) P(y,) £02), Ply,p)=0 (p+grg=n
gilt, so gibt es zulissige Funktionen (r) mit
(72) V) +0, ¥lu p)=0 p=1....,7).

Man wihle nimlich im Innern von {(a, b) ein Intervall («, 8), in dem
g.(x) = 0 ist. Das Intervall soll auBerdem so klein gewihlt werden, dafl

r B .
1 ,
{73) 2, Ty ( Z(" 1y g,90%dz < 1
g=1 q &14:()

ist. Man wihle weiter eine m-mal stetig differenzierbare Funktion w,(2),
die = 0 in « < # < B und sonst = 0 ist; dann ist offenbar Foluo, v,) =0,
also

ﬁ n
(74) Plug, p) = | X (=1 gudyPdz  (p=1,...,7).

v=0

Die Funktion w, laft sich auBerdem so wahlen, daB u{” == 0, also
A .
(75) Plw) = | X (=179, ) de >0

ist. Fiir beliebige Zahlen ¢, ist auch

&
T

u(z) = u +q§19q Vg

eine zulissige Funktion, und wegen (71) ist

(76) P(u, p,) = o, v,) + 0, (vy) (p=1...,7
und )

) = o) +2 2 0Pl v) + E 3P ()

32) Fir Eigenfunktionen p, ist diese Ungleichung von seibst erfillt.
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Nach (76) kénnen die ¢, so gewdhlt werden, daB die letzten r der
Gleichungen (72) erfiillt sind. Dann ist

P () = P (o) — 5 % ¥(v,)
r P (“o: v )
= T(uo) ”“qf_:?l o (%)g

Hierin ist nach (74), der Cavcay-ScEwarzschen Ungleichung33) und (75)
2
P2 (uy, Y, = (J. 2 ]/(—— 1)g, u(v') V(_ 1yg, %(;)dm>

gf 2(—— IRV j z (= Dgy O de

n
= lIf(uo))ﬁ 2 (=1 v da.
Daher ist

P(u) = SP(uo)<l— 2 @(%)j

wegen (73) und (75).

Mit Benutzung dieser Hilfshetrachtung ergibt sich der Satz 2 durch
SchluB von r auf r + 1. Ist der Satz schon fiir 4, . . ., 4, bewiesen, so gibt
es eine zulissige Funktion w(z), welche die Relationen (72) erfiillt. Man macht
nun den Ansatz (70) und folgt dem Beweis zu Satz 1. Es ergibt sich dann,
daB 2,,q der erste Eigenwert = 4, ist und daB man eine zu 4, gehdrige
Eigenfunktion erhalt, die zu ¢y, ..., p, orthogonal ist.

Z( 1y g, 99" )

ry=10

5.2. Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Formel. Es sei jetzt

1(2), Pa(2), ... ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem von Eigen-
funktionen der Eigenwertaufgabe (1), (2), also
(77) gl (Q/)p’ wq) p qz

A1 £ g < - - - seien die zugehorigen Eigenwerte. In K III, 8. 269 waren als
Fourier-Koeffizienten einer stetigen Funktion ¢(x) in bezug auf diese Eigen-
wertaufgabe die Zahlen

(78) a,=[¢ @6 (y)dz

bezeichnet. Fiir zuldssige Funktionen ¢ () in dem dortigen Sinne, d. h. fiir
Funktionen ¢(z), die 2 m-mal stetig differenzierbar sind und alle 2 m Rand-

bedingungen erfiillen, waren dann Bessersche Ungleichung und Parsevarsche
Formel abgeleitet.

3%) Fir die hier benutzte Form der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung siche
K 1III, S. 268, Fufinote 16.
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Wird fiir zuliissige Funktionen ¢ (z) in dem jetzigen Sinne der Begriff
der Fourier-Koeffizienten dahin abgeindert, dafl diese

{79) a, = ¥(@. v,)
sind 34), so besteht der

Satz 3. Fiir die Fourier-Koeffizienten evner zuldssigen Funktion ¢ (z) gilt
{80) 2i,al < O(g) (BesseLsche Ungleichung),
)
{(81) 2al="Y(g) (Parsevarsche Formel).
»

Ist auch v (z) eine zuliissige Funktion und sind die b, ihre Fourier-Koeffizienten,
S0 st

) Za,b, = ¥(g v)

Beweis. Aus (17) erhélt man fir 4 = 4,, = v,, v = ¢, da dann der
Integrand der linken Seite Null ist,

m n ;
[LErhwe -2 Zov 9 do+ (R ()i 1S (9 9o =0.

Trigt man nun in die Restteile [R(y,, ¢)I, [S(w,, ¢)]; alle 2m Randbedin-
gungen fiir die ¢, und die wesentlichen Randbedingungen fir ¢ ein, so
gehen diese Ausdriicke nach 2.5 in Fo(%,, ¢), Go(v,, ¢) iiber. Bei Beriick-
sichtigung von (44) wird daher aus der obigen Gleichung

Q((p’ 1/]1)) = Apgj(w’ 1/)1))‘
Hiermit und mit (77), (79) erhilt man fiir beliebige 2 nach (46)
2
(g "‘pél“p"/’p) = D(¢) — 2%‘%@(99’ ¥p) _f"zgap a4, P(wp> )
= D(g)—2 %’7.1) a, (g, v,) —f—p’{ap ag g P (wys w,)

83
©3) =0(p)—2X4,a2+ 21,42
) »

pp !
= &(g) — Za,al.
p

Da die Eigenwertaufgabe definit ist, ist die linke Seite dieser Gleichung = 0.
Damit ist (80) bereits bewiesen.
Fiir

h
m(®) = ¢ — pélapqup
und 1 < ¢ < & ist nach (79) und (77)
Fln vg) =¥l v) — %‘apgp(wp’ ¥y =0y —a, =0,

34) Fiir zulassige Funktionen ¢ in dem fritheren Sinne stimmen die rechten Seiten
von (78) und (79) nach 2.5 iiberein.
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d.h. y; orthogonal zu oy, ..., ys. Ist ¥(z) > 0, so ist daher nach Satz 2

D {x1)
< [v4)
M1 = (xn)’

also, wenn % so grof gewidhlt wird, dal 1, >0 ist,

W(yh) é Q(Xh) 3
) Ayt

und das gilt auch, wenn ¥(y,) = 0 ist. Nach (83) ist @(y,) < P(g¢). Fir -
h — oo ist daher ¥(y;) — 0. Es ist aber

() =P(g)— 2%'%'1’(% ¥, +p2;a,, @, ¥ (1, ;)
= ¥(g)—25al+ Sa}
h
=¥(p) — 2 4,

p==

also
h
2 a? —="(g),
p=1
womit (81) bewiesen ist.
Aus (81) mit ¢ + o statt ¢ ergibt sich
X (a, + b2 =Y(g+ ¢)

also

Fat+ XbE+2Xa,b,="T(p)+F(y)+2% (g y)
Hieraus folgt, wenn man (81) und dieselbe Gleichung fiir o statt ¢ subtrahiert,
die Gleichung (82).

5. 3. Festlegung der Eigenwerte durch das Maximum-Minimum-Prinzip.

Satz 4. Fiir integrierbare %) Funktionen w,(z) sei

0 2y
(W, v . ey Wy—1) = fIN 750,
! )
wo die y beliehige zuliissige Funktionen sein diirfen, fir die ¥ (y) > 0 und
(84) fw,ydo =0 p=1..,p—1)

ist. Dann st m < 4, und

Ap = ngm(fwl, e Wp—1)-

Beweis. Fiir den Beweis des ersten Teiles geniigt es, eine zuldssige
Funktion y anzugeben, welche die oben angegebenen Eigenschaften besitzt
und fiir die ®(y) < 2,¥(y) ist. Zu dem Zweck wird

p

——.Za
y= 2 %%

35) Der Satz ist auch richtig, wenn man ,integrierbar” durch ,,stetig® ersetzt.
Mathematische Zeitschrift. 48. 7



98 E. Kamke.

gesetzt. Dann ist
P(y) = Sa,a, Py, v,) = Zal >0,
&4 r q

falls nicht alle ¢, Null sind. Die Gleichungen (84) sind erfiillt, wenn
p
qélaq’[wqudz"——o r=1,...,p—1)

ist. Das sind p — 1 Gleichungen fiir p unbekannte a,. Es gibt also eine nicht
- aus lauter Nullen bestehende Losung. Fiir diese ist dann

D(y) = quaq a, Dy, v) = qz,;aq a3 ¥ (9 )
= %’an,f = Zp%'af = 1,7
Da fiir w, = . nach Satz 2 m = 4, ist, ist der Satz vollstindig bewiesen.
5.4. Das Verfahren von Ritz und Kryloffs Satz36).

Satz 5. Sind w, (@), - . ., u, (%) ein System wuliissiger Funktionen, fir das
die Orthogonalitiitsrelationen
(85) T(u}w uq) = 0 (p :_é: 9)
und auPerdem die Ungleichungen
(86) P(u,) >0
bestehen, so sind die Nullstellen der Determinante
(87) D(2) = Det |®(u,, u,) — de, ,F(uy w) - Ppg=1L... hy
similich reell. Sind sie, der GroPe mach geordnet,
(88) hs-=h
s0 st
(89) Ay Z Ay (p =1,...,h).

Beweis. Auf die Determinante (87) kommt man, wenn man in dem
Satz 1 statt der Menge aller zulissiger Funktionen y (z) nur die Funktionen

R
(90) §@) = 2 au,
betrachtet. Fiir diese Funktionen ist nach (45), (46) und (85)

A
I D(y) = lea'p ay D (4, uy),
(91) 2.9 ; 2 \
|P@= 2 oo P = 2are)
P»a= p=1
36) Vgl. hierzu die in K I, § 5 behandelte, von GALERKIN herriikrende Variante

des Verfahrens von RITz, auBerdem zur Literatur: E. KAMKE, Differentialgleichungen:
Losungsmethoden und Losungen, S.220. Leipzig 1942.
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Aus der Variationsaufgabe (10) oder, was auf dasselbe hinausliuft, der Auf-
gabe @(y) = Min unter der Nebenbedingung ¥ (y) = 1, wird dann die Auf-
gabe: Die q, sollen so bestimmt werden, da8

(92) D(y) =

bei der Nebenbedingung ¥(y) = 1 wird. Da die Eigenwertaufgabe definit
ist, ist @(y) = 0 und somit die obige Minimumsaufgabe losbar. Die Regeln der
Differentialrechnung ergeben fiir die a, und einen ebenfalls noch zu be-

stimmenden Parameter 4 die Gleichungen
h

(93) qi" a,Plu,: u) = da,¥(u,) p=1...,k).
Dieses homogene Gleichungssystem hat genau dann eine eigentliche Losung,
wenn D(4) = 0 ist.

Wegen der Symmetrie von (87) in den Indizes p, ¢ hat D (1) nur reelle
Nullstellen.

Fiir jede Nullstelle i hat (93) eine eigentliche Losung, und diese kann
so normiert werden, daBl ¥(y) = 1 ist. Multipliziert man dann (93) mit a,
und addiert man die Gleichungen, so erhdlt man wegen (91)

B@) = 1P () = A

Da @(y) = 0 ist, sind alle Nullstellen 4 = 0, und die kleinste Nullstelle 1,
ist der gesuchte Minimalwert von @ (y). Da hier gegeniiber Satz 1 der Bereich
der zuldssigen Funktionen weitsr eingeschriankt ist, ist =

Fiir den allgemeinen Beweis von (89) wird der Satz 4 benutzt und aufer-

dem der entsprechende Satz iiber die Eigenwerte %y < - - - < x, der quadrati-
schen Form )
K T, T Z k ’
(@, 2) = el P4 Tp%q

d. h. der Nullstellen der Determinante
A(4) = Det |k, ,— Le

2] qI‘
Es ist37)

(94) ey = (0,

wo

my (@) = fin K (2, 2)
Zp
ist und hierin zur Konkurrenz alle solche Zahlen x, zugelassen sind, welche
die Norm
©5) Sat=1
37) R. COURANT-D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik I, 2. Aufl.,

8.27, 29. Berlin 1931.
7*
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haben und r — 1 beliebig gegebene Gleichungen

A
(96) qé’lav,qquo =1...,r—1)
erfiillen.
Fiir
Q(up,uq) . —
ky, g = Vm’ Tp = Ay V(yj“p)
wird

h
K (, z) =p qZ=' IQ(up’uq) Gy @y = @(y)

und A4 (4), abgesehen von einem Faktor = 0, gleich DA, d. h. %, = 7.
Weiter wird aus (95)

. ;
(97) 1= ,Ef‘f ¥(u,) = ()
Wird schlieBlich fiir die in Satz 4 vorkommenden Funktionen w,
1
=1 {wud
e V& (u,) Ew Yo 8%

gewihlt, so wird aus (96)
k —
(98) 0= qélaqu,uqu = [w,ydz.

Aus (94) wird also .

4, Z fin @(y),
wo 7 durch (90) gegeben ist und zur Konkurrenz solche a,, d. h. solcke y zu-
gelassen sind, fiir die (97) und (98) exfiillt ist. Diese 4 bilden eine Teilmenge
der in Satz 4 zugelassenen y. Daher ist nach (94) und Satz 4

Zr ; mr 2 m(wl: .y wr—l)’

also auch
i, = Maxm = Z,.
w

(Eingegangen am 5. Januar 1942.)



