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Zur Stetigkeit der Wurzeln
einer algebraischen Gleichung.

Herrn Koxrsp Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von

Hellmuth Kneser in Tiibingen.

Der Satz von der Stetigkeit der Wurzeln einer algebraischen Gleichung
besagt in seiner bescheidensten Gestalt das Folgende:

Ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms
n—1

F(z) = 2* + Zoafw”,
so hat das Polynom
n—1
fo) = a* + X a0
beliebig nahe bei ¢ etne Nullstelle, sobald sich die Bevwerte a, hinreickend wenig
von den enisprechenden Beiwerten a¥ umterscheiden.

Den kiirzesten Beweis hierfiir findet man in vax pER WaerDpENs Ein-
fithrung in die algebraische Geometrie (1939) auf S.48. Im Sonderfalle
¢ = 0 lautet er folgendermaﬁen. Ist ¢ = 0 eine Nullstelle von f*(2), so ist
a¥ = 0. Sind nun «,, ..., «, die Nullstellen von f(x) und ist «; die — oder
eine — vom kleinsten Betrage, so ist

[ < |agas ... o] = |ao),
|| = V]ao,
also so klein wie man will, wenn nur |a,| = |ao — aF| hinreichend klein ist.

AuBer durch seine Kiirze zeichnet sich dieser Beweis dadurch aus, daf
er mehr liefert als behauptet war: sein Ergebnis ist ganz unabhéngig von den
Werten ay, ..., a,_;; der auf diese beziigliche Teil der Voraussetzung ist
also iiberfliissig. Das ist auch deshalb bemerkenswert, weil umgekehrt aus
der Kleinheit von |«;| die von |ao| erst dann folgt, wenn man z. B. fiir die
Betrdge von s, ..., «, eine obere Schranke kennt.

Zwar nicht ganz die schlagende Kiirze, wohl aber die Mehrleistung des
va¥ pER WarrpENschen Beweises 148t sich nun auch auf den vollen Stetig-
keitssatz iibertragen. Dieser lautet:
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A, Ist 1 £ m = n und ist ¢ esne m-fache Nullstelle des Polynoms

n—1
f¥(z) = z* - 1é:oaff ',

so hat das Polynom
n—1

Hx) = 2 + 'goa,px”

beliebig nahe bei ¢ mindestens m Nullstellen; sobald sich die Bewwerte a, hin-
reichend wenig von den entsprechenden Beiwerten oF wnterscheiden.

Auch hier wird sich im Sonderfalle ¢ = 0, d.h. a¥f =---=4af ;=0
zeigen, dal es nur auf die Beiwerte a, . . ., @,,_1 ankommt. Bedenken wir,
daff die Beiwerte @, bis aufs Vorzeichen gleich den symmetrischen Grund-
polynomen in oy, . . ., , sind, so konnen wir den Satz als eine Aussage iiber
die Betrige irgendwelcher komplexer Zahlen «;, ..., «, und ihrer sym-
metrischen Grundpolynome aussprechen. Bezeichnen wir mit s, immer das
symmetrische Grundpolynom »-ten Grades in den dahinter angegebenen
Argumenten, so lautet unser Satz:

Bm). Ist 1 <m < n wnd sind oy, ..., o, komplexe Zahlen, geordnet
nach nicht abnehmenden Betrdgen:

(1) i%[ élazi §"‘§{°€n{;

so gibt es fiir den Betrag von a,, eine obere Schranke ¢,,, die nur abhingt von den
Betrdgen der m letzten symmetrischen Grundpolynome in oy, . . ., o,, und die
mit diesen Betrdgen gegen Null strebt:

(2) {dml § ‘Pm(tlz "'7tm)’ tv "__@_}“1(3(1,..., %)E’

:is
(3) @m —> 0. wenn t; ~0, ..., ¢, —0.

Sei 0 <k < n und B(m) bewiesen fiir m < % — im Falle 2 = 0 ist
damit nichts vorausgesetzt; wir wollen B (k + 1) beweisen. So wie man
vAN DER WaERDENS Beweis auffassen kann als das Aufstellen einer durch «;
allein bestimmten unteren Schranke fiir ¢;, so wollen wir eine untere Schranke
fiir ¢, ; aufsuchen. Das wiirde sofort zum Ziele fiihren, wenn s,_;, allein aus
dem Gliede a1 . . . , bestiinde. Die storenden anderen Glieder nach oben
abzuschiitzen geht nicht ohne weiteres an, da sie Faktoren o, o, . . ., a, ent-
balten kénnen, iiber deren GréBe wir nichts wissen. Wir kommen zum Ziele,
indem wir aus allen Gliedern das Hauptglied o1 . . . o, als Faktor heraus-
zichen,
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Ist o3 = 0, so gilt (2) mit m = £ + 1 und mit jedem nicht negativen
Wert von gy, 1, also auch mit dem, den wir nachher einfiithren werden. Andern-

falls sind wegen (1) auch oy, 9, ..., o, von Null verschieden, und es gilt
T

4) sp_pleg, .- o) =g .0, [1+ yf_‘:'ls,,(ocl, e o) 8, (0 - .o b,

worin

r= Mink, »—k)

gesetzt ist. In der Tat: jedes Glied in s,_p(xy, .. ., «,) auber dem Haupt-
gliede o - . . &, enthalt eine Anzahl v = 1 von Faktoren des Hauptgliedes
nicht und statt dessen die gleiche Anzahl voneinander verschiedener Faktoren
aus der Reihe a4, ..., a;. EsmuB dahery < tundvy <n—Fk d h v <7
sein, und jedes Glied der beschriebenen Art kommt in s, _; mit dem Beiwert 1
vor. Gerade das ist aber in (4) ausgesagt. Nehmen wir zu (4) hinzu die aus (2)
mit m = v < k folgende Ungleichung

Is,(e1s « )| = 5,(@1s - o5 92)

sowie die aus (1) sich ergebenden Ungleichungen

[“kn‘rl cee Oéni = l“lcv{»lfn—k’

Is”(%“’ll’ e ] é( v )E“kﬂ’l *,
s0 erhalten wir

lpe1 = isn—k(“l: .. -“n)I

= f“iu-li’"“k{l— 2 (n o k) $,(®15 - Pr) Sakurv}

y=1 L

T —k
(5) z (" v )sv (@15« oo 1) Jors1] 7"+ teg1 oo 2 L,

v=1

Die Beiwerte der Potenzen von |oy, 1| auf der linken Seite von (5) sind
nicht negativ. Sind sie nicht alle gleich Null, so steht links in (5) eine Funktion
L (Jotz1]) von ez, 1], die bei positiven Werten der Veriinderlichen fallend
alle positiven Werte durchlauft. Daher kann [« [ nicht groBer sein als die
positive Wurzel & der Gleichung

(6) L= ‘f: (n ; k) Sy @1y PR ETY F ey E7 TR = 1

Wir setzen also ¢, . ; gleich dieser Wurzel und haben damit die Behauptung (2)
fiir m =k + 1 bewiesen.

Sollten aber alle Beiwerte in L (&) gleich Null sein, so kann (5) nicht be-
stehen. Dieser Fall kann also nur eintreten, wenn o, ; = 0 ist; in ihm setzen
Wit @1 = 0, so dafl auch hier (2) mit m =k + 1 gilt.
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Nun werden die Beiwerte in L (&) beliebig klein, wenn ¢4, ..., ¢; und
tr+1 gegen Null streben, d. h. wenn #;, .. ., #;,; gegen Null streben. Ist also
& > 0 gegeben, so wihlen wir ¢;, . . ., £, so klein, daBl L{e) < 1 ist. Da die

Funktion L dauernd abnimmt, kann dann (6) nur fiir & < & gelten, d. h. es
ist @1 < & Dies gilt auch im Sonderfall des vorigen Absatzes, da dort
@11 = O gesetzt wurde. Damit ist auch die Behauptung (3) mit m =k + 1
bewiesen und so der Beweis des Satzes B vollendet.

Wir stellen noch den Zusammenhang mit dem iiblichen Stetigkeits-
satze A her. Sei ein Polynom

n—1

99 =y"+ 2 by

gegeben und f;, ..., B, seine Nullstellen. Setzen wir in ithm
- Yy =c + Z,
s =+ 2. 0 = gio)

so sind die symmetrischen Grundpolynome in den Wurzeln «, = 8, —¢
der Gleichung f(#) = 0 bis aufs Vorzeichen gleich den Werten ¢®(c)/»!.
Nach Satz B (m) sind mindestens m unter den Wurzeln betragsmifig so klein
wie wir wollen, wenn nur die m letzten Beiwerte in f(z) betragsmiBig hin-
reichend klein sind, d. h. wenn die Ableitungswerte g(c), ¢'(c), . . ., §™ ~V(c)
hinreichend kleine Betrige haben. So ergibt sich der Satz:

C. Ein Polynom
9(y) = ”+:§b,,y"
hat in beliebiger Nihe eines Wertes ¢ mindestens m Nullstellen, wenn die Ab-
leitungswerte g(c), ¢'(c), - .., §™ Y (¢c) hinreichend kleine Betrige haben.
Da die Polynome
g* () = y" + n§_ :b;"y”
mit m-facher Nullstelle bei ¢ durch
g*(0) = g*'(0) = -+ = g*™V(e) = 0

gekennzeichnet sind und die Ableitungswerte stetig von den Beiwerten des
Polynoms ¢(y) abhingen, ist der Stetigkeitssatz A im Satze C enthalten.

(Eingegangen am 6. Januar 1942.)



