C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Zeitschrift

Ort: Berlin

Jahr: 1942

Kollektion: Mathematica

Werk Id: PPN266833020_0048

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PID=PPN266833020_0048 | LOG_0016

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de



Uber die restringierte Limitierung von Doppelfolgen
nach den Verfahren von Cesaro, Holder und Euler-Knopp.

Herrn Koxrap Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.
Von .
Friedrich Losch in Rostock.

Die vorliegende Note beschftigt sich mit Transformationen von (reellen
oder komplexen) Doppelfolgen, bei denen mit Hilfe zweier Dreiecksmatrizen

Qoo bOO
Q10 a1y bio b
4 ... By .....
Qo L27%} Amm me bm 1 bm m

welche den TorpLitzschen Bedingungen

D ap,. 0, bpo - 0 fiir festes o und m — oo,

) 3 anu| < K, 5 |bpu| < K fiir m =0,1,2,...,
0 pn=0

n=

D) 3 ane =1 3 bpy — 1 fiir m—> oo
w=0 u=0

geniigen, einer Doppelfolge
Suv (n,v = 0,1,2,...)

eine neue Doppelfolge
m

n
Smn = 3 2 Apu bnvsyv (m,n = 0,1, 2, ...),

u=01=0
die ,,{4, B}-Transformation* von (s,,), zugeordnet wird. Die Klasse dieser
Transformationen wird im folgenden kurz die Klasse der ,, T-Transformationen
genannt,
Eine Doppelfolge (s,,) heiBt ,.restringiert konvergent™ gegen den Limes s,
in Zeichen

[lim]} s,, = s,
¥ —>co

wenn fiir jedes @ aus 0 < ¢ < 1 diejenigen s,,, deren Indizes den Un-
gleichungen 9v < p < —11,; » geniigen, den einzigen Haufungswert s haben;
sie heiBt ,,restringiert {4, B}-limitierbar zum Wert S, in Zeichen

4.5~ fim) o =5
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wenn fiir ihre {4, B}-Transformation (S,,,) die Limesrelation
[im] S,, = 8§

my, W=

bestehtl). Ferner soll eine Doppelfolge (s,,) ,.restringiert beschrinkt™ genannt
werden, wenn der grofte Haufungswert der Betrige derjenigen s, ,, deren

Indizes 4, » den Ungleichungen dy < u < v geniigen, fiir ¢ | 0 unter einer

endlichen Schranke bleibt; entsprechend soll (Suy) sorestringiert {A, B}-be-
schrankt® genannt werden, wenn ihre {4, B}-Transformation (S,,,) restringiert
beschrénkt ist. Eine restringiert konvergente bzw. restringiert {4, B}-limitier-
bare Doppelfolge ist auch restringiert beschrinkt bzw. restringiert {4, B}-
beschrénkt.

Uber die restringierte Limitierung von Doppelfolgen liegen bisher erst
wenige Untersuchungen vor, sie beziehen sich simtlich auf die Frage nach der
Giiltigkeit des Permanenzsatzes2). Dabei zeigt sich bereits, daB die Verhilt-
nisse bei Zugrundelegung restringierter Konvergenz und Limitierbarkeit
erheblich komplizierter sind als bei Zugrundelegung gewshnlicher Konvergenz
und Limitierbarkeit. Im Falle gewohnlicher Konvergenz und Limitierbarkeit
gilt der Permanenzsatz, so lange man nach dem Vorgang von Bromwicm
und Harpy nur beschrinkte Doppelfolgen in Betracht zieht (,,condition of
finitude®), fiir alle 7-Transformationen in vollem Umfange, d. h. aus

lim s,, = s folgt stets {4, B}- lim s,, = s; laBt man beliebige Doppel-

B,V —> u,y—>x
folgen zu, so gilt der Permanenzsatz wenigstens noch in der abgeschwichten

Form, daB aus der gleichzeitigen Existenz der beiden Limites lim s,, und

ur
;3 oo

{4,B}- lim s, , ihre Gleichheit folgt. Demgegeniiber lassen sich die bisher

U, ¥ —>0
fiir restringierte Konvergenz und Limitierbarkeit erzielten Ergebnisse fol-

gendermaflen zusammenfassen:

1) Schon bei beschrinkten Doppelfolgen gilt der Permanenzsatz nicht
fiir alle 7-Transformationen, auch nicht in der obengenannten abgeschwichten
Form. Es gibt jedoch gewisse 7-Transformationen, sie seien weiterhin
2 I~ Transformationen‘ genannt, fiir die der Permanenzsatz in vollem Umfange
gilt, fiir die also bei beschréinkten Doppelfolgen (s,,) aus [lim] s,, = s stets

£y v —>o0
{4, B}- [lim] s,, = s folgt. Die Klasse dieser I'"-Transformationen 148t sich
gy, ¥ —» 0

1) Die Begriffe der restringierten Konvergenz bzw. Limitierbarkeit wurden von
C. N. MOORE im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen iiber die Summierung
FouRriERscher Doppelreihen von Funktionen, die lings einer Kurve unstetig sind, ein-
gefithrt. Vgl C. N. MOORE, On the summability of the double Fourier’s series of
discontinuous functions. Math. Annalen 74 (1913), 8. 555572, insbesondere S. 567.

%) Far eine zusammenfassende Darstellung vgl. C.N. MOORE, Summable series
and convergence factors, New York 1938 (American Mathematical Society Collogquium
Publications, vol. XXII).
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vollstdndig charakterisieren und man erkennt ohne Mihe, dafl ihr die
geliufigsten speziellen T-Transformationen, nimlich die  CEsiroschen,
Hovrperschen und Euvrer-Kxoppschen Tramsformationen ganzer positiver
Ordnung angehérens3).

2) LaBt man beliebige, nicht notwendig beschrinkte Doppelfolgen zu,
s0 zeigt sich, daB nun auch die Klasse der T”-Transformationen noch zu weit
ist, als daB fiir sie hinsichtlich restringierter Konvergenz und Limitierbarkeit
der Permanenzsatz, auch nur in der genannten abgeschwichten Form, gelten
wiirde. Die dadurch nahegelegte Frage nach den T-Transformationen, fiir
die der Permanenzsatz in der einen oder anderen Form noch gilt, ist bisher
nicht vollstindig beantwortet worden. Durch den folgenden, fiir die Betrach-
tungen dieser Note grundlegenden Satz kennt man jedoch eine Klasse von
T-Transformationen, die ,,7"’-Transformationen‘’, fiir welche der Permanenz-
satz wenigstens in der abgeschwichten Form gilt4):

Hauptsatz: Hine T-Transformation werde als T"'-Tramsformation be-
zeichnet, wenn es bet vorgegebenem ¢ > 0 moglich ist, die Elemente der Matrizen
(4) und (B) fir jedes feste positive 1, das nur Eleiner als eine von & abhiingige
Zakl no(e) ist, durch Gleichungssysteme
mu = qm <§§ma§m,n> Gour Pme = nm<29'§ mﬁf’m by (=0 Lo lym)
2 verkmiipfen, deren Koeffizienten of™ W, ﬂg"’ D den Ungleichungen
aIvy i <Zg’§m{a§)m, n)t < g, nm<zg‘§mlﬂgn,n)l <&
gentigen, sobald m grofer als eime von 7 abhingige Zahl M (n) ist.

Definieren die beiden Matrizen (4), (B) eine T"'- Transformation, so ist eine
restringiert konvergente Doppelfolge (s,,) dann und nur dann auch restringiert-
{4, B}-limitierbar, wenn sie restringiert {4, B}-beschrinkt ist. Ist die Dopyel-
folge (s,,,) zugleich restringiert konvergent wnd restringiert {A, B}-limitierbar, so gilt

{4, B} - [lim] s,, = [lim] s,,.

U, ¥y —>0c0 u,1 —>o0
Die Entscheidung, ob eme vorgelegte T-Transformation zur Klasse der
T""-Transformationen gehort, so dafl sie gewil den Permanenzsatz in der ab-
geschwichten Form des vorstehenden Satzes zuldft, ist in der Regel ziemlich
miithsam und erfordert jeweils ein ndheres Eingehen auf die spezielle Struktur
der betreffenden Matrizen. Es ist das erste Ziel der vorliegenden Unter-
suchungen, den Nachweis dafiir zu erbringen, daf die geldufigsten T-Trans-

3) F. LoscH, Uber restringierte Limitierung von Doppelfolgen. Math. Annalen 110
{1934), S.33—53, IIL.

%) F. LOscH, a.a.0.3), IV. Man erkennt miithelos, daB die dort gegebene De-
finition der 7”’-Transformation mit der oben gewahlten, etwas einfacheren Definition
dquivalent ist. .
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formationen auch T"-Transformationen sind. Fiir die CEsiroschen Trams-
formationen ganzer positiver Ordnung wurde dies schon frither bewiesen?®);
der Beweis ist in § 1 in einer fiir das Weitere geeigneten Form wiedergegeben.
AnschlieBend werden in § 2 die Horperschen Tramsformatiorien und i § 3
die EvLer-K~orpschen Transformationen ganzer positiver Ordnung behandelt.

Die weiteren Betrachtungen beziehen sich auf die Frage nach der 'dqui-
valenz der CEsiroschen wumd HOLDERschen Verfahrem bei restringierter
Limitierung von Doppelfolgen. Fiir einfache Folgen besagt der bekannte
Knorp-ScuNEEsche Saiz, daf die C- und H-Verfahren gleicher Ordnung
jeweils dquivalent sind. Fiir die gewéhnliche Limitierung von Doppelfolgen
gilt dies nicht mehr in vollem Umfange. Es folgt jedoch aus der (C,r, s)-
Limitierbarkeit (r, s ganz, = 0) einer Doppelfolge ihre (H, r, s)-Limitierbarkeit,
falls sie schlieSlich (H, r, s)-beschrinkt ist [d.h. falls ihre (H, 7, s)-Trans-
formation nach Weglassen einer geeigneten endlichen Anzahl von Anfangs-
zeilen und -spalten beschrinkt ist], ebenso umge'zehrt; ist die Doppelfolge
gleichzeitig (C, 7, s)- und (H, r, s)-limitierbar, so stimmen beide Limites
iiberein®). In § 4 soll gezeigt werden, daf der entsprechende Satz auch noch
fiir die restringierte C- und H-Limitierung der Doppelfolgen gilt.

§1.
Die Cesaroschen Verfahren,
In der iiblichen Weise werde als ,,(C, r, s)-Transformaiion™ fiir ganze
r, s = 0 die Transformation bezeichnet, die durch die Matrizen (C,) und (C,)

festgelegt ist. Dabei verstehen wir unter (C,) das Schema der C -Trans-
formation einfacher Folgen:

o A6

(Cp): (p=0,1,2,...).

........................

3) F. LOSCH, a. a. 0.8), V. Fir den speziellen Fall des Verfahrens der arithmeti-
schen Mittel hat den Permanenzsatz schon frither S. BOCHNER, Limitierung mehrfacher
Folgen nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel. Math, Zeitschr. 35 (1932),
8.122—126 direkt bewiesen.

%) C.R. ApaMs, On summability of double series. Trans. Amer. math. Soc. 34
(1932), 8.215—230 und R.P. AGNEW, Amer. J. Math. 54 (1932), S.648—656.
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Wir wollen zeigen, da$ fiir die so definierten (C, 7, s)-Transformationen der
Permanenzsatz fiir restringierte Limitierung in der folgenden Form gilt:

Permanenzsatz der C-Verfahren. FHine restringiert konvergente
Doppelfolge (s,,) ist dann und nur dann auch restringiert (C, r, s)-limitierbar
(r, s ganz, = 0), wenn sie restringiert (C, v, s)-beschrankt ist. Ist die Doppel-
folge (s,,) zugleich restringiert konvergent und restringiert (C, 7, s)-limitierbar,
so qult

(C,r,8)- [lim] s,, = [lim] s,,.
By ¥ —>0 M,V —> 0

Beweis. Es ist bekannt, daB die Matrizen (C,) den TorrLrrzschen
Bedingungen geniigen, so da8 die (C, r, s)-Transformationen gewifl zur Klasse
der T-Transformationen gehoren. Nach dem Hauptsatz geniigt es also, zu
zeigen, daB es sich genauer um 7"’-Transformationen handelt, d. h. daB sich
die Elemente einer beliebigen Matrix (C ) (p=0,1,2,...), fiir kleine positive 5
und groBe m in passender Weise durch Gleichungssysteme

) (m*i—g“i“ﬂ) ( )(9-!—2;0—i~#)
M A N A R S = .
(1) (m _;p) o <Z§ mocg ( o ; p) (= 0,1,...,[nm])

verkniipfen lassen. Bei den zum Nachweis dieser Tatsache erforderlichen
Rechnungen werde zur Abkiirzung

(2) [nm] 41 = my
gesetzt.
Wir behandeln zunichst die beiden besonders einfach liegenden Fille
p = 0 und p = 1 und wenden uns dann zu dem allgemeinen Fall p > 1:
p = 0. In diesem Fall hat man die identische Tramsformation. Wahlt
man 7 beliebig aus dem Intervall 0 <# <1 und dann m so gro8, daB
m, < m wird, so kann man i (1)

alle ocg,'” W =9

setzen, da in jeder Zeile des Schemas (Co) nur das letzte Glied == 0 ist. Die
Matrix (C,) erfiillt also gewi die im Hauptsatz genannte Bedingung.

p = 1. Fiir p = 1 hat man das Schema der arithmetischen Mittel. Wir
wihlen zunichst wieder % beliebig aus 0 < 7 < 1. Beachtet man, dal in der

1
m,-ten Zeile des Schemas (C1) durchweg ”"z;lj;:g, in der m-ten Zeile durchweg
L steht, s0 kann man in den Gleichungen (1)

m-1
mn—§—1
af,m"”= m -1
‘ 0 fir nm<< p = m, 0+ My

fiir o0 = m,,
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setzen. Mit dieser Losung der Gleichungen (1) findet man

(m, ) __m,}-%—l nm -2 o 2
Z log" "l = ooy < it <nt

nmg=m

und damit
> {otém’mf < &,

nm=<<o=m

falls 7 < & und m >_j;- gewshls wird. Auch die Matrix (Cy) erfiillt somit

die Bedingung (IV) des Hauptsatzes.

p > 1. Wir wihlen zuniichst 5 beliebig aus 0 < 7 < 1 und m so gro8,
daB die Koeffizientenmatrix des Systems (1) mindestens p Zeilen und Spalten
aufweist. Die Matrix hat dann den Rang p. Irgendeine ihrer Spalten hat
nimlich, horizontal angeordnet, die Form

P N s IO =i
VNG Gy

Subtrahiert man, bei der letzten Zeile beginnend, von jeder Zeile die vorher-
gehende und wiederholt man diesen Proze p-mal, wobei man das erste Mal
bis zur 1. Zeile, das zweite Mal bis zur 2. Zeile geht usw., so geht (3) iiber in

((7erh)  (°323) (8)
4) L , — e (=Dl L0, ., 0.
(°37) (°37) ()

Dies zeigt, daf sowohl die Koeffizienten- als auch die Gleichungsmatrix von (1)
héchstens den Rang p hat; die weiteren Betrachtungen ergeben, daf der Rang
genau p ist. .

Wir fixieren nun eine Losung der Gleichungen (1), von denen wir nur noch
die p ersten, (u = 0,1,...,p — 1), in Betracht zu ziehen brauchen, in der
Weise, dal wir zunichst willkiirlich p Indizes ¢ < g < --- < g, aus
pm < o =< m wihlen und

®) agmﬂl)zo fir npm <o=m, @ F 01,02 +-0p

setzen, Die restlichen Grofen of™ 7, «(™7, ..., oA ? miissen dann den

Gleichungen

G P N sy e iy ("1 ")
) 2= gt PC g A
5 N (Y )

(p=01...,p—1)
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geniigen. Die Determinante dieses Gleichungssystems lautet, wenn man gleich
die dem Ubergang von (3) zu (4) entsprechende Umformung vornimmt:

(91+p—1>(92+p-1 o, +p—1
plp—1) | p—1 p—1 ) ( p—1
-1 2 o, Tp—2y 0, +p—2 0, +p—2
O L R e
I ) ()

Indem man noch, mit der letzten Zeile beginnend, geeignete Vielfache jeder
Zeile von den vorhergehenden Zeilen abzieht, 158t sie sich auf die Form

plp—1)
) D, = =1 2 . Vy (e 0 - 0)
PTTIrer. L (p—1)t (91-}—}))(92%-29)”.(9?'4'?)
p /\ »p P

bringen, wo V,(1, 2, - . ., 0,) die fiir die GroBen oy, 0o, . . ., 0, gebildete
Vaxpermonpesche Determinante bedeutet. Fiir die zu berechnenden
Grofen ocg;" ? ergibt sich damit sofort

(8) oc(m,?’) ( ) 4 (~1’ s T Lt 2 TS LR Qp)
i m—rp V, (0,8, --.0))
( » PRSI »

(2' = 1:2a“',p)'

Um nun der Bedingung (IV) des Hauptsatzes zu geniigen, wihlen wir
jedenfalls 5 < — und m so groB, daB pm, < m ausfilll. Wir setzen dann
9 01 =My, Qs=2my ... 0p = Py

und finden nach (8)
im, 4+ p
(")

(10) o (— 1)17—1 ) (m — m, ) (m — 2m,1) cee{m —pm,) )
“ T —=Di(p—n (m — jm,) mE=1 (m;é-p)
(2 = 1,2, ey p)
Fir m — oo strebt ocg:’ ” gegen einen Grenzwert, dessen Betrag fiir alle

A=1,2,,., p Kleiner als p” ist. Dieser Wert ist < 5—‘;, wenn % guf ein
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hinreichend kleines Interva'l 0 <<% < 7o(c) beschrinkt wird. Bei jeder
solchen Wahl von # wird danach fiir die durch (5) und (10) bestimmten
Grofen o™ ™

2 | < e fiiem > My
nm<<g=m

Die Matrix (C,) erfiillt somit fiir beliebiges ganzes p > 1 die Bedingung (IV)
des Hauptsatzes.

§ 2.
Die Holderschen Verfahren,
Als ,,(H, 7, s)-Transformation” werde wie iiblich fiir ganze 7,s = 0
die Transformation bezeichnet, die durch die Matrizen (H,) und (H ) fest-

gelegt ist. Dabei verstehen wir unter (H#,) das bekannte Schema der H -Trans-
formation einfacher Folgen. Sch}:elben wir dasselbe

()
gy
(
ufy uP)
Hy: ... p=101,2..),

(p) (p) (»)
Upy Uy ... wh

.........

50 bestimmen sich die Elemente u‘l’) rekursiv durch die Formeln

) 2= {g gor o 2 wnd weiter wf = L 2 D 120

V=4

Explizit ergibt sich hieraus bei p > 1 fiir «{?, der Ausdruck

p-1 12

2) uﬁ,ﬂ’f‘;—:w}_‘;— 2, ! Z .. 2 %

1=u+1 p 1 Yp— —g=u+l p -2 vy =u+1

‘Wir wollen zeigen, daB fiir die so definierten (H, 7, s)-Transformationen der
Permanenzsatz fiir restringierte Limitierung in derselben Form wie fiir die
{C, r, s)-Transformationen gilt:

Permanenzsatz der H-Verfahren. Eine restringiert konvergente
Doppelfolge (s,,) ist dann wnd nur dann auch restringiert (H, r, s)-limitierbar
{r; s ganz, = 0), wenn sie restringiert (H, r, s)-beschranks ist. Ist die Doppel-
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folge (s,,) zugleich restringiert konvergent wnd restringiert (H, r, s)-limitierbar,
so gilt

(H,7,s)- [lim] s,, = [lim] s,,.
My > H, ¥ =300

Beweis. Da bekannt ist, da8 die Matrizen (H),) den TokpriTzschen Be-
dingungen geniigen, daf also die (H, 7, s)-Transformationen gewif zur Klasse
der T-Transformationen gehéren, so hat man wie bei den C-Verfahren nur
noch zu zeigen, daf es sich genauer um 7"’-Transformationen handelt, d. h. daB
sich die Elemente einer beliebigen Matrix (H), (p = 0, 1,2, .. .), fiir kleine
positive 5 und gro8e m in passender Weise durch Gleichungssysteme

(3) uh,= X aPul (g =0,1,...,[pm])

Tm<<g=m

verkniipfen lassen.

Wir diirfen p > 1 voraussetzen, da die Falle p = 0 und p = 1 mit den
entsprechenden Fillen der C-Verfahren iibereinstimmen. Wihlen wir # be-
liebig aus 0 < 7 << 1 und dann m so groB, daf die Koeffizientenmatrix des
Gleichungssystems (3) mindestens p Zeilen und Spalten aufweist, so hat diese
Matrix den Rang p. Irgendeine ihrer Spalten hat nimlich, horizontal an-
geordnet, die Form
4 uly, ud, .
Subtrahiert man, bei der letzten Zeile beginnend, von jeder Zeile ein geeignetes

Vielfaches der vorangehenden Zeile unter Beachtung der fiir p = 1 geltenden
Beziehungen

) (p) 1 -1
(5) uéz% = ugljl—l h Tuglzl—)l (2' =1, 2,.. X Q)

[die sich miihelos aus (2) ergeben], so erhilt die Spalte (4) nach p-maliger
Wiederholung dieses Prozesses, wobei das erste Mal bis zur 1. Zeile, das zweite
Mal bis zur 2. Zeile usw. zu gehen ist, die Form

() 1 -1 1 -2 - 1 TN
(6) ‘uopo, -—i—!u{,% )> é-—"ug% s evey (__1)1) )m‘ugo, 0,...,0.

Dies zeigt, daB sowohl die Koeffizienten- als auch die Gleichungsmatrix
von (3) hochstens den Rang p hat, die weiteren Rechnungen werden ergeben,
daB der Rang genau p ist.

Mathematische Zeitschrift. 48. 8
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Wir suchen nunmehr die Gleichungen (3), von denen wir weiterhin nur
die p ersten, (u=01,....,p — 1), in Betracht zu ziehen brauchen, in der
Weise zu losen, daB wir zunichst willkiirlich p Indizes ¢ < gz < --- < g,
aus ym < o = m wihlen und

(m, 1) P
) @, =0 firgm<o=m, 0F 01,00,.---5>0p
setzen, so daB die restlichen GréBen a(™ ™, of™ ", .. ., ocﬂZ’ » den Gleichungen
(8) u“’) = afm,rn u‘f’) + “gmmugp)“ e+ (z;,mu(p) (w=01....p —1)

geniigen miissen. Die Determinante dieses Gleichungssystems lautet, wenn
gleich die dem Ubergang von (4) zu (6) entsprechende Umformung vor-
genommen wird,

@ (p) ®
uPy Ygo - uPy
pp—1) 0 o1 A
—1 2 u(pon TR el
(9) D = — S ¥1 2 ¢ ;
PN (p 1) L L
i i
1 o) a
% Y ) ;
i 2, 0,0 |

Setzt man fiir die Elemente u{?), die Ausdriicke (2) ein, zieht aus jeder Spalte
den vor dem Summenzexchen stehenden gemeinsamen Faktor heraus und
subtrahiert sodann die erste Spalte von allen iibrigen, so geht D, durch Ent-
wickeln nach der letzten Zeile in die.folgende (p — 1)-reihige Determmante
iiber

(-1 {(p—-2)
D=2 . %
PTIT2r L (p—1)t (o, 1) (g 1) .. (e 1)
mit
91—3-1 Yp—-1 Vs 1
‘ 1 1 E' 1
i — e e !
Yp_1= 0 +92 I) 1 Yp— g=1 vP"Z vy =21 "1 g
0, +1 . " {
1 1 |
dy=1 D o G=2p)
| poa=g2 PR =l |
i
1
“ K A

r=o+2
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Die in einer beliebigen Spalte stehenden Elemente kénnen wir nun, von unten
nach oben fortschreitend, durch die folgenden Formeln umschreiben:

e.r1 0.1

n=e+2 ! =0+2
g,tfl Vo gl+1 011 92.+1 vy
1 1 1 1 1
—_— — = — — -+ -,
vy vy 74 ” 1
v2=0172 T 1 =1 1p==Q1+2 =1 ve=01+2 T 1 =01+2
91—1 Vg ) 9,%1-1 01l Vo QlTl 13
1 1 Y1 .SJ 1yl vt 1 2 1
p— — _— = — —_ —_— —_ —
B | Vg el ¥ Vy e P v v .
3= 01 T2 8 1g=1 2 11=1 i vg==p1+2 3 1g=1 zvt-;l 1 1= 01+2 3”2=91“‘2 2
> 1
01+1 Q- 3 vy
1 + \7 1 1 >‘7 1
“ Ly v A
vy =1 1 vg=01+2 3 Vg =012 z'zl =0;+2 *

.......................................

Damit JaBt sich die Determinante 4, durch wiederholte Zeilensubtraktion
schlieBlich in die Form setzen

()Zﬂ-l Yp—1 vy s
1 § ' 1 |
v o L v T
p—1=0%2 p-1 Ypz =0 +2 p-2 V= 01+2 i
! -
Gt vz ;
1 1 5
4, = T o (=23,
b pozm T2 P72 m=ee2 ! 307
9;.+1

' 1

DS

! r=901+2 !
Die nunmehr auftretenden Ausdriicke lassen sich in bequemer Weise fiir
groBe 01, 02,.-5 0 asymptotisch abschitzen. Man' hat namlich, wieder

Sr
von unten nach oben fortschreitend, fiir beliebiges o > p; mit o = O (g1)
nacheinander
© 1 Wld 1y 1 1
z \
2 n o f (Q—}=r1n9~lneﬂ (91),
1 =012
) o2
91—1 Yo 1 Q+1 d l
L L. 5 o —Ing) % +0(2¢)
19=01+2 2 vy=g1+2 1 =1
911-2 In
[1119 —Inel? + 0( fl)
usw.

|
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Damit sind wir in der Lage, die Auflésung des Gleichungssystems (8)
vollends in iibersichtlicher Weise durchzufithren. Wir setzen # = 9 und
verfiigen iiber die bisher willkiirlich angenommenen Indizes g1, 0, ..., @,
in der Weise, dafl wir

=[Pm]+1, o= m]+1, ..., g, =[Om]+1

wiahlen, wobei m so gro8 sei, daf diese Werte voneinander verschieden sind.
Die Determinante Ap erhilt dann den Wert

-2
iy 1) {lnd2-2m — Indpmip-1 4 O (lnl’m m)
-3
A — (..:?ﬁ{lnﬁp—zm_lngpm}p—z_l_o(h‘pm m) o (A=12,...,
A PR SO p=1)
5 norim—lnormy  +0(3)
(-1 (p—2) (p-1)
..—]_) 2 pip—b lnp—2m\
=i o B8 F V012 =D+ 0(F0T),

wo V,(0,1,...,p—1) die fiir 0,1,...,p —1 gebildete VaxDERMONDESChe
Determinante bedeutet. Um nun die gesuchten Gréfien ocg;"’ ™ zu erhalten,
hat man nur zu beachten, daf die Zahlerdeterminante jeweils aus D, entstehr,
indem man g, = m an Stelle von o, = [#7*1"%m] 4 1 einfithrt. Damit
ergibt sich

() __ [.ﬁp%—l—lm}_{_g {Vp 0 eees 2—~2,p, 4, ..o, ?"—1)_1_ 0(1np'2m)}
g’ m 41 V,0, 1, ..., p—1) m :

Man erkennt, dal dieser Wert fiir m — oo gegen

Vp 0,...4—2,p,4...,p—1)
v, 0,5, ,p—1)

gpt+i-i A=12,...,p

strebt, einen Wert, der bei vorgegebenem ¢ > 0 unter 5~ 57 ® sinkt, falls nur ¥,
d.h. % hinreichend klein gewshlt ist. Hieraus folgt, da8 fiir % << #,(e)
2 |mPl<e  fir ;o> M ()

Tm<<o=m

gilt. Die Matrix (H,) erfiillt somit fiir beliebiges ganzes p >1 die Be-
dingung (IV) des Haupbsatzes
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§3.
Die Euler-Knoppschen Verfahren,

Wir bezeichnen als ,,(&, r, s)-Transformation” fiir ganze r,s = 0 die
Transformation, die durch die Matrizen (#,) und (E;) festgelegt ist. Dabei
verstehen wir unter (E,) das bekannte Schema der E,-Transformation ein-
facher Folgen, das die Form hat:

v (o)

(Byp): G”—ll——f)t (o) (1)) (izzplﬂzl)

..........

..................

Wir wollen zeigen, daB auch fiir die so definierten E-Transformationen der
Permanenzsatz in derselben. Form wie fiir die C- und H-Verfahren gilt:

Permanenzsatz der E-Verfahren. Eine restringiert konvergente
Dopypelfolge (s,,) ist dann wnd nur dann auch restringiert (B, r, s)-limitrerbar
(r, s ganz, = 0), wenn sie restringiert (B, r, s)-beschrankt ist. Ist die Doppel-
folge (s,,) zugleich restringiert konvergent und restringiert (B, r, s)-limitierbar,
so gilt

(E,r,s)- [lim} s,, = [lim] s,,.

v —>o By v —>c0

Beweis. Da bekannt ist, daf die Matrizen (E,) den Togrrirzschen
Bedingungen geniigen, daB also die (¥, 7, s)-Transformationen zur Klasse der
T-Transformationen gehoren, so ist auch hier wieder nur noch zu zeigen, da8
es sich genaner um 7"’-Transformationen handelt, d. h. dafl sich die Elemente
einer beliebigen Matrix (£,), (» = 0,1, 2, ...), fiir kleine positive und grofie m
in passender Weise durch Gleichungssysteme

m—u

(1) I A (ZL) = Z ol A (g) (n=0,1,...,[nm])

@rym\e) T AT e\

verkniipfen lassen. Da (E;) wieder die identische Transformation liefert,
kénnen wir p > 0, also auch ¢ > 0, voraussetzen. Bei der Durchfiihrung
des Beweises empfiehlt es sich, die Abkiirzung

(2) [gm] + 1 = m,

zu verwenden.
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Wir wihlen zundchst # <} und m so gro8, dal 2m, <m ausfillt.
Fiir ein solches # und m geniigen wir den Gleichungen (1), indem wir

3) ag”’”)=0 fir nm < o < m, @ = My, my + 1,...,2m,

wihlen, wihrend die iibrigen «§" " die Gleichungen

2wy,

m—u o—u
4) h(f) - ggn; g n)(qq+1>°(ﬁ) (#=0.1,...,m,)

erfiillen sollen. Das Gleichungssystem (4) 148t sich durch Einfithrung der
Abkiirzung

umschreiben in

O o () = () A e )
(v = 0 L...,my).

Die Determinante dieses Gleichungssystems lautet

() () - G

S ) () O

D=2 2 L1

\ +1
(Zn) (mnm )

% ki

Diese Determinante vereinfacht sich, wenn mit der 1. Zeile beginnend jede
Zeile von der nachfolgenden subtrahiert wird. Fiihrt man diesen Prozef
wiederholt durch, so erhilt man nach m, Schritten eine Determinante, deren
simtliche unterhalb der Hauptdiagonale stehenden Elemente verschwinden,
wihrend die in der Hauptdiagonale stehenden Elemente den Wert 1 haben;
es ist also
My (my +1)
D=v 2 == 0.

Die bei der Auflosung des Gleichungssystems (5) auftretenden Zihlerdeter-
minanten lassen sich In derselben Weise reduzieren und man erhilt so die
Werte: ‘

" - —m, —1— i\ m-m,—i
(®) a2 = (=) (T (’f" AP T
(A =0,1,...,m,).
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Fiir die durch (3) und (6) bestimmte Losung der Gleichungen (1) wird

. \
BRI e [ar e Bk
PN my ) & me—m, =
= (m—2my) (", ™) f o (L o)™ d,
also ’ ¢
O D TS ) (M

nm<ip=m

Durch Anwendung der Stirriveschen Formel folgt hieraus weiter

’ 1-211_2_ r;..’; m
— - ;
(8) Z jaém» ?] < Konst. m}/m( "I (v ™ ) )
Y

pm=Zo==m n+— 2)1—24

m ___.2 —_—
(=20

Bei festem # strebt der Ausdruck in der Klammer fiir m — oo gegen

w1720 (1)
ot (=2t

Dieser Limes ist kleiner als Eins, wenn 7 auf ein geniigend kleines Intervall
0 <7 < mobeschrankt wird. Hieraus folgt, da8 fiir ein solches, fest gewihltes 7
der Ausdruck in der Klammer von (8) selbst kleiner als eine Zahl v, < 1 ist,
falls nur m gentigend groB angenommen wird. Fiir ein festes naus0 <7 < #,
gilt also bei hinreichend groBem m

\ m<£0?£m [«f ] < Konst. m Vm o,

Hieraus schliet man endlich, da8 es bei vorgegebenem & > 0 zu jedem 7
aus 0 <7 <, eine Zahl M(zn) gibt derart, daB

2 el <z fir mo> M(y)

am<<g=m

ausfillt. Die Matrix (E{,) erfiillt somit fitr beﬁebiges ganzes p > 0 die Be-
dingung (IV) des Hauptsatzes.
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§ 4.
Die Aquivalenz der Cesiroschen und Hiolderschen Verfahren.

Wir wenden uns nun noch zur Untersuchung der Frage, wie weit sich der
Kxopp-Scaxersche Satz von der Aquivalenz der C- und H-Verfahren auf
die restringierte Limitierung von Doppelfolgen iibertrigt. Wie einfache
Beispiele zeigen, kann der Satz jedenfalls nicht in der allgemeinen Form gelten,
daB fiir ganzes 7, s = 0 aus der restringierten (C, r, s)-Limitierbarkeit emer
Doppelfolge stets ihre restringierte (H, 7, s)-Limitierbarkeit zu demselben
Limes folgt und umgekehrt:

1) Die Doppelfolge (s,,) mit
Sy = 2{(r + 12— 9%, s = — {0+ 12— 9%, &, = 2{0+ 12—}

Suy=0 fir p=3
besitzt den Limes 0. Ihre arithmetischen Mittel (m,,) sind
m0,=2(v—i—l), ml,,z—'("’"’-l), m,‘,,=0fﬁr/422,

sie haben also ebenfalls den Limes 0. Dasselbe gilt schlieSlich von ihrer

(C, 2, 2)-Transformation (¢%?), denn man sieht ohne Miihe, da

¢2P=0 fir p=1
gilt. Trotzdem danach dje Doppelfolge (s,,,) im gewdhnlichen Sinne konvergent,
(C,1,1) = (H, 1, 1)-limitierbar und (C, 2, 2)-limitierbar zu demselben Wert 0
ist, ist sie nicht einmal restringiert (H, 2, 2)-limitierbar. Fiir ibre (H, 2, 2)-
Transformation (h%?) gilt nimlich speziell
o) L pt2 _

. kfl.z,uz)'"'—g—;__{_—l (‘Il———1,2,’..),
sie kann also nicht den Limes O im restringierten Sinne besitzen und ein
anderer Limes kommt nach dem Permanenzsatz des § 2 nicht in Frage.

2) Die Doppelfolge (s,,) mit
Sov = (” + 1)3 — 13, 8, = — 3{(" + 1)3 hand 9)3}1 Sy = 2{(”' + 1)3 - 7"3}:
Suy = 0 fiir- 122 = 3, )
besitzt den Limes 0. Dasselbe gilt fiir ihre arithmetischen Mittel (m,,), die
die Werte

Moy = (v + 12, My, = — (v + 1)2, my,, =0 fir p= 2
besitzen, sowie fiir ihre (H, 2, 2)-Transformation (5Z,?), denn wie man miihelos
nachpriift, gilt

&P =0 fir p= 1L
Trotzdem danach die Doppelfolge (s,,) im gewohnlichen Sinne konvergent,
(C,1,1) = (&, 1, 1)-limitierbar und (&, 2, 2)-limitierbar zu demselben Wert 0
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ist, ist sie nicht einmal restringiert (C, 2, 2)-limitierbar. Fiir ihre (C, 2, 2)-
Transformation (¢2,?) gilt némlich speziell

an = — (u—!—?)“' B+ B4+ @+18] (w=12..),
sie kann also nicht den Limes 0 im restringierten Sinne besitzen und ein
anderer Limes kommt nach dem Permanenzsatz des § 1 nicht in Frage.
Wenn danach die C- und H-Verfahren fiir restringierte Limitierung von
Doppelfolgen auch nicht in vollem Umfange dquivalent sein konnen, so besagt
doch der nachfolgende Satz, da8 die Aquivalenz wenigstens in demselben
abgeschwichten Sinne wie bei gewohnlicher Limitierung von Doppelfolgen
besteht:

Aquivalenzsatz der C-und H-Verfahren. FEine fir ganzes r,s = 0
restringiert (C, r, s)-limitierbare Doppelfolge (s,,) ist dann und nur dann auch
restringiert (H, r, s)-limitierbar, wenn sie restringiert (H,r, s)-beschrinkt ist,
entsprechend wmgekehrt. Ist die Doppelfolge (s, ,) zugleich restringiert (C, r, s)-
und (H, r, s)-limitierbar, so gilt

(C,r,8)- [im] s,, = (H,7,8)- [lim] s,,.
B,V —> o My ¥ = 00

Beweis. Beim Beweis gehen wir davon aus, daf sich jeweils die (C, r, s)-
Transformation (¢73”) und die (#, 7, s)-Transformation (%) einer Doppel-
folge (s,,) durch T-Transformationen ineinander iiberfithren lassen?): Der
Ubergang von der Folge (c,”) zu der Folge (AT,?) vollzieht sich durch zwei
Dreiecksmatrizen 4 = (C :—>H), und B = (C — H),, wobei allgemein fir
ganzes p = 1 die Matrix (C — H),, welche die C,-Transformation einer ein-
fachen Folge in ihre H -Transformation iiberfiihrt, eine lineare Kombination
der Matrizen (H,), (H,), ..., (H,_,) darstellt:

1) (C—H), = ¥ (Hoy + yP (Hy) + -+ - + 721 Hys).

Die Koeffizienten y bestimmen sich dabei aus der Rekursionsformel

(p—1) (p— 1)
1 Y +(p—1) ¥
(2) P = P P =" > (A=12..,p—1)

(falls man sich jeweils % = 0 gesetzt denkt); sie zeigt, daf alle GrdBen
yP, (A=0,1,...,p — 1), positiv sind. Umgekehrt vollzieht sich auch der
Ubergang von der Folge (h"’ 9) zu der Folge (¢, ”) durch zwei Dreiecksmatrizen
(4) = (H — C), und (B) = (H — C),, wobei nun allgemein fiir ganzes p = 1
die Matrix (H — C),, welche die H -Transformation einer einfachen Folge

7) Vgl. V. GarTeN, Uber den Vergleich der CESAROschen und HOLDERschen
Mittelbildungen. Math. Zeitschr. 47 (1940), 8. 111~ 124 sowie die dort zitierte Literatur.
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in jhre O -Transformation iiberfithrt, eine lineare Kombination der Matrizen
(Co), (Cy), - - ., (C,) darstellt:

3) (H—C)y = 08" (Co) + 8 (C) + -+ + 8 (C,).
Die Koeffizienten ¢ bestimmen sich dabei jeweils aus den Gleichungen
D
—1 K+ 1 7—1
) W=pt S D a() e =ae

(x=0,1,...,p—1),
wo die Grofen d durch die Formel
() aP = (— 1) (?7_1) f_@(;_ﬁ;_%f (A=0,1,...,p—1)
erklart sind, so daB dl‘fll = 0, dagegen dP %= 0 fir A=0,1,....,p —2
gilt. Sowohl die Matrix (C' — H), als auch die Matrix (H — C), geniigt den
Togprrrzschen Bedingungen, da sie nach dem Kxorr-Scaxemschen Satz
jede konvergente (einfache) Folge in eine zum gleichen Wert konvergente
Folge iiberfithren. KEs lassen sich also in der Tat (¢[f) und (A})) durch
T-Transformationen ineinander iiberfithren.

Nach dem Hauptsatz ist fiir den Beweis des Aquivalenzsatzes somit noch
zu zeigen, dafl diese T-Transformationen genauer der Klasse der 7*-Trans-
formationen angehdren, da8 also die Matrizen (C' — H), und (H — (), der
dafiir charakteristischen zusitzlichen Bedingung (IV) geniigen. Diesen Nach-
wels erbringen wir nacheinander fiir die beiden Matrizen:

1) (C —H),. Da die Matrix fiir p = 0 und p = 1 die identische Trans-
formation darstellt, diirfen wir p > 1 voraussetzen. Bezeichnen wir dann die
Elemente der Matrix mit

() _ - _ c
x"I;” ( - 011"":7”: m = 0, 1,2,...),

s0 geniigt es zu zeigen, daf sich dieselben fiir kleine positive % und groBe m
in passender Weise durch Gleichungssysteme

(p) (my 1) (p) _ "
(6) T = nm<§§m ay Pzl (e =0,1,...[nm])

verkniipfen lassen.

Wiahlen wir # beliebig aus 0 <# < 1 und dann m so grof}, daBl die
Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (6) mindestens p — 1 Zeilen
und Spalten aufweist, so hat diese Matrix den Rang p — 1. Irgendeine ihrer
Spalten hat ndmlich, horizontal angeordnet, zufolge (1) die Form
M eB="T W uh, =T s L= 5 AP m.

. 2=0 1=0 - 1=0
wo die GroBen u? die betreffenden Elemente der Matrix (H ) bedeuten
{vgl. §2). Beachtet man, da8

uly, =0 fiir u < m
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gilt, so 148t sich die Matrix mit Hilfe der Gleichungen (5) des § 2 in einfacher
Weise umformen. Subtrahiert man namlich, bei der letzten Zeile beginnend,
von jeder Zeile die mit einem entsprechenden Faktor versehene vorangehende
Zeile und wiederholt dieses Verfahren (p —1)-mal, wobei man das erste Mal
bis zur 1. Zeile, das zweite Mal bis zur 2. Zeile und das (p —1)-te Mal bis zur
(p — 1)-ten Zeile geht, so erhilt die Spalte (7), wieder horizontal angeordnet,
die Form

1 p72 1 »2t i
el - o) -1y L -2
® Z & ‘uf,%, — 11 .Z 77 “i,o ), 31 ,Zgi”fzp)uéfo s e
= =

—1\P

((p%io)y /f,"—)l 2.10)’ 0,..., 0.~
Dies zeigt, dafl sowohl die Koeffizienten- als auch die Gleichungsmatrix
von (6) hochstens den Rang p —1 haben; daB sie genau den Rang p —1
haben, geht aus den weiteren Rechnungen hervor.

Wir I8sen nun die Gleichungen (6), von denen wir weiterhin nur die
p—1ersten, (u=0,1,...,p—2), in Betracht zu ziehen brauchen, in der
Weise, daB wir zundchst willkiirlich p —1 Indizes 9; < g2 < -+ < 9, ;
aus ym < p = m wihlen und

(m, %) .

(9) op " =0 firgm<o=m, @=F0108 -0-1

setzen, so daB die restlichen GroBen af™ 7, al>®, .. ., aﬁ”” ” den Gleichungen
B — o) (D) (o, 1) (p) (m, 0) i)

(10) xn‘;u d’ol’ 517 u+“1)2 o«;u+ T %, op-1 é; 14

(,’l "_0’1:'-':?—2}

geniigen miissen. Die Determinante dieses Gleichungssystems lautet, wenn
gleich die dem Ubergang von (7) zu (8) entsprechende Umformung vor-
genommen und dann noch, mit der letzten Zeile beginnend, ein geeignetes
Vielfaches jeder Zeile von den vorhergehenden abgezogen wird, einfach

u<p -1 u(pol) RPN 2t VI

(p=1 (p=2 @t 10,

(p—2) (p—2) ... -2 .

("'1) { ()] }p -1 Euglo uga() ugp 10 ..

ot Ve T X
(D (1 e D

i U0 Yoo u(’p—le :

sie stimmt also bis auf den Faktor {y”),}*~! mit der Determinante D, , in
§ 2 iiberein [vgl. § 2, (9)]. Hieraus folgt, daB die GroBen ol>?, ";” .,
a("‘ ", genau dieselben Werte haben wie fiir die in § 2 behandeh;e HﬁLDmsche
Matrlx (H,_,). Man entnimmt daher den dortigen Uberlegungen, daB die
Matrix (C ~ H), fiir beliebiges ganzes p >- 1 der Bedingung (1V) des Haupt-
satzes geniigt.
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2) (H —~C),. Da auch diese Matrix fiir p = 0 und p = 1 die identische
Transformation darstellt, darf wieder p > 1 vorausgesetzt werden. Bezeichnen
wir die Elemente der Matrix mit -

g, (w=01,..,m; m.=0,1,2,...),

50 ist zu zeigen, da$ sich dieselben fiir kleine positive 7 und groBe m geeignet
durch Gleichungssysteme

an Y, —nm<z;§m“§m’ Py (g =0,1,...,[pm)
verkniipfen lassen.

Wir wihlen zunichst wieder # beliebig aus 0 < % < 1 und dann m so
grof, dal die Koeffizientenmatrix des Systems (11) mindestens p — 1 Zeilen
und Spalten aufweist. Die Matrix hat dann wie im vorhergehenden Falle
den Rang p — 1. Nach (3) hat irgendeine ihrer Spalten, horizontal an-
geordnet, die Form

o +./—T1) 3 () 031_—;‘.1.2 - ()(g+7—i—1~[nm])
o ot Sty S

Unter Heranziehung der Formeln (4) fiir die GiéBen 4:

(— 1)1 Zp 1(2:1) &P = p! d§£’.’1_x (¢ =0,1,..,p— 1)

A=ux+1
lassen sich die Elemente dieser Spalte erheblich vereinfachen. Dividiert man
nimlich die vorstehenden Gleichungen fiir » = 0, 1, ..., p — 1 nacheinander
durch (0-!1—1)’ 2 (9'{2"2), R (9’2;2’) und addiert, so erhilt man

) (%+1)(9~£r1&1) P ("“’I)(Qtﬁ{l).
Da aber?8)
SR (&R )
xg(" 1«1 ) (oj—’}i—fl) ‘;{:( 1y (g—{-).) = 2(9 ;

8) Die hier und fiir die Umformung der weiteren Elemente der Spalte (12) be-
nétigten Formeln

:52‘“””(“?") (zf-jiz) (+'“} =012

ergeben sich sogleich durch Vergleich der Potenzreihenentwicklungen beider Seiten von
(1 + x)gil (1 + z)-(1+<i) — {i 4 m)g-bl—-l-—s.
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ist, so hat man (wenn man noch dﬁf’ll = 0 beachtet) fiir das erste Element
der Spalte (12) die Darstellung

P 9+i"1 - p—1 d(p_)_ ,
2. ! (2 ?’12) - = (x+1>p(91j;’;"{‘_)'
Entsprechend folgt fiir die weiteren Elemente
g+2—2) p-1 i®
5(1))( A—1 — — ! x+1 p—1—2 )
20y A
% 6({) (9‘/{‘£;3) P N (x+2 dpll—-x
N O 2002 e (05T
. ;). . .9'_5_';_;‘.1 _[ﬂm]) ..... ;_‘1 ........ ;i(p)
5(1?)( 4—} — _ %+ [nm] p—1—% _,
2y A e

und damit erhilt die Spalte (12), wieder horizontal angeordnet, die Form

1

KN aw ., _, 5 T s

,_p.x=1 ( [nm] ) (1) (Qi—fﬂd)

Subtrahiert man nun, bei der letzten Zeile beginnend, von jeder Zeile die vor-
hergehende und wiederholt diesen ProzeB noch weitere (p —1)-mal, wobei
man das erste Mal bis zur 1. Zeile, das zweite Mal bis zur 2. Zeile geht usw.,
so geht (13) iiber in

S x—1 d(pll_,,,
(14) ~?!%§1( 0 ) (Hl)p(g—;_ﬁl)*
p-1 Y d(li)_ . _ 4
—p!z;;(“ll')mﬁ'{l),“” ——1.91 (g*g)m,o,..., 0.

Dies zeigt, daB sowohl die Koeffizienten- als auch die Gleichungs&natrix
von (11) héchstens den Rang p —1 hat; die folgenden Betrachtungen zeigen,
daB der Rang genau p —1 ist. ~ )
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Wir wenden uns nun vollends zur Auflésung der Gleichungen (11), von
denen wir nur noch die p —1 ersten, (¢ = 0,1,..., p—2), in Betracht zu
ziehen brauchen. Dabei fixieren wir eine Losung so, daB wir zundchst will-
kiirlich p —1 Indizes g3 < @2 < - << g,_; aus fm < ¢ = m wihlen und

af:””;)z() fur nm< Qémz 9#91992’-0':91)—1

setzen, so daB die restlichen GréBen af™ 7, a7, .. ., ocg;’_’f; den Gleichungen
5 » (m, ) o2 (M, n (p) (m, 7
(15) mu Yoru T % Yy T H % Y yep 14

(ﬂ"“‘O,l’"';p 2) -

geniigen miissen. Die Determinante dieses Gleichungssystems lautet, wenn
gleich die dem Ubergang von (12) zu (14) entsprechende Umformung vor-
genommen und dann noch, mit, der letzten Zeile beginnend, ein geeignetes
Vielfaches jeder Zeile von den vorhergehenden abgezogen wird, einfach

X 1 1 1 '
- Lo +F2 F2y N
(237 (=) ()

1 1
Dy = (-t | (M50 (4F7) - (03).

1
H

.1 1 1 .
! AY i
i(i’l;i)'f’) (92';‘?) (Qp_;)‘rp) |

Diese Determinante 148t sich, indem die Elemente jeder Spalte auf einen
gemeinsamen Nenner gebracht werden, noch umschreiben in

d® 4P . ..dw A
D, = (— 1)p-1(pl)p—2 dy_gty_g i ) |
’ ({)) (g) ot (ng) (91;}"]’) (92’;”7’) ... (Qp_lp—;—p)
mit
(578) (578) -+ (o)
4, — |53 (G28) - (%7)

...............

(916%?) (eg—gp) (‘e,,.,b-kp)

und Z:‘,,, indem man, mit der letzten Zeile beginnend, ein geeignetes Vielfaches
-jeder Zeile von den vorangehenden abzieht, schlieflich in

1 )
= e oo V5 1001 02 - -+ 0p-1)s

-2 I

a4,
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wo V,_1(e1> 025 -5 051) die fiir die GroBen o4, 02,..., 0 gebildete

2 &{p—-1 ©
VA\DERMO\DEsche Determinante bedeutet. Fiir die zu berechnenden

GroBen ai™™_ergibt sich damit sofort
A

/

—p
V ‘ 18y 42 Ms 91;1’-”’91;_1)

?) Vp—l {1,925+ - Qp—l)

(m 7‘) —
¢

(A=12..,p—1).

m

L) !,~

{
\

Die Groﬁen oc(m’ ) stimmen bis auf den Faktor -

_:i mit den entsprechenden
GroBen der CESAROSchen Matrix (C,_,) tberein [vgl. §1, (8)). Thre Ab-
schitzung 148t sich daher in derselben Weise wie in § 1 durchfithren. Sie
zeigt, daB auch die Matrix (H — (), die Bedingung (IV) des Ha.uptsa.tzes
erfiillt.

{Eingegangen am 9. April 1942.)



