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Uber die Existenz periodischer Losungen
bei gewissen Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.

Herrn Koxrap Kxorp
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von
Max Miiller in Tabingen.

Die Differentialgleichung %' = f(«, y) kann, mufl aber nicht Integrale
mit der Periode w besitzen, wenn die Funktion f(z, y) die Periodizitits-
bedingung

1@+ o, y) ={(9)
erfitllt. Das zeigen schon die allereinfachsten Beispiele:

Bei der Gleichung %’ = cos z haben simtliche Integrale y = C + sinz
die Periode 2 7; bei der Gleichung y’ = y hat fiir beliebiges @ > 0 nur das
TIntegral y = 0 die Periode o, wihrend alle iibrigen Integrale y = Ce? (C' == 0)
unperiodisch sind; die Differentialgleichung %’ =1 schlieBlich hat kein
einziges periodisches Integral, obwohl ihre rechte Seite f(z, y) =1 die obige
Periodizititsbedingung fiir jedes w > 0 erfiillt.

Die Frage, wann eine Differentialgleichung %' = f(z, ), deren rechte
Seite die genannte Periodizititsbedingung befriedigt, wenigstens ein Integral
besitzt, das ebenfalls die Periode @ hat, scheint in der Literatur noch nicht
behandelt zu sein. Mir ist lediglich eine Arbeit von N. W. Apamorr bekannt,
in der gezeigt wird, daB ein gewisses Iterationsverfahren unter gewissen
Voraussetzungen, deren Erfiilltsein iiberdies im Einzelfall nur mithsam fest-
gestellt werden kann, ein Integral mit der Periode liefert, falls es iberhaupt
solche Integrale gibtl).

In der vorliegenden Arbeit soll — sogleich fiir ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen — eine recht allgemeine Bedingung angegeben werden,
die die Existenz mindestens eines periodischen Integrales sicherstellt. Dieses
Integral wird mittels eines Verfahrens schrittweiser Naherungen gewonnen,
das eine Verallgemeinerung des von Herrn ApaMoFF angegebenen Iterations-.
verfahrens ist.

1) N. W. ADAMOFF. Sur la recherche des solutions périodiques d’une équation
différentielle ordinaire du premier ordre par la méthode des approximations successives.
Comptes Rendus (Doklady) de PAcadémie des Sciences de 'URSS. 19 (1938), 8. 17—22.
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§ 1.
Per allgemeine Satz.

Wir werden folgenden Satz beweisen:
Die Funktionen Yo%), -- > Yoo () sollen fiir — o0 <% < 00 stelige
Ableitungen erster Ordnung besitzen und die Periode o haben. In dem Bereich
S — << ®, ym(w)wagylgylo(m)—}a(lsl,...,m; a > 0)

seien die Funktionen f1(Z, Y1s - - - P70 R N % T PIRRE Y,) stetig und den
jolgenden Bedingungen unterworfen:

a) Es ses
1 L@+ o Y Yn) = Fu(® Y1e oo Yu) (=1 .0 m).
b) Es sei fir je zwei Stellen (z, Yus - - -> Ym) wnd (2,215 - - - zg) aus S
und po=1, ..., M
(2) (‘fu(xy Y15« o ym) - fy(w> Z1s v e e me) + 'FH(??) (?/u - Zu)l

=1, (:v)‘l Max |Y:— 25

=1,...,m
wobet p, (2) fir alle x stetig, 1,(2) fiir alle @ nicht negativ und dber das Intervall
0 < ¢ = o (wenygstens uneigentlich) integrierbar,

(3) P + @) = (@) L@+ ) =L@,
(4) 05 p,(tydt + 0
18t.
Es werde
(%) P,() = [pu0 2L

&z w
— P, (= w 1
6)  w,l0) = e P,m{oj FeOL 0 dt + m(}f Fu® l#(t)dt},

(M)s= Ma Max ¢ ”M‘”’{jef’ﬂ“’ [t 91000 Ymo®) — Fuo O] AL+

u=1,..,m 0=z=o' b
oy d T 000 Bl Vo) d) )
gesetzt.
Gibt os damn eine Konstante q derart, daf
(8) Ogaﬂ(m)§q<1 fm()gx,s_w,y.—zl,z,...?m,
) t _=<oa,

1—g¢

2) ¢ ist ein MaB dafir, wie gut bereits die Funktionen Ysol(®)s - - +> o, 0(%) das
Differentialgleichungssystem (10) befriedigen.
Mathematische Zeitschrift, 48. 9
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so ‘hat das System gewdhnlicher Differentialgleichungen

(10) Yy = 1% Y1 - <o Ym) (v =1,...,m)
mindestens em Integral

y1=91(2), - - > Y = Y (2)
mit der Periodizititsesgenschaft

(11) 9,(z + o) = y,(2) (w=1,...,m).
Dasselbe verliuft in S und wird aus den Funktionen y10(2), .. ., Y,0(2)
durch den Iterationsprozef

(12) yy,”+1(x>=yun<w>+e'1’““"{5 H O Y100 Yun ) — Yoa O] i+

+ 2 PM f FHOTLlts 4200, - - Y ®) — 4, (O] dt}

(p=1..,m; n=012..)
gewonnens).
Beweis. Wir iiberzeugen uns zunichst, da die Funktionensysteme

(13) 9.:(2) = (¥14(2)s - - > Yumu(®))
fiir alle Nummern # berechnet werden kénnen und die folgenden Eigenschaften

haben: Jedes y, ,(x) ist fiir alle « stetig differentiierbar, hat die Periode
und geniigt der Ungleichung

(14) y,u()(m) -0 = yﬂn(x) = ?Jpo(x) + a.

Fiir # = O trifft dies auf Grund der Voraussetzungen itber die Funktionen
Yuo(z) zu. Haben aber alle Funktionen y,,(%), deren zweite FuBmarke
» < n ist, diese Eigenschaften, so sind nach (14) und (5) die Integranden
in (12) definiert und stetig; da nach (4) der Nenner ¢+ 1 %0 ist,
konnen also die Funktionen y, . ;(#) nach der Vorschrift (12) berechnet
werden; sie sind fiir alle & stetig und auch stetig differentiierbar, weil nach
Voraussetzung P, (z) die stetige Ableitung p,(z) hat.

Sie haben auch die Periode w; denn wird zur Abkiirzung

f 1O (16 9a(0) — gua®] dt
gesetzt und die aus (5) und (3) folgende Beziehung

@+z

P+ o) = j’p,,@dt—«— jp,,(z)dt P, (@) + jp,‘m«iz P,(@) -+ P, (2)

3) Das ADAMOFFsche Iterationsverfahren ist fiir n=1 der Sonderfall p(2) = k,
wo k eine positive Kounstante ist, also P{z) = k=



Fa
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beachtet, so folgt aus den Induktionsannahmen und aus (1), daB
?/u n+ 1(3} + o)

X, 03] "
~?lun($)’*‘e Py (@)= Py >f j' “p.® (a9, 0) — 0] dt + T(‘J_;}

€9 & by
=y, (%) + —Py@— P,u(){h“n—l—j Pu(t)[f (tv,0)— yuu(t)]dt—{- Fa (w) 1}

z
= y‘m(x) A e—P,u @)— P, (w){é 6Py(¢+w) [fy (1— . nn(T _’r_w)) — y;m(t + w)] dt +
‘ B e

un

S A
P
e "(w)—-l

P, (c £ 7 ’ hu’n
= Y@ O 00, 0) ) e+ ]
e —

= yu,n-&—l (37)

Ferner ist nach (12) und B) fir v =0,1, 2, ....,n—L =1, ..., m
y,’u,v-‘rl(x) == y;v(m) + fy(:z’ nt(x)) - ?/;“,(37) -
£ h
’ — P, (@) P, ) ’ ' wv
—_ Py(ﬂg)e ! {6{6 [fﬂ(t, f)v(t))—'“ yyv(t)} di - m}
- f![,(m? t)'y(x)) - p,u(m) [y‘lc,vv%l(x) - ?/,n(37)}-

Ersetzt man hierin » durch » — 1, so ergibt sich, daB fir » =1, 2, ..., n,
w=12...,m
(1")) y:‘y(fl}) = fy(x’ I):—I(m)) - pu(m) [yu v(x) - yy,v—l(m)}‘

Trigt man dies in (12) ein, so bekommt man
ygl,v-i—l (w) - y’zv(m) R
= T [ O], (69,0) = £u 9,1 0) + 2,0) s (O — ¥,y (OT] A2 +
1]

+ W j POt (6 0,0) — £, 9,1 0) +
+ 20 9 ®) — 9y, O] d1)-
Mit Riicksicht auf (2) istalsofir0 <2 <o, v =1, 2, .
(16) ;yy,*v-}'l(x') - yuv(ﬁ);
= O[O0 Wax [0 — g0 2+
tomey f OLO Mox (52,0~ 11,201 ]

fe =1,..,m
g*
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Nun aber ist nach (12), angewandt fiir #n = 0, und nach (7) fir 0 = » = o,
7; = 1, 2, e ey T

(17 [9(@) — ¥30(@)] =<, -
also nach (16), (6) und @) fir 0 € 2 <o, p = 1,2 ...om v =12 ....n
(18) 19,011 (%) = Y, (2)] = 24",

mithin, wenn man (9) beachtet,

9y 41 (5) — Yuo(2)]

< 19,200 — Yo @] T [9:2(8) — Y1 @]+ -+ 1Y 01 (@) = Yun(@)]
<e(ltg+HME, =0
d. h. auch

f’/,uo(x) — =Yy ns1 (2) = Yuolz) + 0
fiir 0 < 2z <. Weil alle auftretenden Funktionen die Periode o haben,
gilt diese Ungleichung nachtriglich fir alle z.

Die Funktionen g, , .1 (¢) haben also ebenfalls die Eigenschaften, die
wir beim InduktionsschluB benutzten. Daher kénnen alle Funktionen-
systeme (13) berechnet werden; alle Funktionen Y, (%) sind fiir — o0 <@ <00
stetig differentiierbar, haben die Periode » und erfiillen die Ungleichungen (14).
Uberdies gilt nach (17) und (18) fiir alle » die Ungleichung
(19 14,®) — Yo @) S 2q" 7 (p=1...mn=12..)

Aus (19) folgt jetzt weiter, weil ¢ < 1 ist, daB jede der m Reihen

Yuo(®@) + [4,1(2) — 9,02 + [4,2(8) = Yua (@] + -
fiir alle # gleichmaBig konvergiert. Es existieren daher die Grenzfunktionen
(20) lim y,m(m) = yu(x) =12 m);
n >0

sie sind stetig, haben die Periode e und erfiillen nach (14) die Ungleichungen

(21) yy()(x) —a g— y,u(m) é ?/uo(x) + a (1“’ = L e m)—
Nach (15) ist

22)  Yunl® = 4,,(0) +0j Folls 91,1 - - s Y ) At —
- J Pu®) Yy nl®) — Yy w11 4.

Da p, (t) stetig und periodisch, also beschriinkt ist, und (19) gilt, ferner nach (14)
fiir jede Nummer » die Stelle (¢, 93 ,—1(8)s - - - Yum, n —1()) und nach (21) auch
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die Stelle (£, 1(t), - . .» ¥ (t)) dem Gebiet G angehdrt, in welchem infolge
der Periodizititsvoraussetzung (1) die Funktionen f, sogar gleichmaBig stetig
sind, ergibt sich aus (22) beim Grenziibergang # — o, dafl

Y,(2) = yﬂ(O) %—gfy(t, yi1(0), .o Yu®))dt (w =1, ..., m).

Weil hier die Integranden stetig sind, sind die Funktionen y,(z) fiir alle z
auch differentiierbar; es ist
Y (@) = fo (2, 41(2), - - ., Yn(@)) (w=1...,m);

die Funktionen y,(z) bilden also ein Integral des Differentialgleichungs-
systems (10) mit der Periodizitidtseigenschaft (11).
Damit ist der Satz bewiesen.

§2.
Bemerkungen zu den Voraussetzungen und Sonderfiille.

Hat f, in © stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, so ist fiir eine
geeignet gewiihlte Zwischenstelle (z, 11, - . ., %)

m af
fy.(xa 3/1> ] ym) - ](”(.’D, 15 e s Zm) = Zﬁ,—_(% 771* s ﬁm) <?/A - 21)9
=0

also fiir jede stetige Funktion p,(z), die die Bedingungen (3) und (4) erfiillt.
f,u(w? yl* LOERER ] ym) - fu(xa 215 v 0y zm) + py(x) (@/,L - zu)

af, ot ‘
:1%1971(% N1s « o M) (yz—zl)n—[ﬁ (@ 115 - o> M) fpﬂ(x)] (Yu — 2)-

'3

Da die Funktion f, die Periodizitatseigenschaft (1) hat, kann man auch
jedes m, = 9,(%, Y15 - - +» Yu> 715 - - -» 2,) SO wihlen, daB es in bezug auf
die Periode w hat. Daher gibt es eine Funktion S, (), die stetig ist und
die Periode w hat, so daB

'

h'";(x: /A EI nm)( = Su(il}) (}- = 1’ 2: e M 2 =+ /"")-
L o],

% 5y (@ 71 e e ) + 2, (2) = S,(2)

!

®

und daher
Kfy,(xﬁ Z/1> LIRS ym) - fy(.’)?, 21500y Zm) ”‘F“ Pu(a;) (yu - z,u)i

= Sﬂ(x)l _A__‘:'mliyz - = mSy(x)l Max |y, — 2.

=1...,m
Die Voraussetzung (2) ist also gewiB mit [ (z) = mS,(z) erfillt. Lamit
méglichst auch die Voraussetzung (8) erfiillt ist, wird man die Funktion p, (%)

»
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hierbei so zu wahlen suchen, daB das nach (6) berechnete o, (z) moglichst

klein bleibt.
Ist p,(z) = 0 und gibt es eine nicht-negative Konstante L, derart, da8

%fy(x” Y1, - ?fw&) " fﬂ(.'ll, 215+ 00 zm) + p“(:l?) (?/,‘ - z‘u,)i[
g ‘upy(x) Ma‘x i‘yi. - zixl’
i=1,...,m
sokannl, () = L,p, () gesetzt werden; es wird , (z) = L, ; die Bedingung (8)

bedeutet dann, daB L, <1 sein soll.
Ist aber p,(2) < 0 und gibt es eine nicht-negative Konstante L, derart,

daB
If‘u(xf ?/17 2 ?/m) - f‘u(xﬁ zl’ v 'm) + pu(w) (yu - zu)[
é - L#P#(w)l Ma‘x !yl - zl:’
=1,...,m
so kann [, (2) = — L,p, (%) gesetzt werden; es wird

0, (2) = L,(2¢7 4@ 1),
und die Bedingung (8) ist erfiillt, wenn zwischen Pu(2) und L, die Beziehung
L,@2e ™ _1) <1

besteht.

Fir » =1 kann die Bedingung (2) unter Weglassung entbehrlicher
FuBmarken geschrieben werden:

|H(@, 9) — 1@, 2) + p(2) (y — 2)| < Uz) |y — 2];

sie besagt also, daB fiir Yy =+ z

(23) —p(e) ~ 1)  TEUTED oy gy

sein soll. Da I(z) nicht beschriankt zu sein braucht, verlangt sie in gewisser

Hinsicht weniger als die iibliche Lipschitz-Bedingung, die Beschrinktheit des

Differenzenquotienten bedeutet. In anderer Hinsicht verlangt die Be-

dingung (2) mehr als die gewGhnliche Lipschitz-Bedingung: Nach (23) muf
P =185 . pa) 1 8(a, 4, 2) 1)

sein, wo [0(z, y, z)| < 1. Dabei sind p(z) und I(z) an die Bedingungen (4) und

o = g <1
eyl 0 d =g <

z
(24) e P@ { ferou(e) ds +
0

gebunden. Man kann also im Fall # = 1 die Bedingungen (2), (4) und (8)
so deuten: Der Differenzenquotient von f(z, y) in bezug auf y soll ,,im Durch-
schnitt® [sieche (24)] nicht zu sehr abweichen von einer Funktion — p{z),
deren Mittelwert im Periodenintervall von Null verschieden ist [siehe (4)].

*
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Fiir p(2) = 0, l(z) = Lp(z) geht (23) iber in
@) —0+Dpe =Rl < 1)y,
Daraus folgt insbesondere: Ist f(z, y) in der ganzen (z, y)-Ebene stetig,
fz + o, y) = f(z, y), gibt es eine Konstante L mit 0 < L <1 und eine
stetige Funktion p(z) mit der Periode w, die (4) erfiillt, derart, daBl (25) gilt,
so hat die Differentialgleichung 4’ = f(z, y) mindestens ein Integral mit der
Periode w. Die Bedingung (25) besagt aber im wesentlichen, daB f(z, y) einen
beschrinkten Differenzenquotienten in bezug auf 4 haben, eine nicht steigende
Funktion von y und ,,im Mittel fiir alle  eines Periodenintervalles“ sogar
eine abnehmende Funktion von y sein soll

Da8 die Bedingung (4) nicht entbehrt werden kann, lehrt das dritte der
eingangs erwihnten Beispiele; denn bei dieser Differentialgleichung %' = 1
sind mit p(z) = I(z) = 0 die Bedingungen (23) und (24), aber nicht die
Bedingung (4) erfiillt. Dieses Beispiel zeigt aber auch, da zur Bedingung (4)
noch eine Bedingung iiber I(z), wie etwa die Bedingung (24), hinzutreten mus,
damit der Satz richtig bleibt; mit p(z) = l(x) = |sin z| sind némlich die
Bedingungen (23) und (4) erfiillt, ohne daB periodische Integrale vorhanden
sind.

(Eingegangen am 21. Januar 1942.)



