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Uber eine fiir die Invariantentheorie
wichtige Funktionalgleichung.

Herrn Koxrap Kxorp
zam 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von

Oskar Perron in Miinchen.

Bezeichnungen.

In dieser Arbeit sind # und v zwei fest gegebene natiirliche Zahlen. Mit
groBen lateinischen Buchstaben werden n-reihige quadratische Matrizes be-
zeichnet, mit den entsprechenden kleinen Buchstaben und zwei unteren
Indizes ihre Elemente. Mit groflen griechischen Buchstaben, die eventuell
noch mit oberen Indizes versehen sind, werden »-rethige quadratische Matrizes
bezeichnet, mit den entsprechenden kleinen Buchstaben und zwei unteren
Indizes ihre Elemente. Gelegentlich vorkommende Matrizes mit anderen
Zeilen- und Spaltenzahlen, auch nichtquadratische, werden mit grofien, und
ihre Elemente mit den entsprechenden kleinen deutschen Buchstaben be-
zeichnet. Also z. B.:

L,y .. @

Die Elemente aller Matrizes sind komplexe Zahlen.

Die - bzw. y-reihige quadratische Einheitsmatrix wird mit £ bzw. E,
jede Nullmatrix, auch nichtquadratische, einfach durch das Zahlzeichen 0
bezeichnet, was zu keiner Verwechslung Anla8 geben wird. Entsprechend den
Zeichen E und E sind unter ¢, und ¢,, Kroneckersymbole zu verstehen:

ers

w{lfﬁrrzs s =1 %)
T lOofir r$s 8T T
l1firo=o¢
89“:{01'1"11'3:{:6 (6,b0=1,...,7).
Die Determinante einer qua.dratisch;n Matrix wird durch zwei Striche
bezeichnet: | X|, |A??|.
Das Zeichen ® (X) bedeutet, dal die Matrix @ eine Funktion der Matrix X
ist, d. h., daB die »2 Elemente @11, @12, . . ., ¢,, Funktionen der »2 komplexen
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Variabeln @14, %12, .. ., Zy, sind. Kleine Buchstaben ohne oder mit nur
etnem unteren Index werden gelegentlich als Zahl- oder Funktionszeichen
gebraucht; z. B. bedeutet ¢ (X) eine Funktion der Matrix X, d.h. der
n2 Variabeln 2y, ..., @y,

§ L
Einleitung.

Wenn man eine n-dre Form durch eine Matrix X linear transformiert,
entsteht eine neue Form. Bezeichnet man als Invariante der alten Form ein
Polynom ihrer Koeffizienten, das nach Ersetzung der alten Koeffizienten
durch die neuen sich mit einem lediglich von der Transformationsmatrix X
abhingigen Faktor ¢ (X) multipliziert, so muf dieser Faktor bekanntlich eine
Potenz der Determinante | X | sein. Man sieht das sofort ein, wenn man zwel

lineare Transformationen hintereinander ausfithrt. Dann ergibt sich ndmlich
fiir ¢(X) die Funktionalgleichung

1) p(Y) p(X) = (X 7T).

Hieraus folgt zunichst fixr ¥ = E, da ¢(X) nicht identisch verschwindet,
(2) pE) =1

und sodann fiir ¥ = X-1

3) P(X71) p(X) = ¢(B) = 1

Nun ist ¢(X) ein Polynom von ji, Zi2, ..., Lu,, daher [X{@(X~1),
wenn 7 geniigend groB ist, ebenfalls ein Polynom dieser Variabeln. Somit folgt
aus (3) nach Multiplikation mit | X |, daB ¢ (X) ein Teiler von | X ", also wegen
der Irreduzibilitit von | X| selbst eine Potenz von | X| ist, multipliziert mit
einer Konstanten, die wegen (2) gleich 1 sein muB. W.z. b.w. Aber auch,
wenn man fiir @(X) nicht nur Polynome, sondern beliebige in der Umgebung
von X = E analytische Funktionen zuldft, hat die Funktionalgleichung (1),
wie wir sehen werden, keine anderen Losungen als ¢ (X) = | X|* wobei dann
aber o eine beliebige komplexe Zahl sein darf (Satz 12).

Bezeichnet man allgemeiner als ,,Invarianzverein® der alten Form ein
System von v Polynomen ihrer Koeffizienten, das nach Ersetzung der alten
Koeffizienten durch die neuen sich linear transformiert, wobei die v-reihige
Transformationsmatrix lediglich von der Matrix X abhingt, also eine Funk-
tion @ (X) istl), so ergibt sich analog zu (1) die Funktionalgleichung

4) P (Y)PX) =dXY).

1) Auf die noch nicht entwickelte Theorie der Invarianzvereine soll hier nicht
weiter eingegangen werden, Als Beispiel sei nur erwihnt, da88 die Koeffizienten einer
Kovariante stets einen Invarianzverein bilden.
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Nicht wesentlich davon verschieden ist die Funktionalgleichung
'6)) PX)D(Y)=P(XY).

Denn bezeichnet man die zu @ bzw. X transponierte Matrix mit @’ bzw. X’
und setzt man P (X) = Y(X'), so ist (4) gleichbedeutend mit

O(X)D(Y) =P (XY)
und auch mit

WY)W (X) = Y(Y'X’) oder also mit ¥(X')¥(Y') = ¥(X'Y").

Daher geht jede Losung von (4) in eine Losung von (5) iiber und umgekehrt,
wenn man ® durch @', also ¢, durch @,, ersetzt; ebenso, wenn man X
durch X', also z,, durch z,, ersetzt.

Die Funktionalgleichung (5) ist es, die wir im folgenden behandeln wollen.
Da @ eine »-reihige Matrix ist, so handelt es sich in Wahrheit um ein System

von, ¥ Funktionalgleichungen fiir die »2 Funktionen ¢;1, @12, ..., @,,.
Fiir die Theorie der Invarianzvereine interessieren natiirlich nur Lésungen,
die Polynome von %, #;2, ..., &,, sind, insbesondere homogene. Wir

werden, aber iiberhaupt Loésungen ®(X) suchen, die in der Umgebung von
X = E analytisch sind, d. h., die sich nach Potenzen der n2 Variabeln z,,, — ¢,,
entwickeln lassen.

§2.
Triviale Losungen. Reduzible und irreduzible Lisungen.

Satz 1. Die Gleichung (5) hat unier anderen die konstanten Lisungen
QX)) =E und ®(X) = 0. '

Satz 2. Ist ©(X) eine Lisung der Gleichung (5) und [ eine konstante
Matriz mat || == 0, so ist -1 O(X) [ ebenfalls eine Losung.

Insbesondere ergibt sich, wenn man in einer Losung @ (X) die Zeilen und
Spalten in gleicher Weise permutiert, wieder eine Losung, weil ja jede solche
Permutation durch hintere und vordere Multiplikation mit einer Matrix [T ~
und ihrer reziproken bewirkt werden kann.

Satz 3. Ist ®(X) eine Losung der Gleichung (5) und C eine konstamie
Mairiz mit |C| &= 0, so ist ©(C~1 XC) ebenfalls eine Losung.

Insbesondere ergibt sich, wenn man in einer Losung @ (X) die vorderen
und hinteren Indizes der z,, in gleicher Weise permutiert, wieder eine Losung.

Satz 4. Ist ®(X) eine Lisung von (5), so st | X|*® (X) = *1#1X] @ (X),
wo o wrgendeine komplexe Zahl ist, ebenfalls eine Losung. Nach Satz 1 ist also
snsbesondere ©(X) = | X|*E eine Losung.
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Satz 5. Die Gleichung (5) hat w. a. die Losung

had k
®(X) = | X[ = eAlogiX] =k50@%,

wobes A irgendeine konstante Matriz ist. Speziell fiir A = « E ist das die schon
on Satz 4 angegebene Losung.

Die Beweise dieser Sitze sind evident.

ZweiLosungen®! (X) und ®2(X), die in der Beziehung ®2(X)=-101(X)I
stehen (Satz 2), heiBlen dquivalent. Dieser Aquivalenzbegriff ist reflexiv,
symmetrisch und transitiv. Auch an Satz 3 liBt sich ein entsprechender
Aquivalenzbegriff anschlieBen, den wir aber nicht gebrauchen werden.

Wir zerlegen jetzt » irgendwie in zwei Summanden: v = o + 0. Ist
A(X) eine g-reihige, B(X) eine g-reihige quadratische Matrix und ist

AX) A(Y) =AXY), BX)B(Y)=BXY),
so stellt die y-reihige Matrix

©) e = @%&Q

offenbar eine Losung von (5) dar. Eine solche Losung und jede damit dqui-
valente heiBt reduzibel, jede andere heiBt irreduzibel. Hiernach sind, wenn
man fiir jede kleinere Reihenzahl als » bereits alle Losungen unserer Funktional-
gleichung kennt, auch fiir » Reihen bereits alle reduzibeln Losungen bekannt,
so daB nur noch die irreduzibeln interessieren.

Um die Gewinnung irreduzibler Ldsungen vorzubereiten, setzen wir
in (5) zuerst ¥ = E, sodann X = E; dadurch kommt

() OX)D(E) = DX), OEF) OY)=0(¥),
also insbesondere auch
(8) O E)D(E) = D).

Aus (7) folgt, wenn @ (X) nicht identisch verschwindet, im Fall » = 1 die
Gleichung (2) (mit ® an Stelle von ¢). Im Fall » > 1 braucht aber die analoge
Gleichung ® (E) = E nicht zu gelten. Wenn man nimlich eine Losung unserer
Funktionalgleichung mit » — 1 an Stelle von » betrachtet und wenn man diese
(v — 1)-reihige Matrix durch Einschaltung einer in der Diagonale sich kreu-
zenden Zeile und Spalte mit lauter Nullen zu einer »-reihigen Matrix ® (X)
erginzt, so ist @ (X) offenbar eine (reduzible) Losung von (5), weil sie nach-
eventueller Permutation der Zeilen und Spalten die Form (6) mit B(X) = 0
annimmt. Dabei hat aber die Matrix ® () in dem neu eingeschobenen
Diagonalpunkt keinen Einser, sondern eine Null stehen. sie ist also nicht die
Einheitsmatrix E. Wenn allgemeiner eine Losung ®(X) von (5) die Eigen-
schaft hat, *daB eine damit dquivalente Losung [~1@(X)[ in einer sich in
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der Diagonale kreuzenden Zeile und Spalte lauter Nullen hat, so ist
[-1® (B)T == E, also auch ® (£) &= E. Wir wollen jetzt zeigen, dal abgesehen
von diesem Fall, in dem also die Reihenzahl v auf v — 1 reduziert werden
kann, stets ® (&) = E ist, dafl also der folgende Satz gilt:

Satz 6. Wenn es zu evner Losung @ (X) von (5) keine dquivalente Losung
M1 (X)T gibt, die in einer sich in der Diagonale kreuzenden Zeile und Spalte
louter Nullen hat, also insbesondere, wenn ® (X) srreduzibel ist, so ist ® (E) =E.

Zum Beweis setzen wir @ (E) = A. Bekanntlich gibt es eine Matrix
[ derart, daB die Matrix B=[-1Al , Diagonalform* oder wenigstens
,-Késtchenform® hat, wobei sich lings der Diagonale Kistchen der Gestalt

BOO...00
10...00]
018...00
000...18

reihen und auflerhalb dieser Kistchen lauter Nullen stehen2). Dabei ist die
Rethenzahl r eines Kistchens gleich dem Exponenten des Elementarteilers
(A — B)Y der Matrix A — AE. Nach (8) ist nun AA = A, also auch BB = B.
Daraus ergibt sich leicht, dafl alle Elementarteiler den Exponenten 1 haben.
Denn bei einem hoheren Exponenten hat B, da man das entsprechende Késtchen
links oben hin bringen kann, die Gestalt

{ﬂO... [f}‘z 0 ...
B = 1,8...], woraus folgt : BB:{Q;S’ 5]

.................

Wegen BB = Bist also f2 = 8, 2 f = 1, was sich widerspricht. Somit hat B
reine Diagonalform:

(B0 ... 0
B |0f- 0
00...8

Nach (7) ist ®(X)A = A ¢ (X) = ©(X) und daher, wenn man die zu
@ (X) dquivalente Losung M1 O (X) [T mit W(X) bezeichnet,

Y(X)B = BY(X) = ¥(X),

2) Man sehe etwa: M. BOCHER, Einfithrung in die hohere Algebra, 2. Aufl., 1925,
§ 100; oder L. E. DICKSON-BODEWIG, Hohere Algebra, 1929, § 53, 54; oder B.L.
VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, Bd. II (1931), §109, 2. Auflage 1940, § 111.
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oder ausfithrlicher

(ﬁlwll(‘X) ﬂvtﬂlw(X)}
Biyaa(X) ... By, (X)]

Bryin(X) ... B ?l)lv(X)
Bay21(X) .. Boye(X)

.......................

(ﬁl“/"vl(X) ﬂ) V’W(X)J (ﬂvtpﬂ(X) ﬁ,,'tp”(X)

(v (X) .. 9 (X)
I%”zi(X) e v (X)

...................

Ist nun g eine beliebige, aber zunichst festzuhaltende Zahl aus der Reihe
1, ..., » so folgt hieraus

6uipltc(X) = w}.u(X) fHI A= 15 e Y

Buwui(X) = 9, (X) fir A=1,...,»
Da aber die hier auftretenden Funktionen y,,(X) und y,,(X) gerade die
u-te Spalte und Zeile fiillen, so sind sie nach Voraussetzung nicht alle identisch

gleich 0, und es ergibt sich 8, = 1. Da das fiir jede der Zahlenpn = 1, ..., »
gilt, so ist zunichst

f1o0...0
g |01 0| _¢
00...1

und folglich auch A = I'BlM~1= E. W.z b.w.
Nach Satz 6 bedeutet es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir
von jetzt an voraussetzen:

9) ®(E) = E.

§3.
Differentialgleichungen.

Wir suchen Losungen & (X) von (5), welche in der Umgebung von X = £

analytisch sind. Unter der partiellen Ableitung 2 ;IZ(X)

Matrix ba

verstehen wir die
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Setzen wir zur Abkiirzung X Y = Z, so da8
n
2rg =p§1x"1’ Ypq (ng=1,..., n)
ist, so folgt aus (5) durch partielle Ableitung nach Ypq

acb Y 0D (Z
o (x) 22 ’_, 0@,
r rq

=1
und wenn man hier speziell Y = E setzt und die Abkiirzung
}IND(X)}

10 = AP¢?
( ) i aqu fX:E
einfithrt:
1 oD(X)
(11) OXAr = YT g =1,...,m.
r=1 rg
Nun ist
i3
X d
(12) Z% Bix L— o, 1X], B0y = 54| X|.
p=1 $p g___l

Unter Anwendung der ersten dieser Formeln folgt aus (11) durch Multiplikation
9|X]|

mit und Summation nach p, wenn man noch’ die rechte und linke Seite
sp
vertauscht,
a9
(13) X225 M@(X) APC (g =1,...m),

r=1
und umgekehrt folgt aus (13) auch wieder (11) wenn man mit z,, multipliziert
und nach s summiert, wobei die zweite der Formeln (12) anzuwenden ist.
Damit ist bewiesen

Satz 7. Jede in der Umgebung von X = E amalytische Losung ® (X) der
Gleichung (5) gendigt einem System von partiellen Differentealgleichungen der
Form (13), wobei die AP? gewisse konstante Matrizes sind.

Es ist das ein System von #2 Gleichungen fiir die Matrix @, also eigentlich
ein System von n2»2 Glemhungen fiir die »2 Funktionen ¢;5, @12, ..., @,,.
Damit dieses System eine von der trivialen Losung @ (X) = 0 verschiedene
Losung hat, miissen die Konstanten A?¢ die ,,Integrabilititsbedingungen
erfiillen, mit denen wir uns bald beschiftigen werden. Aber auch wenn die AP?
diese Bedingungen erfiillen, so braucht eine Losung von (13) noch lange keine
Losung von (5) zu sein. Wenn aber auch die Bedingung (9) erfiillt ist, so trifft
das zu; es gilt namlich die folgende Umkehrung von Satz 7:

Satz 8. Wenn das Differentialgleichungssystem (13) eine in der Umgebung

von X = F analytische Losung ® (X) hat, fiir die ® (E) = E ist, so ist ®(X)
auch eine Losung. der Gleichung (5).
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Beim Beweis sehen wir zuniichst von der Nebenbedingung ® (E) = E ab
und wollen zeigen, daB infolge des Systems (13) auch die folgende Gleichung

gilt:
Y4
(14) iXIké____é_Oi_(}l _ 21X| | 01X| q)(X)Aplql,..‘,pqu
:esq...azcsq c)xsp ax
1941 k% Ppe--py 1P

wo alle Summationsindizes von 1 bis # laufen und auch die iibrigen Indizes
dieWerte 1, ..., » haben. Dabei sind die konstanten Matrizes APy Pl

im Fall £ = 1 die in (13) auftretenden und sind fiir £ > 1 durch folgende
Rekursionsformel definiert:

(15) AP1%ai- 3Bl P8 APY APIOS 300 g APOPyGyi e Py

. P93 P95 -+3 P9 ... P19y Pp—19k—15 P4,
epqu11 2 13 gpkqul k.

Fiir & = 1 ist (14) mit (13) identisch, also richtig. Den allgemeinen Nachweis
fithren wir durch vollstindige Induktion; wir nehmen also (14) fiir einen ge-
wissen Wert & als richtig an. Dann multiplizieren wir (14) mit [ X|~*
differenzieren dann partiell nach ,,. Die dabei auftretenden zweiten Ab-
leitungen von | X| driicken wir vermége der Formel 3)

EXL #21X|  9{X] GIX] E{Xi X
8x,p8a:8 ax Zgq 6::;”1 (99:3?

durch die ersten aus und erhalten dann nach Multiplikation mit | X [¥+1:

X FOEX) 2|1X|  9|X| ‘Xiam(X)Aplql;...;pqu
9= 1% Ba:L Laxsq Pyseen pkaz"lpl Tspr 9%y
_ 91X 91Xl 91X| 9| X| O(X) APa%7 5 P
- plz"--\Pkdxslq Bxspl 6‘x82p2 2 5 P
Z ojX| . 9iX| é|X]| 3 CD(X)Aplql" PRy,
EER oz, dz, :
Ppeenty 1P k—1Pk—1 ¢ spzc

Hier geht zunichst die erste Summe vermége (13) fiber in die (k + 1)-fache
Summe '

9| X| 91 X| 9|X] PG APG3 i Dyl
37 amqub(X)A A% % |

Py v pk,ﬁax"lpl %P
Aber auch die zweite Summe 148t sich als (¢ + 1)-fache Summe schreiben:
2 e JIXI 0]X| 01X| aaxixi D(X) AP2%i 5 P, ‘

Pq o dz, Ox
Dpseeer Dy B 8P TP TR D ¥ Pre

%) Pir r = s und fiir p = ¢ steht beiderseits 0. Farr s, pF ¢ handeltes&ch
um eine gelaufige Formel fiir Unterdeterminanten.
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oder indem man die Summationsindizes p, p; mit p,, p bezeichnet:

2 o|X| olX|  0|X] 3 X! d)(X)e AP Pplys -5 Py
CEN dz, 0z '
PprosaPpp 1Py %P Pk

In entsprechender Weise lassen sich auch die anderen Summen als (£ + 1)-
fache Summen schreiben. Wenn man dann die simtlichen (k + 1)-fachen
Summen unter ein einziges Summenzeichen zusammenfat, ergibt sich

| Xprt g2 P
xlql..- axskgk zsq
. o] X| . 8lX] 5tXl D18y PG
= Z oz, , oz, ‘D‘X)A“ ROEY,
Py Ppad 1Py Pk

wobei AP19V P98 PY gerade durch (15) gegeben ist. Das ist aber die
Formel (14) mit k + 1 an Stelle von &, womit (14) allgemein bewiesen ist.
Aus (14) folgt weiter, wenn man mit Ty p o Lor multipliziert und

nach sy, ..., s; summiert, unter Benutzung von (12):
k(X .
(16) 2 8:1: ( ¢( ) xslrl' = ¢(X) ATl T
se° Tayay

Nunmehr kann der Satz 8 leicht bewiesen werden. Zuniichst ist wegen
®(E) = E die Gleichung ®(X)P(Y) = ®(XY) mindestens fir ¥ = E
richtig. Wenn wir zeigen kénnen, daf infolge des Gleichungssystems (13) und
der Forderung ®(E) = E auch fiir alle partiellen Ableitungen die Formel

P (X) P (7) — P(XT)])

=0
8y,1ql...8yrqu }YsE

(a7) {

gilt, so hat die Taylorentwicklung der Funktion ® (X) ® (¥ — ® (X ¥) nach
Potenzen der 2 GroBen y,, — e, lauter Koeffizienten 0, und damit wird der
Satz 8 bewiesen sein. Nun ist die zu beweisende Formel (17), wenn wieder
XY = Z gesetzt wird, gleichbedeutend mit

*P (7) [ #Dz)
@ e ___"} —_ . vw_} Dy g v Ty g s
(X){ayrlql... 8yrqu - 2 ]8z stqu Y= E 517 "k

Spreendy s R

oder also mit
tP(Y ] FP(X)
(18) ¢<X){ At }17 E 2 . Ls 7 von xsk'k'

. a9 dx 171
Ury, Yoty Sy, a9 %%

Aus (13) folgt aber, wie wir gesehen haben, die Formel (16) und aus dieser
folgt fiir X = E wegen ®(E) =

#* O (X)
Jx

= Anhii Tl
ray dx

(19)

rqu} =K
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Wenn man diesen Wert von A1% 7 "2% in (16) einsetzt, ergibt sich genau
die zu beweisende Formel (18), womit diese und folglich auch der Satz 8
bewiesen ist.

Auch die Integrabilitiitsbedingungen des Systems (13) kénnen jetzt leicht
angegeben werden. Bekanntlich bestehen sie darin, daf die aus (13) berech-
neten zweiten Ableitungen

2P (X) 2P (X)
oz, . 0% und ox, . 0%
f1q1 %242 $2Q2 T84t
fiir alle Variabelnpaare », , und , . einander gleich sind; fiir die hoheren

Ableitungen teifft dann da,s Entsprechende von selbst zu. Nun lauten die
Gleichungen (14) und (16) im Fall £ = 2:

lX{2M — 6§X§ X; (D(X) Am‘hy;ﬂz(lz
oz, 0x EET
191 8202 pl,pz Zs1p1 S2P2
2O (X) .
e g Taur Tar, = P(X) ATHITE,

81, 82 3 a1 8292
Notwendig und hinreichend fiir die Vertauschbarkeit der Differentiations-
reihenfolge in allen zweiten Ableitungen ist daher

AP191iP292 = AP292; P11
und das besagt, wie die Formel (15) fiir ¥ = 1 lehrt, soviel wie
AP292 AP1QL e Apeéh = AP1@1 AP2%2 — e Apx gz,
Indem wir statt py, 91, P2 92 emfacher P 7y S schrelben, gewmnen wir so den

Satz 9. Die Integrabilititsbedingungen des Differentialgleichungssystems (13)
lauten:
APIATS — ATEAPT = ¢ AVS — e AT

fiir p, ¢ 1, s =1, ..., n

Die in der Umgebung von X = E analytische, also nach Potenzen der

n? GroBen z,, — €,, entwickelbare Losung @ (X) von (13) mit ®(E) = E

ist nunmehr eindeutig bestimmt; nach dem Tavrorschen Satz ist sie nimlich

gleich
= #(X)
O(X) = ;;( pX {w}xﬂ

Dy eens By pray
Qyr v g

(20)

X(@p q, — €pq) -+ (Tpra,, — p,0) )
1 171 %

Die dabei auftretenden k-ten Ableitungen fiir X = E sind die GréBen (19) -
(mit p an Stelle von r), welche sich nach der Rekursionsformel (15) berechnen.
Mathematische Zeitsehrift, 48. 10

-
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Auf Grund dieser Formel kann man leicht einen Konvergenzbereich angeben.
Wenn namlich fiir die Elemente der in dem System (13) gegebenen Matrizes A??
die Abschitzung

2y lagg] <¢ woe=1,

gilt, so gilt fir die Elemente von A"1""##1% die Abschitzung

(v +k—1)1

9 D Pl Py VTl ok
(22) oW 5 v "

A

Denn fiir £ = 1 ist das nach (21) richtig, und wenn es fiir ein gewisses & richtig
ist, so folgt aus (15) -

aplql;m;pqu;pq{ < ?}C(v—%k*l)!ck_i_k(v—i-k—l):ck

0u (v —1)! (v —1)!
(v+ 8! .
= (v—-1)!"k+1'

Daher gilt die Formel (22) allgemein, was mit Riicksicht auf (19) besagt, da8
jedes Element der Matrix

{ P (X)

8xplql...8xpqu Y=k

absolut hochstens gleich der rechten Seite von (22) ist. Fiir die Reihe in (20)
hat man also die Majorante

oo

V7 1 kE—1)!
kél?!p - (l{?;__:i‘)’gl"k’wplql "‘eplqll }xpqu ~ €.q,|
S
vy bk — 1 & —v
:Z( 2 )&(Z{quwepqo =<1’“02mm“‘%q§> -1
F=1 I 12X

und es ergibt sich der

Satz 10, Das Differentialgleichungssystem (13) hat, wenn die in Satz 9 an-
gegebenen Integrabilititsbedingungen erfillt sind, eine und nur eine in der
Umgebung von X = E analytische Losung ® (X) mit ®(E) = E, und thre
Reihenentwicklung nach Potenzen der n* Grofen z,, — e,, konvergiert min-

destens fuir
n k3
Y 1
2 Z [Zpq — gl < =,

p=1 ¢g=1
wobei ¢ die grofte der n2v* + 1 Zahlen 1 und |ofl| ist (p,qg=1,...,%;
eo=1 ...,9).
Bemerkung. Statt die Funktionalgleichung (5) partiell nach y,, zu
differenzieren und dann.Y = E zu setzen, kann man ebensogut nach z,,
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differenzieren und dann X = E setzen. Dadurch ergibt sich, wenn im End-
resultat X statt Y geschrieben wird, analog zu (13) das System

D (X o)X
(23) X250 = YA o®) e =1nm,
s q=1 8§

wo AP? wieder durch (10) gegeben ist. Hieran lassen sich nun die entsprechen-
den Uberlegungen anschlieBen wie an (13). Die Integrabilititsbedingungen
sind die gleichen, und die bei ihrem Erfiilltsein eindeutig bestimmte in der
Umgebung von X = E analytische Losung von (23) mit ® (E) = E ist auch
Losung der Gleichung (5). Im iibrigen ist aber das System (23) keineswegs mit
(13) gleichbedeutend, und das allgemeine Integral von (23) ist ein anderes als
das allgemeine Integral von (13), wovon man sich schon im Fall n = 1 iiber-
zeugen kann?). Nur das Integral mit der Nebenbedingung ®(E) = E ist
fiir beide Systeme dasselbe und ist Losung der Gleichung (5).

§ 4.
Die Fille » =1 und v = 1.

Nachdem wir in § 3 bis zur Entwicklung der Losung unserer Funktional-
gleichung (5) in die Taviorsche Reihe nach den 2 Grofen z,, — ¢,, vor-
gedrungen sind, ist das Problem im Prinzip bereits erledigt. Es handelt sich
aber noch darum, die konstanten Matrizes AP explizit auf die allgemeinste
Weise so anzugeben, da8 die Integrabilititsbedingungen von Satz 9 erfiillt
sind, und dann die Losung in einer handlicheren Form anzugeben als es die
besagte Taviorsche Reihe ist.

Sehr einfach sind die Félle » = 1 und » = 1.

1. Tm Fall » = 1 hat die Matrix X nur das eine Element ,;, wofiir
wir einfach z schreiben. Ebenso gibt es nur eine Matrix AP?, nimlich AL,
wofiir wir einfach A schreiben. Das System (13) besteht dann nur aus der
einen (gewohnlichen) Differentialgleichung
dP(z)

dz
bei der es natiirlich keine Integrabilitdtsbedingungen gibt; die in Satz 9 an-
gegebenen reduzieren sich auf eine Identitit. Das allgemeine Integral von
(24) ist augenscheinlich

(25) ¢($) = r.’l}A = reAlogx — rZ(Angx)k
k=1

(24) 4 z D(2) A,

k7

1) Die allgemeine Losung von (13) im Fall # = 1 ist in Formel (25) gegeben. Die
allgemeine Losung von (23) im Fall n = 1 unterscheidet sich davon dadurch, daB die
konstante Matrix [ nicht als vorderer, sondern als hinterer Faktor auftritt.

10%*
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wo I eine willkiirliche konstante Matrix ist. Die Forderung ® (E) = E ge-
winnt fiir # = 1 das Aussehen ® (1) = E, und dann folgt aus (25): [ = E.
Somit gewinnen wir den

Satz 11. Die in der Umgebung von = = 1 analytischen Liiémagen der
Funktionalgleichung ® (z) ® (y) = P (vy) mit der Nebenbedingung ® (1) = E
sind gegeben durch die Formel

D(2) = .2A = eAlogz = 2 Alﬂgz) ,

wobes A eine willkiirliche konstante Matrix ist.

II. Im Fall » = 1 hat die Matrix ® (X) nur das eine Element ¢;;(X),
wofiir wir einfach @ (X) schreiben. Ebenso hat A?¢ nur das eine Element «f7,
wofiir wir «??¢ schreiben. Das System (13) lautet damm

0 X
26) x| = 2 o p(X) e,

Die Integrabilititsbedingungen (Satz 9) reduzieren sich auf

27) €, 0P = e, o’ r.g.7,s=1,...,n).
Speziell fiir » = ¢ = 1 folgt hieraus
(28) af® =g, ol? (p,s=1,...,m)

und umgekehrt folgt aus (28) sogleich auch wieder (27), so daB die Glei-
chungen (28) bereits die vollen Integrabilitiitsbedingungen sind. Hiernach
sind alle «?® bereits durch das willkiirlich bleibende o1 bestimmt, und die
Differentialgleichungen (26) reduzieren sich, wenn wir statt o!l einfach «
schreiben, auf
1X(‘9‘P(X’ I (X (5,4 = 1, ..., ).
89

Das besagt soviel wie

al Xy [ X[«
Og[ﬁoa(m” | } (s,q=1,...,n).

Hiernach ist ¢(X)|X |~ eine Konstante, und da die Forderung ® (E) =
fiir » = 1 das Aussehen @(E) = 1 hat, ist die Konstante gleich 1. Somit
ergibt sich

Satz 12. Die in der Umgebung von X = E analytischen Lésungen der
Punktionalgleichung ¢(X) ¢(Y) = ¢(XY) mit der Nebenbedingung ¢ (E) = 1
sind gegeben durch die Formel

@(X} i {a — ewiog{xt’
wo o eime willkirliche Konstante ist.
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§ 5.
Reduktion der Integrabilititshedingungen.

Im folgenden scheiden die erledigten Fille » = 1 und » = 1 aus5). Die
Integrabilititsbedingungen lauten nach Satz 9

(29) APIAT — AT APE = ¢, AP* — e, ATY.
Speziell fiir p = s = 1 folgt daraus
I AT = ATAY — AMAT b AL (g =1,..., ).

Dadurch sind alle #2 Matrizes A" bereits durch die 2 # — 1 Matrizes
All A21 ) A®Y
Az Al?
ausgedriickt. Zwischen diesen bestehen aber noch Beziehungen. Zunichst
folgt aus I fiir ¢ =1, r > 1 bzw. fiir r =1, ¢ > 1:

1. Al = ATTAML — AlLATL (r=2,...,%),
111, A7 = AMTALT . AlZALL g=2,...,n).
Die Formel T ist fiir ¢ = 7 = 1 eme Identitit; fiir ¢ = 1, » > 1 bzw. fiir
g > 1, r = 1 deckt sie sich mit IT bzw. III, weshalb es in Satz 13 geniigen
wird, sie fiir ¢ > 1, r > 1 aufzuschreiben.

Weiter folgt aus (29) fiir ¢ = s =1 bzw. fiir p = r = 1.
Iv. APLATL = ATl APL (p,r=2,...,n),

V. A AL = Als ALY (gs=2,...,m).
Die Beziehungen IV und V brauchen in Satz 13 aus Symmetriegriinden nur
fiir p <7 bzw. filr ¢ < s vermerkt zu werden. Sie kommen dann natiirlich
nur im Fall » = 3 in Betracht.

SchlieBlich folgt aus (29) fiir s = 1 bzw, fiir r = 1
APIATT — ATPAP = ¢ APY (pg,7=2,... n)
A”f’Als —AVA = —¢ Al (pgs=2,..., 1)
wofiir man mit Riicksicht auf I auch schreiben kann:
(Apl AIq — Alqul + 6pq:A11) Arl___ Arl(AplAlq _ Alqul + gqull)
= g, AP,
(AplAlq — Alqul + equll) Al.s — AIS(AplAlq — Alqul + equll)
e = — 611 8A1q9
3) Fiir » = 1 bleibt allerdings die ganze Rechnung in Kraft. Sie besteht aber zum
groBten Teil aus Trivialititen, weil fiir einreihige Matrizes trivialerweise das kommu-
tative Gesetz der Multiplikation gilt.
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und endlich mit Riicksicht auf II und III:
VI (APTAl? — ATIAPT) A™L - ATHAPL AT — AT APY)
=6, ,A" +¢ A (pgr=2....m),
VIL AL(APLALY — ATIAPY) . (APTALC — ALZAPT) Al
A =, A +e, AY (pgs=2,..., )
Weitere Beziehungen sind nicht erforderlich. Um das einzusehen, miissen
wir zeigen, daB aus den Beziehungen I bis VII bereits die Gleichung (29)
fiir beliebige Indizes folgt. Zu dem Zweck leiten wir zuerst einige Folgerungen
aus I bis VII her. Aus IT und III folgt fiir ¢ = 2, r = 2
Arl Alq - (ArlAll . AllA'rl) Alq
— ArlAllAlq - A]lArlAlq
— Arl(Alqul + Alq) _ AllAflAlq,

oder also

VIII. ATTATI AL = ATTATIAL (g r=2,...,n),

und eine analoge Rechnung fithrt zu

IX. ATIATIATL = ATTATIAT (g r=2,...,n).
Nach T ist

quArl . Arlqu — (Apl A]q _ Alqul + equll)Arl .
— Arl(AplAlq _ AIQApl + epg All),
was fiir p > 1, ¢ > 1, r > 1 nach VI und II gleich

pl rl__ rl pl
6, AP +e, A € A €, AP,

[4
P
dagegen fiir p > 1, ¢ > 1, r = 1 wegen VIII und IX gleich 0 ist. Man hat
also die beiden Folgerungen

X. APIATL — ATTAPE = APY (p, g7 =2,...,m)
XI. APIAM = Al APY p,g=2, ..., n).
Analog ist wegen I auch
APTATS — AT APY = (APLAM — AVIAPY Lo AU AT —

— AS(APTAT A9 AP 4 equ“),
was fir p > 1, ¢ > 1, s > 1 nach VII und III gleich
— e, A — e, A e, A = —¢ Al
ist. Man hat also die weitere Folgerung
XII. APIALY — ALAPI = — ¢ A (p, g8 =2,...,7)
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Eine letzte Folgerung bekommt man, wenn man VI hinten mit A!?
multipliziert, VIT hinten mit A"}, sodann VI vorn mit — Al VII vorn mit
— A%, worauf man die vier so entstehenden Gleichungen addiert. So ergibt
sich
X111 (Apl Al¢ — Alq Apl) (Arl Als . Als Arl) _

. (ArlAls __ Als'Arl) (Apl Alq . Alq Apl)
— erq(Apl Als - AlsApl) . eps(ArZI Alq . Alq Arl)'

Nunmehr geniigt es, zu zeigen, daf (29) eine Folge der Formeln I bis XIII
ist. Wir unterscheiden verschiedene Falle.

1. Sind in (29) alle vier Indizes gleich 1, so ist (29) eine Identitit, also
nichts mehr zu beweisen.

9. Ist in (29) nur ein Index groBer als 1, und zwar ein vorderer bzw.
hinterer, so kann man aus Symmetriegriinden annehmen, daf es der Index r
bzw. ¢ ist. Dann hat (29) das Aussehen

AllArl . Arl All _— Arl bZW Alqul . Al] Alq — Alq,

und das deckt sich mit II bzw. IIL
3. Sind in (29) zwei Indizes groBer als 1, und zwar die zwel vorderen
bzw. die zwei hinteren, so hat (29) das Aussehen
APLATL _ ATLAPL — 0 bzw. AMAM — AVFA =0,
und das deckt sich mit IV bzw. V.
4. Sind in (29) zwei Indizes groBer als 1, und zwar ein vorderer und ein

hinterer, so kann man annehmen, da8 es die Indizes 7 und ¢ oder die Indizes p
und ¢ sind. Dann hat (29) das Aussehen

AMAT™ — ATVAL = ¢ At — AT? bzw. APIALL — ATLAPY = (),
und das deckt sich mit I bzw. XI.

5. Ist in (29) nur ein Index gleich 1 und zwar ein vorderer bzw. hinterer,
so kann man annehmen da8 es der Index 7 bzw. s ist. Dann hat (29) das
Aussehen

APIALS — ATSAPY = — epsAlq bzw. APIA™T — ATPAPY =¢, AP,
und das deckt sich mit XII bzw. X.
6. Jetat bleibt nur noch der Fall, daB in (29) alle vier Indizes groBer als 1
sind. Dann hat (29) wegen I das Aussehen
(AplAlq — AVAPL L €nq All) (Arl Ale Al:Arl +e,, All) _
— (Arl Als . Als Arl + e”All) (Apl Alg — Alqul 4 8qu11)
— efq (AplAlc__ Als Apl e epsAll) s eps(Arl Alq . AlqArl + erqul).
Hier fallt nun Al mit Riicksicht auf VIII und IX véllig heraus und die dann
verbleibende Formel deckt sich mit XIII.
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Damit ist alles bewiesen, und wir gewinnen, wenn wir in den Formeln T
bis VII die Indizes teilweise mit anderen Buchstaben bezeichnen, den

Satz 13. Den in Satz 9 angegebenen Integrabilititsbedingungen des Diffe-
rentialgleichungssystems (13) lifpt sich die folgende Gestalt geben: Die Bedin-
qungen bestehen darin, daff durch die 2n — 1 Matrizes

Allg A21, e Anl’

AlZ L, Alr
die (n — 1)2 anderen sich ausdriicken durch die Formel
I APY = APLALE — ALAPL Lo AT (p g =9, ..., ),

und dof zwischen den 2n — 1 ersigenannten Matrizes moch die folgenden
Beziehungen bestehen.:

1L APl = APLALL _ A1 APL p=2,....4),
1T, AP = ATIAIP _ AlP ALY p=2...,m),
Iv. APIA = A‘”Af\’1 1<p<gqg=mn)
V. AP AL = ALIATP I<p<g=mn),
VI (APIATY — ATIAPH) AT ATL(APIALE - Al7 APT)
= e,qul—i-equ”. . g.r=2,...,n),
VIIL AlT(APLALY - ATCAPY) — (APL ALY — AMZAPT) ALY
= ¢, A +e, A (g7 =2, ..., nm).
Bemerkung. Die Vorzugsstellung, die in Satz 13 dem Index 1 ein-
gerdumt ist, kann man ebensogut jedem anderen der Indizes 1, 2, . . ., % ein-

rdaumen und dadurch zu entsprechenden anderen Formulierungen der Inte-
grabilititsbedingungen gelangen$).

§ 6.
Einige Folgerungen ans den Integrabilititsbedingungen.
Es sel A2 = 0, Aus VII fir p = ¢ = 2 folgt dann

A" =0 (r=2,...,m).
Aus VI fiir p = g = 2 folgt
6, AP1 + AT =0 (r=2,...,n),
also anch
Al=10 (r=2,...,m).

8} DaB keiner der Indizes 1, 2, ..., % vor einem anderen eine Vorzugsstellung hat,
ergibt sich aus Satz 3 und der unmittelbar daran angeschlossenen Bemerkung.
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Aus T folgt dann weiter
APl =¢ A Pg=2,...,n).

Daher sind alle AP fiir p == ¢ gleich 0 und alle A?? sind einander gleich. Wir
hatten angenommen, dafl Al2 = 0 ist. Da aber das Indexpaar 1, 2 in keiner
Weise vor einem anderen ausgezeichnet ist7), so konnen wir schlieBen, da8,
wenn AP? fiir irgendein Paar verschiedener Indizes p, ¢ gleich 0 ist, das fiir
jedes Paar gilt und daB dann alle AP? einander gleich sind, etwa gleich A.
Das System (13) lautet dann

b (X) X
S L

Dieses System besagt, wenn man

L7 (A log | X 1)
|X[h = eatopixt = 3TAIEIXD

= Y(X),
k=0
also

|X[~4 = e—Aloglx] = 2(“’“‘)ng3) = [¥(X)]!

setzt, nach hinterer Multiplikation mit [W(X)]-1 soviel wie
HOX) WX

|X| 7o =0.
Somit ist @ (X) [W¥(X)]! eine konstante Matrix I', also
o (X) =Ty (X).

Wegen @ (E) = E muB ' = E sein, und man gewinnt mit Riicksicht auf die
in (10) gegebene Bedeutung der AP? den

Satz 14. Wenn fiir esne in der Umgebung von X = E analytische Losung
der Gleichung (5) ® (E) = E ist und wenn die Matriz
Ars = [°® 90 (X) }
| 8:% 0 Jx=&
fiir ein. Paar verschiedener Indizes p, q gleich O ist, so ist @ (X) notwendig die
bereits in Satz 5 angegebene Lisung

%
B(X) = |X[» = eAloglx Z‘“"g*x” mit A = AL
E=o0
Nunmehr wollen wir die Gestalt der Matrizes AP? auf Grund der in
Satz 13 ihnen auferlegten Bedingungen ndher untersuchen. Wenn wir statt

7) Das ergibt sich aus der urspriinglichen Formulierung der Integrabilitéts-
bedingungen in Satz 9 oder auch aus Satz 3 und der unmittelbar daran angeschlossenen
Bemerkung. ’
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der Losung ® (X) von (5) die dquivalente Losung 1@ (X)™ betrachten, so

tritt an Stelle von AP? = {a;D(X)} die Matrix
Zpg 'X=E
=205 F oA
10z, Jx=x

Nun 18t sich T so wihlen, daB etwa T-1Al1l[ eine den Elementarteilern
von Al — 1 E entsprechende Kistchenmatrix ist, bei einfachen Elementar-
teilern also eine reine Diagonalmatrix. Es bedeutet daher keine Beschrinkung
der Allgemeinheit, wenn wir A1l von vornherein als Késtchenmatrix annehmen;
das wollen wir tun. Sind8)

(A—ag)t (A—a) ..., (A—a,)H

die Elementarteiler von A1l — A E, wobei dann vy +v3 + -+, = ist,
so setzen wir demgemif

Aw G ... O
(30) ‘ AL oMW ... 0 7
(o o..w

wo die Nullen fiir rechteckige Nullmatrizes stehen und wo ¢ im Fall », = 1
einfach die einrethige Matrix «,, fiir v, > 1 aber die folgende v -reihige

e’
Matrix ist:
[“e 00...00
1 0 ...00
(31) W=10 i «...00
0 00 1a,
Machen wir dementsprechend fiir p = 2, ..., » den Ansatz
%pll ... Bplz (gpll ... @plu
(32) Art = oLl , AP = ..o ,
Beul | Bruw Grul [, @pua

wo BP¢? und €7¢” Matrizes mit », Zeilen und v, Spalten sind, so nehmen die
Bedingungen II und III in Satz 13 die folgende Gestalt an:

(%pn ... %pllu) (}Bpll %1 . %plu Qlu) (Qll gpll sﬂl %plu\

..................................................... .

%z}ul - Qgpyu %u;;lgll e %uau&}l,u
(@pn (gpu«) /ALEPIT L. 9 @,M) (@,11 gL ... Erle qu)

...............................

Grel ... Geew)  \Q@Ewel | YeGree)  \EpI L. Grov e

%) Die «, brauchen natiirlich keineswegs alle voneinander verschieden zu sein.
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Also ist
(33) Breo = Breo Yo — e Preo (0,0 =1,..., ),
(34) Creo = Yo Ereo — Eres Yo (o0 =1, ..., ).

Geht man von den Matrizes zu ihren Elementen iiber, so besagen diese Formeln
o . o o vo
BE” =000 008 — BEYY , — «, b8,
0 . DGO 00 o, __ o
i’ = AN RN <y &2, AP
oder etwas anders geschrieben:
. .
(38)  (I—a,+a,) bEg’ = B 1 —BEL% . (e=1,..., v A=1...,7),
B6)  (I—wpto) B =, =%, =154 =1,...,%).
Dabei sind auf der rechten Seite diejenigen b und ¢, bei denen der erste untere
Index gleich 0 oder der zweite untere Index gleich v, + 1 ist, durch 0 zu er-
setzen.

Wenn nun a, — «, =+ 1 ist, was insbesondere fiir ¢ = o zutrifft, so ist
nach (35) zunschst b7}? = 0, und dann folgt aus (35) weiter der Reihe nach

25)00 = 0: ey bfffa = 0:
b{),‘;‘:,—l =0, Bgﬁi-—l =0, ..., 559“:30—1 =0,
bPf% = 0, b2f% = 0, . b{’@@f = (.
Das besagt aber .
(37) BPEC =0 fiir o, — o, += 1.
Analog folgt aus (36)
(38) Cre =0 fiir a, —a, =+ 1.

Insbesondere sind also die in den Formeln (32) in der Diagonale stehenden
Matrizes 82¢¢ und €?¢¢ lauter Nullmatrizes.

Nun kommen wir zum Fall %y —a, = 1. Die Formel (35) besagt dann
(39) BLY% 1 = B20% , fir &, — o, = L.

e

Daher hiingt b2f° nur von der Differenz x — A ab, und man kann setzen:
(40) bLf = 2% fiir o, — a, = L.
Nach (39) ist dann aber speziell

%1 =0 firi=12...,9 —1,

DP6 J— 4 —_
by, =0 firz=2.3...., Ve
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Nach (40) kann man dafiir schreiben
e =0 fir Ai=1,2,...,9,—1,

b2 _,, =0 firx=2,3,...,9,
oder beide Formeln zusammenfassend:
(41) brec = ¢ fiirlwvogchax(——l,vQ———lmvo).
Die anderen bP¢°, also die fiir

Max(wl,v9~1~vo)<t§v9—1,
bleiben willkiirlich. Ihre Anzahl ist bei festem p, g, o gleich Min (v, »,).

Analog schlieft man aus (36)

POO _ (PLU  fy
28% = 28 fir «

gy —OCG:]"

wobei dann ‘ )
P =0 firl—v», <¢<Max(—1Ly,—1—1)
ist, wihrend die anderen ¢?¢°, also die fiir
Max (— Ly, —1—v) <t=9,—1
willkiirlich bleiben; ihre Anzahl ist bei festem p, o, o gleich Min (Vg5 ¥5)-
Somit gewinnen wir den
Satz 15. Nemmt man AL als Kistchenmatric an:

WO ... 0
Allz( ........... ,
00...%

bezeichnet man mit o, und v, das Diagonalelement und die Zeilenzahl des Kist-
chens A, und setzt dementsprechend

/Bl Bl Ee1t .. Grie
P A ( ............. ,
%pyl .. %puu (gpul . (\:pyy

wo die BPCY und €P¢° Matrizes mit A Zeilen und v, Spalten sind, so nehmen die
Bedingungen 11, IIT von Satz 13 die folgende Form an:

BPee = 0 fir o, —a, 5 1,
bESY = prec fir a; — o, = 1,
€Pe’ =9 fir o, —a, + 1,
g =gy fire,—«, =1

Dabes ist
b =10, P =0 fir 1 —», <t Max(—1,7,—1—)



Die Funktionalgleichung ®(X) P (V) = O(XY) fisr Matrizen. 157

wahrend die anderen bP0% und c?¢ willkirlich bleiben. Bei festem p, o, ¢ mit
a, — o, =1 dst die Anzahl der willkiirlich bleibenden bF¢° gleich Min (v,, v,)
und ebenso grof ist fiir o, — oy = 1 die Anzahl der willkiirlich bleibenden c?¢°.

Nun miissen nach Satz 13 die Matrizes AP', A'? auBler IT und III noch
weitere Bedingungen erfiillen. Diese ergeben fiir die zundchst noch will-
kiirlich gebliebenen b?¢°, ¢P?° gewisse Einschrinkungen, die wir fiir » = 2
und v = 3 in den folgenden Paragraphen vollstindig diskutieren werden.
Hier soll nur eine wichtige allgemeine Folgerung daraus gezogen werden.
Setzt man?)

Y Min(v,7) =9
Cg—ap = 1 N
und ist ¢ << n — 1, so gibt es % — 1 Zahlen u,, ug, . . ., 4,, die nicht simtlich
verschwinden und so beschaffen sind, daf}

2 u, APt = 0
p=2
ist. Denn diese Gleichung bedeutet nach Satz 15 fiir die » — 1 GréBen u, ein
System von nur g linearen homogenen Bedingungsgleichungen

n
2 b = 0,
p=2
ist also stets erfiillbar. Nunmehr folgt aber aus der Bedingung VII von
Satz 13 fiir r = ¢, wenn man mit », multipliziert und nach p summiert,

7
— 1¢ 1
0 -»pé‘zupequ 7 = u, Al

Da nun die u, nicht simtlich verschwinden, so ist wenigstens ein A'? gleich 0,
und aus Satz 14 folgt dann, daB & (X) die in Satz 5 angegebene Losung ist.
Also gilt

Satz 16. Wenn fir eine in der Umgebung von X = E analytische Losung
der Qleichung (5) mit ® (E) = E die Matrix

aP(Xx)
All — AE = { ax:}X:E._ AE
die Elementarteiler

(}, —_ “1)”1, (2 and “2}1’2) PPN ()\« _ q‘u)"u
hat und wenn -
B 2 Min (we,v‘,) <n-—1

gy = 1

%) Wenn o, — o, fiir kein Indexpaar p, o gleich 1 ist, so ist die folgende Summe
leer, also g = 0 zu setzen.
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wst, so 15t O (X) notwendig die bereits in Satz 5 angegebene Lisung

OX) = |X|p = eAloglXl = ‘i‘ﬁ%‘,www mit A = AL
k=0

Bei der Formulierung dieses Satzes durfte die seither gemachte Voraus-
setzung, daB A1l eine Kistchenmatrix ist, weggelassen werden, weil sie iiber-
fliissig ist. Betrachtet man namlich statt @ (X) die dquivalente Losung
M1e(X)I und wihlt [ so, daB M1 A1l eine Késtchenmatrix ist (wobei
natiirlich M-1A11[" — 2 E dieselben Elementarteiler wie Al — 4 E hat), so
ist nach dem Bewiesenen

Y- i og X0
-ioxr= 3T 1A“g-logsxz> (Atllog | X |)* g
k=0 kt hg,:)
also auch
(Aulogixnk
P(X) = ,

wie behauptet.

Nun seien By, ..., B, die charakteristischen Wurzeln der Matrix All,
d. h. die Wurzeln der Gleichung |A11 — A E| = 0. Sie decken sich natiirlich
mit den Zahlen

(4:2) Oy «voy X1, gy ooy Koy oy Ky, oven Xy

141 V2 Pu

in der seitherigen Bezeichnung. Von den Differenzen 8, — f, mogen genau %
den Wert 1 haben. Nach dem im nichsten Paragraphen bewiesenen Hilfs-
satz ist

h

fIA

14
4° -
Fiir ein gewisses Indexpaar g, o sei o, — «, = 1. Da nun o, bzw. «, genau

v,- bzw. v,-mal in der Reihe (42) aufgeschrieben ist, so liefert das Indexpaar g, ¢
genau v, - v, Indexpaare %, 4, fiir die 5, — B, = 1 ist. Folglich ist

Q
b= X (%)
a‘,—-—a@ =1

also gewill
1;- zhz ) Min(y, ).

@y— G:Q =1
Aus Satz 16 folgt daher
Satz 17. Fiir % < n —1 hat diec Gleichung (5) keine anderen in der Un-

gebung von X = E analytischen Losungen, fir die ®(E) = E ust, als die m
Satz 5 angegebenen.
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§7.
Beweis eines in § 6 benutzten Hilfssatzes.

Hilfssatz. Fir k = 2.3, 4, ... sei eine Funktion f(L) folgendermafien
definiert: Hs gibt k (vielleicht teilweise einander gleiche) Zahlen @1, ..., 0x
derart, daff von den Differenzen o,, — 0, genau f(k) den Wert 1 haben: es gibt
aber keine k Zahlen derart, dap mehr als f(k) Differenzen den Wert 1 haben.

Dann 5t10) f(k) = [Ifg]
Beweis. Fiir £ = 2r betrachte man die t Zahlen
07=0,...,0=0 ¢0,,=L..,0,=1L
Hier gibt es 72 Differenzen g,, — ¢;, die gleich 1 sind, namlich die fiir
1=1,2..,r, m=r+1Lr+2,..., 27
Also ist f(27) = 2. Fiir k = 27 -+ 1 betrachte man die k Zahlen

00=0, ..., 0,=0, g, =1 .., 0, =1L
Hier gibt es r(r + 1) Differenzen g, — ¢;, die gleich 1 sind; also ist
f@r +1) =r(r +1). Beide Resultate zusammenfassend erhdlt man

M 1w = %]

Nun seien die % Zahlen gy, ..., g, so gewdhlt, daB f(k) Differenzen
gleich 1 sind. Fiir jede Zahl A aus der Reihe 1, ..., % betrachte man die
Menge M, derjenigen Indizes x, fiir welche g, den Wert o, oder g, + 2 hat.
Sei etwa M, die groBte dieser Mengen oder eine der grofiten, falls es mehrere
“gleich groBe maximale gibt. Bei verschiedenen zuldssigen Wahlen der Zahlen
01 - - » 0 kann die so definierte Menge M, vielleicht verschieden grof} aus-
fallen. Wir denken uns o1, . . -, 0% 50 gewahlt, daB M; auch in dieser Hinsicht
maximal ist. Fiirs (= 1) Indizes x aus M sei o, gleich gy, fiir ¢ (= 0) Indizes %
aus M, sei o, gleich ¢; + 2. Die k Zahlen g, sind dann bei geeigneter Nume-
rierung die folgenden:

Qla BEIEE] le 91+27 .oy 91+2: 9$+¢+p LI Qk
$ t

Wenn nun etwa g,,,,; = @1 -+ 1 ist, so ersetze man ¢,. durch
0; + 1. Dadurch werden s +¢ Differenzen gewonnen, die gleich 1 sind,
andererseits aber auch héchstens s + ¢ solche Differenzen verloren, namlich
diejenigen, die mit g, ,,; und den etwaigen g,, die gleich o,, ., 1 sind
und deren Anzahl, weil M, maximal gewihlt war, hochstens gleich s +¢ ist;
gebildet waren. Durch diese Operation ist daher die Anzahl der fraglichen

10) Das Zeichen [m] bedeutet hier die grofite in m enthaltene ganze Zahl.
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Differenzen nicht verkleinert worden, sie ist also immer noch gleich f (k).
Nun kann man ebenso g, ;. o, - . ., 0z simtlich durch g; + 1 ersetzen; die
Anzahl der fraglichen Differenzen bleibt, weil M, in doppelter Hinsicht
maximal war, immer gleich f (k). Man hat dann schlieflich die folgende
Menge gewonnen:
015 - -5 Q1> 91+27-‘-: Ql+2’ Q1+1’---> 91+1-

s t E—s—t
Hier kann man augenscheinlich (¢! — s — ¢t) (s + ¢) Differenzen bilden, die
gleich 1 sind. Daher ist
T (k) = (]c—s—~t)(s+t)=«~—(-2———s—-t)2§-1-.

Mit (I) und (IT) ist der Hilfssatz bewiesen.

§ 8.
Der Fall v = 2.

Vorbemerkung. Betrachtet man an Stelle der Losung @ (X) mit
O (E) = E die Losung ¥(X) = | X|*®(X) (Satz 4), so tritt an Stelle der
Matrix A*? die folgende:
W (X) a6¢(X) 101X
{————a%q | == &) ax| 1—#8’%:¢(X)}X=E = AP0 fue,,E.
Daher bleibt AP? fiir p == ¢ unverindert, wihrend an Stelle von AP? die
Matrix AP? -+ « E tritt, deren charakteristische Wurzeln um « gréfler sind als
die von APP. Man kann daher insbesondere durch geeignete Wahl von o
eine beliebige der charakteristischen Wurzeln von Al zu 0 machen. AuBerdem
darf A1l natiirlich als Kistchenmatrix angenommen werden.

Wir wollen jetzt fiir kleine Werte von » die in der Umgebung von X = ¥
analytischen, aber in Satz 5 nicht enthaltenen irreduziblen Losungen der
Gleichung (5) vollstindig ermitteln. Nach Satz 6 ist dabei ®(E) =E.

Sei zunsichst » = 2. Nach-Satz 17 kommt dann, nachdem der Falln = 1
bereits in § 4 erledigt ist, wobei sich keine in Satz 5 nicht enthaltene Losung
ergab (Satz 11), nur der Fall » = 2 in Frage, und fiir die charakteristischen
Wurzeln «;, «, der Matrix A'! muB nach Satz 16 bei passender Anordnung
die Beziehung gelten: a; — ay = 1. Nach der Vorbemerkung kann man
wg = 0,alsoa; = 1annehmen, so daB Al! als Kistchenmatrix die folgende ist:

=)
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Nach Satz 15 ist dann weiter

QY A

Hieraus folgt
o= 000 =6 = (5 )

und daher gehen die Bedingungen VI, VII von Satz 13 iiber in')
—e¢b 0/00 00,/—e¢b O 00
- =2
( 0 bc><b 0 (b 0)( 0 bc) (b O)’
das heilt beb = b,
0¢e./—echb O —¢cb 0\ /0 ¢ Oc
(00)(() bQ“((} bJ(oo) “\o 0/’
das heiflt ¢be = c.
Nun ist b == 0, ¢ == 0, weil e sich andernfalls nach Satz 14 um die jetzt

ausgeschlossene in Satz 5 angegebene Losung handeln wiirde. Die letzten
beiden Formeln sind daher glelchbedeutend und besagen: be = 1. Infolge-

dessen ist
(O 1) ®X) (O 1)

eine zu ®(X) dquivalente Losung, und wenn man zu dieser iibergeht und sie
wieder mit @ (X) bezeichnet, dann gehen A2! und A!Z {iber in

ENEYEY-CY wm (ICHEI-C
wihrend All unverindert bleibt. Man darf daher von vornherein

A T

annehmen, und aus Formel I in Satz 13 folgt dann
00,/01 01,00 10 0 0
%=GJQ&'Q0QQ+@&=QJ
Die Differentialgleichungen (13) lauten daher

228 _ o (L0 X6, (00)

axl 6:0:1 83:2
o0 1X] asx; 00
X1 9z, 8 CD ( + 5z, 9z, (0 1)’

11) Die Formeln IV, V in Satz 13 kommen fiir # = 2 nicht in Betracht.
Mathematisehe Zeitschrift. 48. 11
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oder wenn man von den Matrizes zu ihren Elementen iibergeht,

@q1 agx; a;x; 993
(43) [ Xl L 0, Po1+ 7 Po2> Erm = 0,
dy dep F]
(44) S0, |X|52 = 8‘5‘ P + 5
Nach der ersten Gleichung (44) und der zweiten Gleichung (43) ist
(45) - Por = Po1(T11> Z21)r  Pp2 = Po2(®12s Tog)-
Ferner folgt aus der ersten Gleichung (43) und der zweiten Gleichung (44)
2
¢
(46) szlax = ‘Pela ZmSZET,t_Qf = 9)92:
s=1 s=1 $
aq’gl aq’gz
(47) Pl

In (47) ist wegen (45) die linke Seite frei won ; 5, %52 und die rechte Seite
frei von 211, Z2y; also ist

69791 . 69)92
axsl - ava

= ¢@¢ = konst.

Hieraus folgt durch Integration, weil ¢, und @,, wegen (46) homogene
Funktionen ihrer Argumente sind,

Po1 = wlayy + 0?2y, Ppe = a1y + 0032y
Da nun ®(F) = E sein soll, muB

adl=1 e« =0 2=0, o®2=1

sein und man erhilt

[ T11 Fre\

(48) OX) = (9521 %2) - X.
Diese (itbrigens ohne weiteres als Losung erkennbare) Lésung von (5) ist
irreduzibel. Denn wenn es eine konstante Matrix [ gibe derart, da 1 XT
eine Diagonalmatrix ist, so miiten in der Diagonale einerseits lineare Polynome
der Tpq stehen, andererseits aber die charakteristischen Wurzeln der Matrix X,
was sich widerspricht. Somit gewinnen wir den

Satz 18. Im Fall v = 2 hat die Gleichung (5) in der Umgebung von X = E
analytische, in Satz 5 aber wicht enthaltene irreduzible Losungen nur fir n = 2;
und zwar sind es dann die Losungen

o) = [Xp(; %) = |Xp X
und die damit dquivalenten.
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§9.
Der Fall » = 3.

Sei jetzt v = 3. Im Fall eines dreifachen Elementarteilers von A1* — AE
ist die Summe in Satz 16 leer, so dafl die Losung die in Satz 5 angegebene
Form hat. Im Fall eines zweifachen Elementarteilers muB, damit die
Summe nicht abermals leer ist, bei passender Numerierung der charakteristi-
schen Wurzeln «; — o = 1 sein, so dafl man fiir die Kistchenmatrix All die

folgenden beiden Moglichkeiten hat:

[+ 2 + 1 O O \ ,0(2 + 1 0 0
1 % +1 0 oder ( 0 o O ].
0 0 2] 0 1 2]

Im ersten bzw. zweiten Fall ist nach Satz 15

000 000 000 0c¢O
A2l = 000), AZ=00 ¢c| bzw. A22={000 |, A12=(000 .
b0oo 000 b00 000

In beiden Fillen erweist sich die fiir p = ¢ = r = 2 ausgerechnete linke Seite
der Formel VI in Satz 13 als 0. Daher ist A2 = 0, so daB nach Satz 14
die Losung wieder die in Satz 5 angegebene Form hat.

Somit bleibt nur der Fall von drei einfachen Elementarteilern. Damit
die Summe in Satz 16 nicht leer ist, mufl es zwei charakteristische Wurzeln
®,, &, geben, fiir die @, —a, = 1 ist. Nach der Vorbemerkung zu §8 darf
man eine beliebige charakteristische Wurzel gleich 0 annehmen und darf daher
die Késtchenmatrix All in einer der folgenden vier Gestalten ansetzen, wobei
wir jedesmal auch die Matrizes AP!, A'?, deren Gestalt durch Satz 15 be-
stimmt ist, angegeben haben:

100 0 00 00100
A) A'=1000], A?l=(b? 0 0], AW?= 0 0];
00« 0 0 0 00
100 0 00 cgcg
B) 000, AP={b 0 0], = 00 /;
000 20 0 00
000 0 b2 b2 00
¢) 010, A= 000) AP = c”OO
001 009 20 0
/200 00 0 0ck o
D) ow) APl=1b2 0 0], A¥=|0 0c
000 0 b 0/ 000

11*
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In den Fillen B), C), D) hat die Summe in Satz 16 den Wert 2, so daB nach
diesem Satz nur die Fille # = 2 und % = 3 interessieren. Im Fall A) ist
@ == — 1, 0, 1, 2 zu denken; die Summe in Satz 16 hat den Wert 1, so dafl
nur der Fall » = 2 interessiert. Aber auch bei den ausgeschlossenen Werten
von o bleibt die folgende Uberlegung giiltig und sie wird erlauben, bei den
Fillen B), ), D) einige Rechnung zu sparen.

" Im Fall A) hat, weil n = 2 ist, auch p nur den einen Wert 2, so dafl wir
den Index p bei b und ¢ weglassen konnen. Die Formel VI in Satz 13 ergibt
dann bei Ausrechnung: beb = b. Da aber b = 0, weil sonst A%l = 0 wire,
so daB es sich nach Satz 14 um die jetzt ausgeschlossene in Satz 5 angegebene
Losung handeln wiirde, so ist b¢ = 1. Nun hat die Gleichung (5) gewi die
reduzible Losung (vgl. Satz 18)

T11 Z12 0
Zy1 Tzz O
0 0o |X|®

und daher auch die wegen b¢c = 1 damit aquivalente Losung

¢ 00 Ly1 212 0 bo0oo ZL11 €Z19 0
(DI(X): 010 Loy Loo 0 010 = ble Zag 0 .
001 0 o0 |X|*/\001 0 o0 |X|¢

Fiir diese sind aber All, A21, A12 gerade die oben in A) angegebenen Matrizes,
und da auch A22 dadurch nach Satz 13, Formel I eindeutig bestimmt ist, so
sind die Differentialgleichungen fiir unsere gesuchte Funktion ®(X) dieselben
wie die fiir die Funktion ®1(X). Wegen Satz 10 ist daher ®(X) = P1(X).
Somit liefert der Fall A) keine irreduzible Losung.

Wir kommen zum Fall B). Die (nur fiir » = 3 in Betracht kommenden)
Bedingungen IV, V in Satz 13 sind dann von selbst erfiillt, da die ausgerech-
neten Matrixprodukte beiderseits gleich 0 sind. Die Bedingungen VI. VII
liefern bei Ausrechnung
P (070 + ofb3) + b} (¢4BF + c4BE) = €, bF + &, b,

B2 (€] 5] + c§b) + By (] bF + cfBE) = €, bE + €, B,

6T bP + chbE) el + (1B} + c§bE) ] = €,,¢] + ¢,,¢1,
(B} + EB) of + (1B + ABE) G = 6, ¢h + €, G-
Die ersten beiden Formeln ergeben speziell fiir r = p:

b2 (I bl + cfbd —e,.) =0, bE(cfbl +c3b) —e,,) = 0.

Nun sind b2, b2 nicht beide glexch 0 (wieder wegen Satz 14). Daher mufl
(50) B+ c§ b} = e,
sein, und damit sind dann aﬂe Formeln (49) von selbst erfiills.

(49)
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Wegen (50) ist b? ¢ + b% cf = 1. Daher ist zur gesuchten Matrix @ (X)
die folgende aquivalent:
1 0 0 /10 0\
(O Ny c§> d(X) (O by — 022}
0 —b b 0 b2 of

Wir wollen zu dieser iibergehen und sie fortan mit ®(X) bezeichnen. Dann
gehen All, A2l ... wegen (50) iiber in

100 000 010 R
All=[000], A22=[100]/ AlZ= 000),
000 000 000

000 00y
AS1=[000)| AB=[000| (nurfirn=23),

BOO 000
wobei
B=1b7b3 —bibE, y=ci—cic

ist, also nach (50)
b? bg; o o} _‘11 0 _
b bl et 2 Tlo 1T

Im Fall #» = 2 fillt das unter die Formeln A) mit « = 0, so da nach
dem Bewiesenen keine irreduzible Losung herauskommt.

Im Fall # = 3 gehen wir abermals zu einer dquivalenten Lésung iiber,
namlich zu

By =

100 100
010|d(X){010] (iquivalent wegen yf§ = 1)
00y 008 f

und bezeichnen diese fortan mit ®(X). Dann gehen All, A2, ... iiber in

100 000 010
AL=[000], A21=[100| A2=[000]
000 _\ooo 000

000 001
A1=1000], A3=[000],
100 000

und die Formel I in Satz 13 liefert weiter

000 000 000 0 0 0)
A22=1010], A2={000], A22=[001}, A= 000).
000 010 000 001
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Die Differentialgleichungen (13) lauten daher

100 000 000
P 2]X 21X 21X
|X] 5o = a‘zsl‘cb» 000+ 6;32%- 100)+5% 0. (000),
000 000 ’ 100
oo am. (P10 s (000 Ly (000
Xl 55 = 551®-{000 +a*x32‘¢- 010 +a;s;¢- 000
000 000 010
ad 5(X] 001 oIX 000 o1X 000
1X;a%3=~a—i§:m. 000l+75o.l0o01)+ o [000),
000 0060 : 001
oder, indem man von den Matrizes zu ihren Elementen iibergeht,
3
Qo1 9| X| 09y 99,3
1X!3z“ - qzxaqu Peq> dz,, 0, Iz, 0,
3
9901 _ 9905 _ V1O|X] 9905 _
55;;——~0, lxiﬂaxﬂw _q:_—laxsqh Poq> 5’5:;—- 0,
a(pQI . a¢g2 — O }X{ a¢93 : a]X{
oz, ox, FE qz’laxsg o¢

Aus diesen Gleichungen ergibt sich sofort:

Po1 = Po1(11> Ta1> Z31);

(81) Poz = Po2(T12> Tags T32),

Pos = Pys (i3> Tag> T33)s
3

3
a{p 2 - a(p 3
= Po1; 27;32 ?):L‘Q_ = Qo2 23733 B—xQ = @3,
s==1 82 s=1 §3

3 P
2 E' Q1
(5&) g1 33’;‘8
s=1 1

Ei(pgl _ 6tp92 . 64;93.

(53) dz, — dwy, 0y,
Aus (53) und (51) folgt dann
99,1 s 993 o
= = €2 = 95 = konst.
EIN oz, oz, ~ =

Hieraus erhalt man durch Integration, weil @,,, @,5, @,3 nach (52) homogene
Funktionen ihrer Argumente sind,

Speziell fir X = E ergibt sich daraus, weil @ (¥) = E sein soll,

3
86 = 2 x®% e = a”.
s=1
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Daher ist «f® = ¢,, = ¢,,, und man erhilt:
. ~ N

T11 Z12 T3
(54) ' P(X) = | T21 T2z 23 = X.
Tg1 L322 33

Diese Losung ist irreduzibel. Denn wenn es eine konstante Matrix [ gibe

derart, daB
P11 (4 0
MXT=| 0 92 w23

0 w32 vs33

ist, dann miite 4, einerseits ein lineares Polynom der Ty, sein, andererseits
aber auch eine charakteristische Wurzel der Matrix X, was sich widerspricht.

Wir kommen zum Fall C). Die Bedingungen IV, V in Satz 13 sind wieder
von selbst erfiillt. Die Bedingungen VI, VII liefern bei Ausrechnung
(] c§ + b cf) by + (B + By ef) b = e, BE + B3,
(B3 g + b ) b+ (b cf + B ) BE = €, B8 + ¢, b5
o (B8 g + Y f) + ARG + BE) = e, + €, G
o (B cg + bRcf) + f(BEh + BECh) = €, 08 T € G5 -
Die ersten beiden Formeln ergeben speziell fiir r = p

(BBog +bEch —e,) b5 =0, (BEcf +bfcf —¢,,)bf = 0.

Nun sind b2, b§ nicht beide gleich 0 (wieder wegen Satz 14). Daher mull

(55)

(56) bhc§ +bhe§ = »

sein, und damit sind dann alle Formeln (55) von selbst erfiillt.
Wegen (56) ist bZcZ + bZcf = 1. Daher ist zur gesuchten Matrix ®(X)
die folgende dquivalent:

1 0 G 1 0 0
0 —b2 -b§)<b(X) 0 —ci b2 )
0 ¢ —of 0 —c2 —b3

Wir wollen zu dieser iibergehen und sie fortan mit @ (X) bezeichnen. Dann
gehen ALl A2l ... unter Beriicksichtigung von (56) iber in

000 0 —10 0 060
All=1010], A"n:({) 0 0, AzZ= -—100),
001 0 0 0 0 00

00—p 0 00
A3l={00 O ), At3=| 0 00) {nur fir » = 3),

00 0 —~y 00
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wobel .
— B2 28 312 2.3 3.2
B=05b; —b3b;, y=1c305—c505

ist, also unter Benutzung von (56)

8 b2 bgi cZ 032; 10} .
y—g | 1. ‘: = 1.
b3 B3 el 2l 10 1]

Im Fall » = 2 fallt das, wenn man durch Vertauschung der ersten zwei
Zeilen und Spalten zu einer dquivalenten Losung iibergeht, unter die
Formeln A) mit « = 1, so daBl wieder keine irreduzible Losung herauskommt.

Im Fall » = 3 gehen wir ebenfalls zu einer dquivalenten Lésung iiber,
namlich zu

001 001
und bezeichnen diese fortan mit ®(X). Dann gehen All, A21, .. iiber in

000 0—-10 0 00
Alt=1010], A2t=1{0 0 0], A2=|-—-100],

001 0 0 O N0 00

00 —1 0 00
A1=[00 0 |, A3=| 0 00},
00 O — 100/

und die Formel I in Satz 13 liefert weiter

00 p oo
010jP(X)[01 O) (Aquivalent wegen y8 = 1)

100 /00 0 0 0 0 100
A2z = 000,A32—(00——1 ,A23=10 0 0}, As3=(010].
001/ 00 0 0—-10 000

Die Integration der Differentialgleichungen wollen wir diesmal durch
einen Kunstgriff umgehen. Man sieht niimlich ohne weiteres (fiir beliebiges »
und %), daB mit ®(X) stets auch @ (| X| X' -1), wo X’ die transponierte Matrix
von X ist, eine irreduzible Losung von (5) ist. Aus der in (54) gegebenen
Lésung ®(X) = X entsteht so die Losung

Ty2L33—Ta3%3e Z23%31—P21%33 P21%32—P22%31
g
(57)‘3’1(X)=1X{X 1=} Z3o%13—®33%12 P33T11—T31%13 T31%12—T32%11 |
T12Zog—T13%22 L13T21—ZL11%23 F11%22—F12%21

_ Bildet man nun von dieser Losung die Matrizes A?9, so sind es genau die oben
" erhaltenen. Die Differentialgleichungen fiir die gesuchte Matrix ¢ (X) sind
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daher dieselben wie fiir die Matrix ®1(X) und folglich ist nach Satz 10
D (X) = d1(X).

SchlieBlich kommen wir zum Fall D). Bei diesem liefern die Bedin-
gungen VI, VII in Satz 13 bei Ausrechnung
(BPef — By by + Bief bY = ¢, Bf + ¢, B0,
B ogby — By (b7 ef — BEch) = e, B + e, 55,
0L~ Bel) + B = 0] + e,
GORCE — (BPel — B)h = o,,cf + e,00}.

(58)

€7 5

Die ersten beiden Formeln fiir r = p und die letzten beiden fiir r = ¢ besagen
speziell '
205 —bfcg ~ 2e,,) 08 =0,
(208§ — bPef — 26, ) b2 =0,
(2060cf — b —2¢,) ¢ = O,
(208 c§ —bhef —2e,,)c§ =0.

(59)

Nun diirfen 8%, 8% fiir kein p beide zugleich verschwinden, ebenso ¢?, ¢3
(wieder wegen Satz 14). Daraus 1aft sich folgern, da8 nur der Fall » = 2
moglich ist. Denn angenommen, es sei # = 3. Wenn dann erstens b7 = 0,
b3 = 0, so folgt aus der zweiten Gleichung (59) fiix p = 2, ¢ = 3: ¢f = 0;
sodann aus der zweiten Gleichung (58} fiir p =2, g =7 =13: 0 =57 im
Widerspruch mit der Voraussetzung. Wenn zweitens bf %= 0, b7 = 0, so
folgt aus der ersten Gleichung (59) fiir p = 2, ¢ = 3: ¢ = 0; sodann aus der
dritten Gleichung (58) fiir ¢ = 2, p = r = 3: 0 = ¢}, wodurch sich ein
Widerspruch gegen die erste Gleichung (59) fiir p = ¢ = 2 ergibt. Wenn
schlieBlich b7 == 0, b7 == 0, so folgt aus den ersten beiden Gleichungen (59)
fiir p=2, ¢g=3:

2b%cf —bZoi =0, 2bZci —bici=0,

also ¢f = 0, ¢ = 0, was ausgeschlossen war.
Somit bleibt in der Tat nur die Moglichkeit » = 2 {ibrig. Wir unter-
scheiden drei Fille:

a) b =0, b}=+0,
b) b7 <=0, b =0,
c) b+ 0, b+ 0.

Im Fall a) folgt aus der zweiten und dritten Gleichung (59)

b2e2 =1, (bZcZ +2)c?=0; also ¢?=0.
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Daher lauft dieser Fall, wenn man dadurch zu einer dquivalenten Losung
iibergeht, daB man die erste Zeile und Spalte durch zyklische Vertauschung
zur letzten macht, auf den Fall A) mit « = 2 hinaus. Er liefert also keine
irreduzible Losung.

Im Fall b) folgt aus der ersten und letzten Gleichung (59)

bici=1, (bfef +2)c; =0, also ¢ =0.

Daher lauft dieser Fall, wenn man zur Losung | X |~1 & (X) iibergeht, wodurch
sich die Diagonalelemente von All um 1 vermindern, wihrend A2l und Al2
unverandert bleiben (siche Vorbemerkung zu §8), aufden Fall Aymit & = — 1
hinaus; er liefert also wieder keine irreduzible Losung.

Somit bleibt nur der Fall ¢). Die ersten beiden Gleichungen (59) besagen
dann -

2b8¢ —bjel —2=0, 2bc; —bfci—2=0, alsodbfci=03c;=2,

wodurch die letzten beiden von selbst erfiillt sind. Wir gehen nun von ®(X)
zu der dquivalenten Losung

b2 0 0 [ 3c2
010 ¢@% 0
\0 0 0

/

\

0
A
bz

2/

O O

T

iiber und bezeichnen diese fortan mit ®(X). Dann gehen AL, ... iiber in

20 0\ /00 0 020\
AII:(OIO), Aé1=(100 . Az = 001),
00 0/ 02 O/ 000/

und die Formel I in Satz 13 liefert noch

/0 0 0
Az={0 1 0}
0 0 2

Die Differentialgleichungen (13) lauten daher

2 0 0 g (000
1xum o 01oy+j‘¢-100,
000 020

2 ox /020 000
x| 22 _ Xy, 001.+*‘¢.010.
000, 002
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Hieraus folgt sogleich
2

(60) Z(x,,l ;’CD +x82%)‘=¢-2E=2¢.

s=1

AuBerdem ergeben sich, wenn man von den Matrizes zu ihren Elementen
iibergeht, u. a. die Formeln
H(pel

(61) =0,
$

6<p93
CE

=0,

(62) aq’gl — a‘sz a(pg2 a¢03
GE x,®  Oxgy ax

Wegen (61) ist
Po1 = Po1(ZT11> T31)s  Po3s = Pes (212> %a2)
und sodann wegen (62)

o ¢@1 . a2 ‘pQQ . 82 9993
domy, E dx,, 024, oz, oz,

= 2ay = 20 = konst.

Hieraus erhilt man durch Invegration, weil @1, @y2, @3 Wegen (60) homogene
Funktionen ihrer Argumente sind,

2 2
i
Qo1 = 2 2 “Z Ts1 Lp1s
2 2
@oz =2 X 2_',' ap sz Ti1s

2 st
f_‘: %o Ts2 Zs2.
Da nun ¢ (E) = E sein soll, ergibt sich spéziell fir X =E

11
g1 = Z Z’ o) es1en = g s
s=1t=1
2

2 st 21
Eo2 = 2 X Z %y €52 €41 = 2y,

:21e

§ =
2 2 22
= X 2 689312——0‘9-

s=1t=1

Dadurch sind die Konstanten oc‘g‘ bestimmt, und man erhilt

ro2 2
3711 2 11212 2?12
O(X) =| Z11%21 Z11%22 T T12%21 T12%22 |
2 P 2
Ta3 2 g1 %22 Zap

Diese Losung ist wieder irreduzibel, wie man genau wie in den fritheren Fillen
erkennt.
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Die verschiedenen Resultate dieses Paragraphen fassen wir zusammen in

Satz 19. Im Fall v = 3 hat die Gleichung (5) in der Umgebung von X = E
analytische, in Satz 5 aber wicht enthaltene irreduzible Losungen nur, wenn n = 2
oder n = 3 ist. Fiir n = 2 sind es die Losungen
' 2

2 ,
T4 2211%5 Tya
e f . P
[ X[ 11221 #11%20 + B12%21 5%
2 2
Z5, 2 Zo %99 Z5y

und die damit dquivalenten. Fiir n = 3 sind es die Losungen
/-”11 Zi2 T1g
| X[ (“521 Zoo Zag | = | X|*X,
¥31 32 @33/

Zg2%33— TagTze Taglz1— L21%33 L21%32— Tas®3q

« . e+1y’sr-
[X{ Z32%13— 3312 L3311 — F31%13 ¥31%12— L32%71 —le X'-1
Z12T23— X33%29 Z13T31— T11%23 T11%a2— L19%27

und die damit dgquivalenten.

(Eingegangen am 29. Oktober 1941.)



