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Zur asymptotischen Integration
von Differentialgleichungen.

Herrn Koxrap Kxore
zum 60. Geburtstag am 22. Juli 1942 gewidmet.

Von ~
H. Seifert in Braunschweig.

Eine Differentialgleichung

y' + @y —(Pq(@) +r(@2)y =0
pflegt man fiir groBe Werte von ¢ angendhert mit dem Ansatze

y= @ (k@) + (D) + R (@) o g (2)

zu integrieren. Die Differentialgleichung 148t sich durch geeignete Wahl der
Funktionen ¢, b, ki, ..., b, genau bis auf ein Glied der GréBenordnung
0~ ™ - 9@ erfiillen, wofiir man auch sagt, asymptotisch integrieren. — Je
nach dem Vorzeichen von ¢ haben ihre Losungen ganz verschiedenen Charakter:
In Intervallen, in denen ¢ > O ist, verlaufen sie aperiodisch, in solchen, in
denen ¢ < 0 ist, oszillatorisch. Wo zwei solche Intervalle zusammenstoBen,
liegt eine singuliire Stelle der asymptotischen Losungen, wihrend die von der
asymptotischen Losung approximierte exakte Lésung im allgemeinen regulir
ist. Ein und dieselbe Losung der Differentialgleichung wird also auf beiden
Seiten der Naullstelle von ¢(z) durch ganz verschiedenartige Funktionen
asymptotisch dargestellt, und es erhebt sich die Frage, welcher Zusammen-
hang zwischen diesen Funktionen besteht.

Diese Frage ist von H. JerrrEys [6], S.Gorpsreixy [7] und R.E.
LaxeEr [8] behandelt worden. Die beiden ersten Autoren benutzen eine
Methode, die mir mathematisch nicht zureichend zu sein scheint. Sie besteht
darin, daB man in der gegebenen Differentialgleichung, in der p(z) = r(z) =0
angenommen wird, die Funktion ¢(z) in der Umgebung ihrer Nullstelle durch
das Anfangsglied ihrer Taylor-Entwicklung ersetzt. Die so abgeénderte Diffe-
rentialgleichung 148t sich durch Bessersche Funktionen integrieren, und es
wird behauptet, daB die bekannten asymptotischen Formeln fiir die Besser-
schen Funktionen den gewiinschten Zusammenbang zwischen den asymptoti-
schen Lésungen der gegebenen Differentialgleichung liefern.

R. E. Lavcer legt die Losung der Differentialgleichung durch Funktions-
wert und Ableitung an einer Nullstelle von ¢ fest und gibt auf beiden Seiten
der Nullstelle asymptotische Darstellungen dieser Losung.
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Die Frage, die nachstehend behandelt wird, lautet folgendermaBen:
Es sei eine Losung y(z, o) der Differentialgleichung in einem Punkte z,
asymptotisch bekannt. Was kann man daraus iiber das asymptotische
Verhalten von (2, o) in einem anderen Punkte z; schlieBen, insbesondere
dann, wenn %, und 2z, verschiedenartigen Intervallen angehoren? Wir be-
schrinken uns dabei auf einfache Nullstellen von ¢(z).

Die Veranlassung zu der vorliegenden mathematischen Untersuchung
gab ein Problem der Praxis, das auf eine Differentialgleichung der obigen Art
fithrte. Ich verdanke den Hinweis auf diese Differentialgleichung Herrn Dr.
G. GuperiEey, der sie unabhingig von den genannten Autoren asymptotisch
integriert hat mit Methoden, die den ihren #hnlich sind.

§1.
Der Bereich der Giiltigkeit von asymptotischen Darstellungen.
In der Differentialgleichung
ey L=y’ +r@y — (@) + @)y =0
seien p, ¢, r regulire analytische Funktionen in einem gewissen einfach zu-

sammenhédngenden Gebiete & der komplexen z-Ebene und o ein positiver
Parameter., Wir setzen iiberdies voraus, daf

q(z) = 0
iberall in & ist.
Um die Differentialgleichung (1) fiir grole Werte von g asymptotisch zu
integrieren, macht man fiir ¥ den formalen Ansatz

@ y =D (h(2) + ¢ hi(@) + 0P ho(2) + -+ 0).

Wenn man damit in die Differentialgleichung (1) hineingeht, nach Potenzen
von g ordnet und alle Koeffizienten dieser formalen Potenzreihenentwicklung
= O setzt, so ergeben sich die folgenden Differentialgleichungen erster Ordnung
zur Bestimmung von g, A, ky, ke, ...

g2 —q=10

29K + (" + pg)h =0

2¢'hy + (9" + pg Yoy + (B + ph" —rh) =0

..................................................

(C)

....................................................

Dabei wurde h(z)== 0 angenommen, was offenbar keine wesentliche Ein-
schrankung ist. Aus (3) folgt

4 g =[Vgdas,
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ferner

%) h= e ire

Ve

k verschwindet also nirgends in .

{c = 0).

Die durch die Integration in g, &, ky, ho, ... eingehenden Integrations-
konstanten und die in G zu benutzenden Zweige dieser mehrdeutigen Funk-
tionen seien ein fiir allemal fest gewahlt. Da g = 0 in @ ist, so folgt aus den
Differentialgleichungen (3), da8 g, &, &y, . .. in @ tiberall regulir analytisch
. sind. Die so bestimmte Reihe (2) ist bekannthch im allgemeinen fiir keinen
Wert von ¢ konvergent.

Wir betrachten nun eine Partialsumme von (2)
(6) 9( o) = (h+ ¢ hi+ 0 by + o+ T hy) (w2 0).

Da wir den Index m ein fiir allemal festhalten, bringen wir ihn in dem Symbol
1 (z, o) nicht besonders zum Ausdruck.

Wir sagen, dafi eine Losung y(z, o) von (1) in einem Punkie x, von &
asymptotisch durch v (z, o) dargestellt wird, wenn fiir Funktionswert und
Ablestung Gleichungen von der Form bestehen)

Y(%o, 0) = 9 (%, 0) + @71 29E .0 (1),

7 A
@ Y (20, @) = ' (%o, @) + 07 ™ - 7 - O(1);

die Striche an y und y bezeichnen Ableitungen nach 2. m ist die in (6) de-
finierte ganze Zahl. Es wird also nur verlangt, daB die Gleichungen (7) fiir
die m-te Partialsumme (6) und nicht etwa notwendig fiir simtliche Partial-
summen von (2) gelten. Z. B. kann man diejenige Losung y(z, o) von (1)
betrachten, die durch die ,,Anfangswerte” y (2, 0) = 9 (%, 0), ¥ (%o, 0)
= 9’ (%, 0) festgelegt ist. In diesem Falle sind die beiden Funktionen O (1)
identisch 0.

Wenn y(z, ¢) im Punkte x, asymptotisch durch y (z, o) dargestellt wird,
so fragt es sich, in welchen anderen Punkten das auch noch der Fall ist.
Dariiber gilt der

Satz I. Wenn y(z, o) im Pumkte z, durch v (z, o) asymptotisch dar-
gestellt wird, so auch in jedem Punkte z; von G, den man von x, aus auf einer

1) Dabei bezeichnen wir wie iitblich mit O (1) jede Funktion von g, die beschranks
bleibt fiir alle gentigend groBen g. Es ist also f(0) = O (1), wenn zwei positive Kon-
stanten g, und H existieren, so daB |f(g)] << H fiir alle o > g,.
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in & verlaufenden rektifizierbaren Kurve C erreichen kann, lings der der Real-
teil R (g) von g nirgends abwimmt. Genauer gelten Relationen der folgenden Art

y(@, 0) =9 (2, 0) + o "1 -0(),
¥ (2, 0) =19 (z 0+ ¢ " -0
gleichmdpig?) fir alle © von C.

Insbesondere gilt hiernach die asymptotische Darstellung in allen
Punkten z; der durch %, hindurchgehenden Kurve R (g) = const. Da g’ = Vg
in & von Null verschieden ist, so geht durch jeden Punkt von & genau eine
Kurve R (9) = const hindurch.

Wenn #; von , aus nicht auf einem Wege der im Satz genannten Art
erreichbar ist, so 148t sich von vornherein nicht entscheiden, ob % in #; durch
1 asymptotisch dargestellt wird oder nicht. Da es auf Grund von Satz I
in jedem hinreichend kleinen Teilgebiet von G eine Losung y(w, ) der
Differentialgleichung (1) gibt, die in diesem Teilgebiete asymptotisch
durch vy (x, o) dargestellt wird, so ist es sinnvoll, 1 (z, ¢) als eine asym-
ptotische Losung von (1) zu bezeichnen.

®)

Der Beweis von Satz I benutzt einen Kunstgriff von Liovviiie [1],
der von Birkmorr [3] und BrumentmaL [4] fiir Beweise dhnlicher Sitze
ausgebaut worden ist. — Wir betrachten zunichst den Fall m = 0. Als-
dann lautet die asymptotische Losung

Y (2, 0) = h(z) 7.
y(z, o) sei diejenige Losung von (1), die im Punkte 2, dieselben Anfangswerte
hat wie y; d. h. es sei

@) y(@0, 0) = h(z0) 2= y (20, 0) = (0h(20)g (z0)+ F (wo))et? ™.
Wir fithren auBer der gegebenen Differentialgleichung L(y) = 0 die

Differentialgleichung

"o , hl ku
(10) A=y vpnw[ezq%-—,}’-i-; =20

ein, die dadurch charakterisiert ist, dafl
he?d und he %9
ein System linear unabhéingiger Losungen sind. Die Differenz

n{(z, ¢) = y(=, ¢) — 9 (%, @)

2) Wir sagen, eine Relation f(z, @) = w(x, @) - O(1) gelte gleichmdifig fir alle
Punkte z einer gewissen Menge 9, wenn die darin anftretende Funktion O(1) = ¢(2, 0)
gleichmaBig beschrinkt ist fir alle z auf I und alle geniigend grofen ¢; genauer: Es
gibt zwei positive Zahlen H und g,, so daB |¢ (2, g)| < H fir alle z auf M und alle

2> 0.



Asymptotische Integration von Differentiaigleichungen. ) 177

geniigt dann der Differentialgleichung
- h' hl?
(11) A =(r—5p—%)%

wie man durch Subtraktion von (1) und (10) erkennt. Da von der zugehérigen
homogenen Differentialgleichung ein fundamentales Ldsungssystem, nédmlich
he?? und ke 97 bekannt ist, ergibt sich fiir die Losung von (11) nach der
Methode der Variation der Konstanten, wenn man zur Abkiirzung
. 1 hl p hl’
s@ =2 =% %)

setzt,
x

(12) 7(70) = 55 (h(@ @ [s(O y(& Q1T () 2@ dE + er(0)] —

z

— B 0@ [ [5() y(E ) IO 9O aE - ea(0)])

Zo

Die Ableitung hiervon lautet

(12) 12 o) = g (eh(0) ¢ (@) + K (@) 6 [ [syhtee2d5 1 01(0)] =

—(— oh(2) ¢ (z) + W' (z)) e ¢9®@ [ Isy Flet9dg + cg(g)ﬂ .

Zo

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ¢; und ¢, setzen wir in diesen
Gleichungen z = @,. Da nach (9)

7 (%, 0) = 5 (%, 0) =0
ist, so folgt
(13) c1(0) = ¢a2(0) = 0.

Wenn wir in (12) fiir die linke Seite wieder % — 1y schreiben und die
Gleichung mit 27! ¢~ ¢ multiplizieren, so ergibt sich
(14) y@ b (z)e @

x z
=14 él—g { fsyk—le—gg@)dg e 2eg® fsy;fl e 9D . 209 d&} .
Zy o

Es sei nun M = M (p) das Maximum, das |y (2)h (z) ¢ ¢9?| auf dem
von %, nach #; fithrenden Wege C des Satzes I annimmt, und zwar mége es
im Punkte X angenommen werden. Bildet man (14) insbesondere fiir z = X,
indem man die Integrale von #, bis X lings C nimmt, so folgt, weil

[209®] — 20R(9®)
Mathematische Zeitschrift. 48. 12
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nach der Annahme des Satzes I im Endpunkte X des Integrationsweges sein
Maximum annimmt,

M= IT;Z{MIIS(S)dfi +M5;s(§>dst}

und daher
M(g) = 0(1).

Geht man mit dieser Abschitzung von M nochmals in die Gleichung (12)
hinein, so ergibt sich

(15) y(x, Q) - h(x) eoy(z) 29(:10, o) o —1. 9@
mit
19z, o)l =3 (@) - [s(8) y(& QB 1E) e 9O dE —
— 200 . js(g) y(E ) FH(E) e 09O . 209 ¢

< 3 |h(2)] <>Mj s(&) d£|.

Es gilt also & (x, 0) = O (1) gleichma8ig fiir alle « auf C.
Eine der Formel (15) entsprechende Formel gilt fiir die Ableitung y'(2, o).
Wir gehen auf (12') zuriick und finden

(16) ¥ (2, 0) = (h(z) @) + 7(, 0) 09@
mit
|7(z, o) = 4 7 H(# (2) + eh(2) g'(ac))ic (&) y(& o) b~ H(Eem 9D dE —
— (¥ (z) — oh(2) ¢ (x)) e~ 3¢9 .fs(g) y (& 0) (&) e 29® - 8299(£)d§i
<t IW @ + o k(2) g (@] Mjis(&) dg| -+
+ | (2) — oh(@)¢ (@) iMjis(zs)dél}.

Somit gilt 7 (z, o) = O (1) gleichmaBig fiir alle z auf C.

Nach dem bisher Bewiesenen gibt es eine Losung y = y*(x, o) unserer
Differentialgleichung (1), die lings C durch %e®’ asymptotisch dargestellt
wird, d.h. es gilt gleichmiBig in z auf C

g (. 0) = h(@) @ + g7t 479 -0(D),

W @)= @+ eh@ (@) 72 + 22 -0,
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Hitten wir in ¢ = j. V-q— dx das andere Vorzeichen der Wurzel gewihlt, so
wiren wir durch Betrachtung der riickwirts, von #; nach z, durchlaufenen
Kurve C zu einer Losung y~ (, ¢) der Differentialgleichung (1) gelangt,
die lings C durch Ze™¢? asymptotisch dargestellt wird:

Y (z,0) = h(z)e™ @ 4 g1 09@ .0 (1),
Y~ (@, 0) = (W (%) — k(@) ¢’ (z)) e 9@ + ¢~ 29@ - 0(1).

Es sei nun 1 die Funktion (6)

(18)

(2, 0) = 9D (h(2) + 07 hi(2) + - + 0™ b (2)).
1 geniigt nicht der Differentialgleichung L(y) == 0, sondern es wird nach (3)
(19) . Lly) = —¢ " 9P - F(a)

mit
F(2) = — (b, + ph,, — rhy,).

y(z, o) sei jetzt eine Losung der Differentialgleichung (1), die durch y im
Punkte z, asymptotisch dargestellt wird:

Y(%o» 0) = V(%0 0) + 0™ -89 . 0(1),
g’ (‘”0’ 9) = I)'(xo’ 9) + Q—m " qu(zu) ° 0(1)

Setzt man wieder

(20)

7(z; 0) = y(@, 0) — (=, o),
so ergibt Subtraktion von L(y) = 0 und (19)
(21) L(n) = =™ 89 . F(x).

Von der zugehorigen homogenen Differentialgleichung kennt man die beiden
linear unabhingigen Losungen y* und y~. Somit erhdlt man nach der Methode
der Variation der Konstanten fiir die Lésung # von (21)

@) o) ="y @o | | o D 499 F () dE +1(0)| -

~ ¥ (e e)”%—,g-g - F(§)dt + ya(0)]},

worin

12*
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die Wronsgische Determinante der beiden Lésungen ¢~ und y~ bezeichnet
und 1, y» Integrationskonstanten bedeuten. Aus (22) folgt durch Differen-
tiation nach =z

5;:99’) 29O F(E)dE + 71(9)] -

L——u—--'g

@) Ao ="l @ol |4

g

z

— @ o [5ED- @00 P 5 + 0]

Zo

Insbesondere ist fiir z = 2
0™ (%o, 0) = 71 Y (%o> ) — V2 4" (%0, 0),
o™ 7' (%o, 0) = 7147 (%0, ©) — ¥2 ¥ (%0, 0);
hieraus folgt durch Aufldsen unter Benutzung der Relationen (17), (18), (20)

2920 .0 (1) g—mwlegg(‘”‘))O(l)I .

__g’f?f "7¥ Com. Qeeg(zo).o(l) Q~m399(ro)0(1) i_ 1. Beg. .
r(e)="Trye y| =0 SR g Ey L om ¢ ereo;
{9""‘—1‘699(@0).0(1) e~ 090y, 0(1)'
Qm;n Yy i— _ m.EQ—m,e{Jg(mo)-O(l) o€ 0g(zo) . 0(1) 0
rele) = =Gy y|= 0 R ¢ () OO (1)
Somit wird aus (22) fir z auf C:

z

09(3) 29 g (o)
20 = e a0 | [SohE 0de + S )] -

*o

— 9@ . gy (z, Q){jf’i%_@dg + ﬁﬁ_(é,_@_n,

2o
Worin @y, @s, by, b2, 1, ¢ fiir z auf € und hinreichend groBe o gleichmaBig
beschrinkte Funktionen sind, die nicht niher bezeichnet zu werden brauchen.
Bedenkt man nun wieder, daB

Eeegfé)] = AR ()
langs C nicht abnimmt, so folgt iihnl%ch wie oben
[n(z, 0)] = Aog—™ 1. geegfw);’

Darin ist 4 eine von # und ¢ unabhingige Konstante und die Ungleichung gilt
fiir alle z auf C und alle geniigend groBen g. Ebenso folgt aus (23)

}97'(:10, Q)l § A 9——9&‘ %399@)1 (A' = CODSt},

womit Satz 1 bewiesen ist.
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Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung
(24) y' +py — (P +1)y =0,

in der p(x), r(z) in der ganzen z-Ebene regulir analytisch seien; es ist hier
q(z) = «. Als Gebiet G kdnnen wir die 2-Ebene betrachten, aus der die nega-
tive reelle Achse einschlieBlich des Nullpunktes herausgenommen ist. Man hat

ng\/xdm:igaﬁ
und

1
b= alves

Ve
Brechen wir die asymptotische Entwicklung nach dem ersten Gliede ab, so
ergeben sich die beiden asymptotischen Losungen

feo

3

yH(z, 0) =h - eg‘"52 und yp=(z,0) =h-e 3922

wobei wir von den mehrdeutigen Funktionen aﬁ und V.'x; inder aufgeschnittenen
z-Ebene diejenigen Zweige benutzen wollen, die auf der positiven reellen
Achse positiv sind. — Die Kurven
R(g) = const zeigt die Fig. 1. Weill man
von einer Losung ¥y = y* (%, o) der Diffe-
rentialgleichung (24), daB sie in einem
Punkte 25> 0 asymptotisch durch
y* (#,0) dargestellt wird, so ist dies nach
Satz 1 zugleich fiir alle Punkte z der
Fall, fiir die

RE 2T = RE 2

ist, das sind die auf der gestrichelten
Kurve und rechts von ihr liegenden
Punkte. Dagegen wird eine Losung
y~(z, 0), die in z, asymptotisch durch
v~ (x, o) dargestellt wird, zugleich in allen
Punkten 2 von G dargestellt, fiir die

3 3
R(—32*) =2 R(—37)
ist; das sind die auf der gestrichelten Kurve und links davon liegenden Punkte.

3
Auf Kurven, auf denen R(— % 2*) niemals abnimmt, kann man von %, aus
in beliebige Nihe der negativen reellen Achse gelangen, wie die in Fig,

stark ausgezogene, aus Stiicken von Niveaulinien und Fallinien von %(xﬁ)



182 H. Seifert.

bestehende Kurve zeigt. Dagegen kann man die negative Achse selbst auf
solchen Kurven nicht erreichen (auch wenn sie zu ® gehérte, was durch Ab-
inderung des Schnittes sich bewirken liBt). Denn an die negative reelle

Achse schlieBt sich in beiden Halbebenen ein Gebiet.an, indem R(— § m%) >0

. 3
ist; auf der negativen Achse aber ist R (— % 2%) = 0. In der Tat werden wir
in § 2 sehen, daB das asymptotische Verhalten von y~(z, ¢) auf der negativen
Achse ein ganz anderes als in beliebiger Nihe der negativen Achse ist.

§2.
Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten.

Von besonderem Interesse ist der Fall, daf die Koeffizienten p(x), ¢(%),
r(z) der Differentialgleichung (1) fiir reelle z reellwertige analytische
Funktionen sind. Ist dann in einem abgeschlossenen Intervalle der reellen
Achse ¢(2) > 0, so wird ¢ = _f Vq dx bei geeigneter Wahl der Integrations-
konstante reell. Dann haben die reellen Losungen der Differentialgleichung (1),
wie der Faktor ¢¢9 in der asymptotischen Losung zeigt, ,,aperiodische® Gestalt.
Wir nennen das Intervall aperiodisch. Ist dagegen in einem abgeschlossenen
Intervall ¢(z) < 0, s0 wird g = j. Vg d z bei geeigneter Wahl der Integrations-
konstante rein imaginir, und die reellen Losungen der Differentialgleichung (1)
zeigen ,,oszillatorischen® Verlauf. Wir .sprechen von einem oszllatorischen
Intervall. Wenn eine Losung y(2, ¢) der Differentialgleichung (1) in einem
Punkte z, eines aperiodischen Intervalles asymptotisch durch eine asym-
ptotische Losung v (x, o) dargestellt wird, so gilt nach Satz I diese Darstellung
jedenfalls in allen Punkten des Intervalles, in denen g(z) = g(%,) ist, dagegen
nicht notwendig in den iibrigen Punkten des Intervalles. Liegt aber z, in
einem oszillatorischen Intervall, so gilt die asymptotische Darstellung nach
Satz I von selbst in dem ganzen Intervall, da in ihm R (9) = const = 0 ist.

Zwischen den aperiodischen und den oszillatorischen Intervallen liegen
Nullstellen von ¢ (). Sie sind fiir die Differentialgleichung und daher auch fiir
ithre Losungen y(2, o) keine singuliren Stellen, wohl aber singulire Stellen,
nimlich Verzweigungspunkte, fiir die asymptotischen Losungen y (2, o), wie
die Ausdriicke (4) und (5) fiir ¢ und % zeigen.

Wenn y(z, o) in einem Punkte der reellen Achse asymptotisch durch
v (2, o) dargestellt wird, so erhebt sich die Frage, wie y(, ¢) in einem anderen
Punkte der reellen Achse dargestellt werden kann, der von ersterem durch
eine Nullstelle von ¢(x) getrennt ist. Diese Frage soll im folgenden behandelt
werden.

Wir setzen voraus: Die Koeffizienten p(2), ¢(z), r(x) der Differential-
gleichung (1) sind in einer Umgebung des Nullpunktes 2 = 0 reguldre und
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fiir reelle z reellwertige analytische Funktionen. ¢(z) habe im Punkte 2 = 0
eine einfache Nullstelle:

q(2) = a1% + az2? + - - -,

wobei @; > 0 vorausgesetzt werden kann; denn durch Ersetzen von z durch — z
ist das immer erreichbar.

Um Satz I anwenden zu konnen, fithren wir zunéchst das dort zugrunde
gelegte Gebiet ® ein. G entstehe aus einem den Nullpunkt enthaltenden
konvexen Gebiete durch Entfernen der negativen imaginiren Achse ein-
schlieBlich des Nullpunktes und sei so klein gewihlt, daB8 p, ¢, 7 in & keine
singulire Stelle haben und ¢ nirgends in ® verschwindet. Die Integrations-
konstante in (4) legen wir dadurch fest, da8 wir z = 0 zum Anfangspunkt
der Integration machen. Den beiden moglichen Vorzeichen der Wurzel in (4)
entsprechend unterscheiden wir die beiden Funktionen

(25) gt = [Vg©)dé wmd g~ =—g".
0

In g+ ist dabei die Wurzel positiv gewihlt fiir £ > 0. Damit wird auch
g* (%) > 0 fiir © > 0. Fiir g* schreiben wir der Einfachheit halber zumeist g,
fiir g~ ebenso — g. Die aus den Differentialgleichungen (3) bei Benutzung
von ¢g* zu bestimmenden Funktionen A, hy, Ao, ... bezeichnen wir jetzt

genauer mit
+ 3+
b, by, by, ...

Hitten wir in (3) die Funktion ¢~ benutzt, so hitten wir durch Integration
andere Funktionen %, Ay, ks, ... erhalten, die wir mit

B, ki, by, .
bezeichnen. Wir gelangen so zu den beiden asymptotischen Losungen

(26) 1t =19*(z, 0) = 9@ (hH(a) + 0B (@) + -+ 0" (2))
(26) 9" =1 (2, 0) = P (h(2) + o7y (2) + -+ + 07 ", (2)).

Sie sind fiir jedes positive g in ganz @ regulir analytische Funktionen von z.
Dagegen ist der nicht zu G gehorige Punkt z = 0, wie gesagt, eine singulire
Stelle.

Da wir die fiir reelle z reellwertigen Losungen der Differentialgleichung (1)
untersuchen wollen, so werden wir auch von den asymptotischen Losungen p*
und - voraussetzen, daf sie fiir positive z reellwertig sind. Diese Voraus-
setzung ist deshalb erfiillbar, weil fiir z > 0 die Funktionen p, ¢, r, g und damit
die Koeffizienten in den zur Bestimmung von A, &y, ks, . . . dienenden Diffe-
rentialgleichungen (3) reell sind. Fiir # < 0-sind dann 9* und y~ sicher nicht
reell, da ¢ rein imaginir wird.



184 H. Seifert.

Wir wihlen nun auf der positiven reellen Achse einen Punkt z, und auf
der negativen reellen Achse einen Punkt z,. Selbstverstindlich sollen diese
wie alle im folgenden eingefiihrten Punkte zum Gebiete G gehoren. Uber den
Zusammenhang zwischen den asymptotischen Darstellungen einer bestimmten
Losung von (1) in den Punkten z, und z, gelten folgende Sitze.

Satz II. Es set v~ (, o) die fiir x > 0 reellwertige asymptotische Li-
sung (26-) und y=(, o) ewme fiir reelle © reellwertige Losung der Differential-
. gleichung (1), die im Punkte z, asymptotisch durch 9~(z, o) darstellbar ist:
Y (2, 0) =97 (3, 0) + 07T e P01,

g (2,5 0) =97 (2,, 0) + 0" ™e WO (1),

dann gilt 9m Punkte x, die Darstellung

Y (% @) = 2R (2, 0) + 0710 (1),
Y= (@ 0) = 2R (97" (%4, 0)) + 27O (1).

@7

(28)

Beweis in § 3.
Das Gegenstiick zu diesem Satze ist der

Satz III: Es sei p*(w, o) die fiir z >0 reellwertige asymptotische
Lésung (26%) wund y*(x, o) etne fir reelle © reellwertige Losung der Differential-
gleichung (1), die @m Punkie w, die Darstellung besitzt
y* (a’ni 9) =R (!)" (%5 Q)) + me——lo (1)7
g (#as 0) = R (9 (2, 0)) + 0770 (1),

danmn gilt im Punkte x, die Darstellung

Y™ (T, 0) = 9 (2,, 0) + 07" @00 (1),
Yt (2, 0) = 97 (3, 0) + 0™ 70 (1)

(29)

(30)

Beweis in § 4.
Man bemerke, da der Faktor 2, der in (28) auftritt, in (29) fehlt.
Fiir die Aussage des Satzes II ist es wesentlich, daf die Losung der
Differentialgleichung (1) im Punkte , durch p~ und nicht etwa durch y*
asymptotisch dargestellt wird. Betrachtet man eine Ldsung y(z, o), fiir die
im Punkte z, gilt,

Y (@ ©) = D" (70 0) + ¢TI VDO (),
¥ (2, 0) = 9*'(2,, @) + 0™ 2?20 (1),
so kann man daraus noch nicht auf eine asymptotische Darstellung im

Punkte z, schlieBen. Z. B. erfiillt die Funktion y*(z, ¢) des Satzes III die
Relationen (31), aber auch die Funktion

(1)

¥ (@, 0) + 0Ny (z, o),
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wenn 4~ die im Satze II genannte.Funktion und N eine positive Zahl ist.
Denn es ist nach (30), (27) und (26) N

y* (@, 0) + 0¥y (3,0 0) = V* (5, 0) + 07T P O() +
+ 0¥y (2, 0) + 0T O(L)}
= 9t (2, 0) + 0" " T4 P O (1),

und entsprechendes gilt fiir die Ableitung. Das Zusatzglied o” y~ macht also
asymptotisch im Punkte z, nichts aus, wohl aber im Punkte z,. Denn dort
ist wegen (29) und (28)

Y+ (@r 0) + 0¥y (@ns 0) = R (97 (20, @) + TmTTOQ) +
+ "2 R (0 (@ 0)) + " TTO ().

Jetzt nimmt das Zusatzglied oYy~ fiir unendlich wachsendes ¢ beliebig
groBe Werte an, wihrend y* beschrinkt bleibt.

Tbenso ist es fiir die Aussage des Satzes ITI wesentlich, dafl die Lésung
der Differentialgleichung (1) im Punkte z, asymptotisch durch R(y*(2,, 0))
und nicht etwa durch R(y=(z,, 0)) dargestellt wird. Betrachtet man eine
Losung, fiir die im Punkte z, gilt

Y (xn’ Q) = 8{(1)_ (x*n’ 9)) + Qﬁm—l 0 (1)’

(52) Y (Tus 0) = m(‘)_l(xm Q)) -+ Q-mo(l)’

so kann man daraus noch nicht auf eine asymptotische Darstellung im Punkte z,,

schlieBen. Z.B. erfiillt die Funktion 1 y~(2, o) des Satzes IT die Relationen (32), .
aber auch die Funktion 1y~ + o~ ¥y*, wo y* die im Satze III genannte
Funktion und N éine positive Zahl = m + 1 ist. Denn es ist nach (28)
und (29)

3y (@ 0) + 0 VY (@ns 0) = R (07 (@ @) + " TIO() +
+ 0"V {RO" (@, 0)) + 7" TIO (I}
= R (9 (2, @) + 770 Q),
und entsprechendes gilt fiir die Ableitung. Das Zusatzglied o ¥y macht

also asymptotisch im Punkte x, nichts aus, wohl aber im Punkte z,. Denn
dort ist wegen (27) und (30)

Yy (3, 0+ 0V ¥t (3, 0) = 397 (3,0 + om0 (1)
+ =¥yt (3, 0) + 0" 9EP O (1)}

Jetzt geht wegen (26) das Zusatzglied =¥ y* (2,, o) nach oo, wihrend
3y~ (2, ¢) nach 0 konvergiert.
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In Satz I haben wir aus der Giltigkeit einer asymptotischen Darstellung
in einem Punkte auf ihre Giiltigkeit lings der Kurve C geschlossen. Ein
ahnlicher Satz besteht fiir die asymptotischen Relationen der Art (28) und (29)
fir Intervalle der negativen reellen Achse:

Satz IV. 8er y(z, o) eine der beiden asymptoisschen Losungen (267)
und (267), die fiir x > 0 reell sind, und y (z, o) eine Losung der Differential-
gleichung (1), die o etnem einzigen Punkte x, << O dargestellt wird durch

(33) y (2,0 =R (@) + o " 10()
Yz 0 =R @)+ e "0(01);

dann gelten solche Relationen gleichmdafiig (im Simne der Fufnote 2 von
8. 176) fiir alle x in jedem abgeschlossenen, den Nullpunkt nicht enthaltenden
und selbstverstimdlich zum Gebiete & gehorigen Intervalle n der negativen reellen
Achse.

Beweis in § 5.

§3.
Beweis von Safz II.

Wenn man die in & definierte Funktion y—(z, ¢) analytisch fortsetzt,
indem man die negative imaginire Achse von rechts nach links iiberschreitet,
so gelangt man in einen anderen Zweig dieser Funktion, den wir mit 3+ (z, o)
bezeichnen wollen. Da y~ auf der positiven reellen Achse reell ist, so sind y~
und 3+ auf der negativen reellen Achse konjugiert komplex. Natiirlich ist die
Funktion 3*, da sie nur ein anderer Zweig von y~ ist, ebenfalls asymptotische
Lésung von (1) im Sinne von §1(6). Der in 3* auftretende Exponential-
faktor heiBit aber et ¢9 und nicht ¢~ ¢ wie in y~. Denn wir befinden uns in dem
anderen Blatte der zweiwertigen Funktion ¢. 3 hat also die Gestalt

(34) 37(3 @) = 7 (K" (@) + ¢T'k[(@) + 0Tk (@) + -+ + 07"y, (2).

Die Funktionen k', &7, k3 , ..., k,, entstehen durch die genannte analytische
Fortsetzung aus A7, ki, hy,...,h,. — Es vereinfacht den Beweis des
Satzes IT, wenn man die asymptotische Losung 3* an Stelle der in (26+) ein-

4
gefiihrten p* verwendet. Da k*+ wegen des in (5) auftretenden Faktors yq
fiir £ > 0 rein imaginir wird, so stimmt 3* jedenfalls nicht mit y* iiberein.

Wir bemerken weiter, daf man in der oberen Halbebene einen so kleinen
Halbkreis 5:?1:, mit dem Mittelpunkte z = 0 ziehen kann, dafl bei seiner
Durchlaufung R (g) bis zu einem gewissen Punkte 2, abnimmt und von da an
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wieder zunimmt (Fig. 2). Dies erkennt man leicht durch Entwicklung von
g(x) in der Umgebung des Nullpunktes:

3
g(z) = 3 Yoy 2*(L + 2 B (2));

9 (x) steht abkiirzend fiir eine Potenzreihe
in z. Der Halbkreis sei iiberdies so Klein, / .
da z, <z, z, <, wird. Wir bezgichnen /
den Linienzug @,%,%,%,%,, der in der Fig. 2 ;
stark ausgezogen ist, mit C,, und seine
beiden Teile, in die er durch den Punkt z,
zerlegt wird, mit C,, und Cy .

DaR(g-) = R (— ¢) léngs €, davernd
zunimmt, gelten nach Satz I fiir die Funk-

tion y~ des Satzes II gleichmiBig fiir alle Fig. 2.
Punkte zaufC, ,Relationen von der Form 27)

y- (Qﬁ, Q) =19 (x, Q) -+ Q"”""'l e 9@ (1) {
g (2, 0) = v~ (@, @) + ¢ "€ ¢IPO (1) | z auf C,.
Weiter sei y, eine Losung der Differentialgleichung (1), die im Punkte 2,

und damit auf ganz C,, asymptotisch durch p- dargestellt wird. Fir sie
gelten die Relationen

g, (@ 0) =1 (w0) + o ™ 1 9D 0 (1))
v (@ 0) =9 (@ o)+ g meer@o () | ° o
und zwar gleichmiBig fiir alle z auf Cg,,.

SchlieBlich sei 2+ eine Lésung von (1), die im Punkte #, und damit auf
ganz C,, durch die eben eingefiihrte asymptotische Losung 3* dargestellt wird:
7 (3, 0) = 3% (2,0) + 07" 70 0(1)
2 (z, 0) = 3+ (, 0) + ¢~ " eI® 0 (1)
wieder gleichmiBig fiir alle z auf C,.

y, und z* sind fiir geniigend grofle ¢ linear unabhingig. Denn die
Wroxskische Determinante

.

(35)

(36)

(37) z auf Cp,,

9 eI @0(1) gt F o T 70 ()
0T 00 (1) 3 e me0 (1)
-4+ 0710(1) ko701
—ogdh +0 () og’kt +0 () |,
= 2 og' (o) b (20) k*(z0) + O (1).

(38)

% =Zg

= Zg



188 H. Seifert.

Dies ist == 0 fiir geniigend groSe ¢; denn nach (4) und (5) verschwinden ¢/, &~
und k* nirgends in &.
Es liBt sich somit y~ linear durch y, und 2" ausdriicken:

(39) y (@, @) = s(0) ¥y (z, 0) + 1(0) #' (2, 0);
ebenso gilt fiir die Ableitung
(39) y (2, 0) = s(0) 9 (@ 0) + t(e) 77 (w o).

Bildet man diese Gleichungen insbesondere an der Stelle z = z;, so 148t sich
s(p) asymptotisch durch Auflésen der beiden Gleichungen (39) und (39")
berechnen unter Benutzung der Relationen (35), (36) (87), die ja im Punkte x,
gelten:

iy"‘ z+ y— z"' 3
S(Q)z YRR ?, P

Y z Yo *

+ e eT0(1) 3t om0 (1)

y L em e H0) g gm0 ()

Y e B0 5+ e 0 ()
+oTmem¢90(1) o770 (1)

l

n
3t . N R
=w{§g + o 0(1)}~{ , 3+,s+9 0(1)}'

3+r ‘ I)M
Benutzt man noch (38), so folgt schlielich
(40) s(e) =1+ ¢ "0 (1).

Zur Bestimmung von #(p) bemerke man, da8 y~ fiir reelle z, also ins-
besondere fiir negative « reell ist und daB 3+ und p~ fiir negative z konjugiert
komplex sind. Daher ist

y=—y =3 =s(e){p-+ o7 " le(x, 0) e +
+e) FT+ o T b(m @) # % —p7 — 37
fiir negative z reell. Dabei sind die in der ersten Gleichung (36) bzw. (37)
auftretenden Faktoren O (1) genauer mit ¢(2, ¢) und b(x, o) bezeichnet worden;
sie sind gleichmiBig beschrinkt fiir alle z auf €, bzw. 0, also jedenfalls
fiir alle = des Intervalles .
(41) - T, =2 =< @
Fiir den letzten Ausdruck kann man aber schreiben
42) y~—9 —3" =(s(e) — Dy~ + (tle) — 3" +
+s(e) 07 ™ " Te(z, 0) €9 + t(0) 0 " b(w, 0) ¢
= (t(0) — 1) 3" +t(e) e ™ 'b(w, @) 9P + 07 " (2, 0),
wobei f(z, ) im Intervalle (41) fiir gentigend groBe o gleichmiaBig beschrinkt
ist, da |e?9] = 1 fiir negative @ ist. .
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Aus der Realitdt von (42) folgt, daf§
(43) Q" t(e) = 1)
fiir ¢ — o beschréinkt bleiben mu. Denn wire das nicht der Fall, so gibe
es eine nach o strebende Folge o1, 0o, ... derart, da8
(44) 1}:0 [l * o) — 1) = @
wiire. Inshesondere wire ¢(g,) — 1 < 0 fiir geniigend groBe p,, so da$ man
{42) fiir solche o, auch umformen kann in

t(o
@) (o) — 1) |5 (@e) + ;ﬁ—l—(%—:-l—)bu o) €™ 4
Nun gehen aber die letzten beiden Glieder der geschweiften Klammer wegen
(44) fiir alle » des Intervalles (41) gleichmiBig nach Null, wenn v — oo geht,
so dafl man fiir (45) mit Benutzung von (34) schreiben kann
(46) (tle) — ) (@) " + 2 (@, o)}
worin

fEo)
" ey — 1l

lim ¢ (z,0,) =0
Yo OO

gleichmiBig fiir alle # des Intervalles (41) gilt.

Wenn (46) reell sein soll, so muB der Arkus der geschweiften Klammer
bei festem ¢ unabhingig von z sein. Wir wihlen nun o, so groB, da8
L |e(z, 0)] < 3|k*(2)] fiir jedes = des Intervalles (41) ist (Jk* ()| ist in
diesem ganzen Intervalle positiv), und II. so groB. da8 der Arkus von
W9 (#) in demselben Intervalle um mindestens 2z sich dndert. Auf Grund
der ersten Annahme unterscheidet sich der Arkus von ™ &+ (%) von dem-
jenigen der ganzen geschweiften Klammer um weniger als %;—t , weil sin -J—é— = é—
ist, so daB auf Grund der zweiten Annahme der Arkus der Klammer nicht
konstant sein kann. ™% !(¢(o) — 1) bleibt somit fiir o —> o beschrénkt.
Es gilt also
(47) t@ =1+ ™10().

Somit ist im Intervalle (41) nach (35), (36), (40) und (47)
Y= (@ o) = s(0) ¥, (, 0) + t(e) 7" (2, 0)
=97 (%0 +3 (@ e) + o "10()
=2R((z, 0)+ o " 1O().
Damit ist die erste Formel (28) von Satz IT bewiesen. Die zweite
Formel (28) folgt durch Differentiation:
¥ (%, 0) = 3(0) ¥z (%, 0) + t(e) 2" (w, @)
=97'(z, 0) +37 (%, 0) + 07 "0O(1)
=2%R (97" (2, @) + ¢ "O(1).
Der Beweis von Satz II ist damit gefiihrt.
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§ 4.
Beweis von Satz IIL.

Es sei y~(%, 0) die in Satz II eingefithrte Losung der Differential-
gleichung (1). Sie ist fiir reelle @ reell und erfiillt in den Punkten z, und z,
die asymptotischen Relationen (27) und (28). Es sei ferner 95 (2, ) eine
Lésung der Differentialgleichung (1), die im Punkte x, des §-3, Fig. 2 asym-
ptotisch durch n* (z, g) dargestellt wird. Nach Satz I gilt dann diese Dar-
stellung auch in den Punkten 2, und w,, d.h. es gilt

¥ (2, 0) =9+ (%, 0) + Q”m"le(’g(ﬂ?)()(l)
¥ (@, 0) = 97 (2, 0) + ¢ "D O(1)

Wir haben in y; und y~ zwei Losungen von (1), die sowohl im Punkte z,
als im Punkte z, asymptotisch bekannt sind. Wir berechnen ihre WRONSKI-
sche Determinante in z,

v ¥ Iyt om0 (1) pm T e0 (1)

i
s = |

0y e T 0 e mE0Q) b R0 oy,
= — 2 04 (z,)h (z,)h(2,) + O (1).
Da dieser Wert wegen (4) und (5) = 0 ist fiir geniigend groBe ¢, so sind g
und y- fiir geniigend groBe ¢ linear unabhingig. :
Wir hitten die Determinante auch folgendermaBen umformen kénnen:

(43) r = z, oder z,.

+ — | -+ -
Y Y ’ y» B —m
49 ’ ] = | ! —1 + 0 (1).
( ) yg tzaxp H y Y gtx:xp ¢
Da die rechts stehende Determinante reell ist, so folgt fiir den Imaginirteil
Y ¥ _ -m
50 | ’ YRS 0 1 .
(50) I b =mo

Dies gilt zuniichst im Punkte z = z,, aber ebenso in z = #,. Denn nach
einem bekannten Satze ist

It
— N - - —_— {xydz
y‘;;_-' 3/---1'i z‘y‘?r y_ri e zppx
y(} y %x-&zﬂ‘ ;yg y = 2p
und der Exponentialfaktor ist reell. Benutzt man in (50) die asymptotischen
Darstellungen (48) und (28) von ys und y~ im Punkte z,, so ergibt sich weiter

wegen

(51)

>

v ¥ ,|R0Y) R 30" R | A
Yo y"{;zm,,” 2 ‘91(0"') %(n")zz=%+ 213+ %(n“’)ixmf e "om
die Formel .

30" R |

(307 RO =2
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Wir kommen nun zu der Losung y*(x, o) des Satzes ITL. Sie 1aBt sich
linear ausdriicken durch die linear unabhingigen Losungen y; und ¥ :

53) v =29+ POV
y =al@y +HW@Y -
Zur Berechnung von o und f setzen wir darin ¢ = , und finden

vy W Y| % Y

vy’ ly"" y' Y —y Y
(54) w=—— = T

|9, Y, RLIE

1Y% ¥ Yo Y

Die zweite Determinante des Zahlers ist nach (48), (29) und (28) gleich
L i) +eT™TIO() 2R +e"TIO()
—i30T) + e "0 2RO +eTmOM

_ 30T Ry, —m — ™
=20 30 R a0 = om0

wegen (52). Bedenkt man noch, daf die Nennerdeterminante von (54) nach
(49) und (51) gleich
ap +0 (1) (@ = const = 0)
ist, so folgt
a(e) =1+ "710().
Ebenso ergibt sich fiir f (¢) der Wert
+ _

ﬁ(e)=]y§ Y : y§ v, =0(1),

U Y amzn Yo Y lz=zm
denn die Zahlerdeterminante ist auf Grund von (48) und (29) gleich ¢ O (1).
Setzt man die gefundenen Abschitzungen von o und g in (33) ein, so
ergibt sich
v (@, 0) = (L + 01 0() {v* (2, @) + ¢~ ™1 7 O (1)}
+0 () (g, 0) + "1 PO)

= v (2, 0) + 0 "1 T PO
und ebenso

9 (2 @) = 0¥ (3 0) + TP O,

Damit ist Satz II1 bewiesen.

§5.
Beweis von Satz IV.

Wir konnen annehmen, da8 das im Satz IV genannte Intervall n der
negativen reellen Achse den Punkt x, enthalt. Es sei y(, o) diejenige
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Losung der Differentialgleichung (1), die im Punkte x, dieselben Anfangs-
werte besitzt wie vy, das heiBt es sei
Y1(Zn> @) = D (20> @),

~ y}',(ﬁm o) = 1), (%> Q)‘
Nach Satz I gilt dann in n gleichmaBig
n(@ o) = 9(z 0) + o "0,
Y1(2, 0) = v'(z, 0) + 2" ™O(1).
Subtrahiert man von den mit 2 multiplizierten Relationen (33) die Rela-
tionen (55), so kommt zunichst fixr ¢ = =,
2y(@ 0) — y1(z, 0) = v(z 0) + o 71O,
2y (2, 0) — ¥ (=, 0) = 9'(z, @) + ¢ "O(1).
Darin bezeichnet der Querstrich den konjugiert komplexen Wert. Nun ist

aber 1(z, o) auf der negativen reellen Achse wieder eine asymptotische Ldsung
(im Falle y = p~ haben wir sie in § 3 mit 3* bezeichnet). Daher gelten die
Relationen (56) nach Satz T gleichmiBig fiir alle # in n. Durch Addition von
{55) und (56) folgt die gleichmaBige Giiltigkeit von (33), also die Behauptung
des Satzes IV,

(55)

(56)
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