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Zur Frage des Gleichgewichts von Vierecksnetzen
aus verknoteten und gespannten Fiaden ).

Zum 80. Geburtstag von S. FINSTERWALDER.

Erster Teil:
Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen (Kapitel I und II);
Kennzeichnung, Ubersicht und kurze Beschreibung der all-
gemeinsten Netze besonderer Netzklassen (Kapitel IITundIV).

Von

H. Graf und H. Thomas in Darmstadt.

1. Fadennetze mit allgemeiner Spannungsverteilang und allgemeiner
Netzstruktor.

Ein einfach zusammenhingender Bereich einer offenen, im Sinne der
Differentialgeometrie reguliren Fliche, den wir im folgenden kurz ,Fliche*
nennen wollen, sei mit einem ,Netz‘ aus zwel Kurvenscharen iiberzogen. Dabei
sei der einfach zusammenhingende Bereich das topologische Abbild eines
konvexen, einfach zusammenhingenden Bildbereiches der Euklidischen
Ebene, und die beiden Kurvenscharen des Netzes seien das topologische Abbild
von zwel nicht zusammenfallenden Scharen paralleler Geraden innerhalb
des Bildbereiches. Wir denken uns Fliche und Netzkurven modellmaBig
realisiert: Die Flache als starre und glatte Schale, das Kurvennetz als Faden-
netz, dessen Fiden in den Kreuzungspunkten miteinander verknotet sind.
Dabei seien die Fiden ideale Fiden, d.h. unendlich diinn, undehnbar, ge-
wichtslos, ohne Zwang verbiegbar, ohne Reibung auf der Fliche gleitend und
hierbei stets in der Fliche verbleibend. Wir lassen in den Randpunkten
unseres iiber das Flichenmodell ausgebreiteten Fadennetzes ,Randkrifte’
in Richtung der Fiden angreifen. Diese Randkrifte konnen stets so gewihlt
werden, daB sich das Fadennetz im Gleichgewicht befindet. Dabei werden
die Netzfaden im allgemeinen einen Druck senkrecht zur Trégerflache ausiiben.
Wir fragen, ob beim Ubergang zu einem Fadennetz mit infinitesimalen Maschen
und mit infinitesimalen Randkriften sich Fliche, Netz und Randkrifte so
bestimmen lassen, daB in allen Flichenpunkten die von dem Netz auf die
Fliche ausgeiibten Druckkrifte Null werden. Dann ist die starre Fliche als
widerstandgebender Triger fiir das Fadennetz zur Aufrechterhaltung des

*) Vergl. hierzu: 8. FINSTERWALDER, Mechanische Bezichungen bei der Flichen-
deformation, Jahresberichte der D. M. V. 6 (1899), S.67ff.
Mathematisehe Zeitschrift. 48. 13



194 H. Graf und H. Thomas.

Gleichgewichts entbehrlich; das in den Flichenrand eingespannte Fadennetz
erzeugt fiir sich allein ein ,Fadenmodell’ der némlichen Fliche ).

Unser gesuchtes Fadennetz, das sich unter dem Einfluf von Randkriften
im Gleichgewicht befindet, bestehe aus den Parameterkurven der Tragerfliche
% = ¥ (4, v). Um die Fadenspannungen lings der Kurvenscharen v = konst.
(u-Linien) bzw. v = konst. (v-Linien) auf eine noch genauer zu erklirende
Weise zu kennzeichnen, fithren wir zwei stets positive2) Funktionen o, (¥, v)
und o, (%, v) ein. Fiir diese und alle weiteren Funktionen, die wir spéter noch
einfithren werden, setzen wir Regularitit voraus. Wir fragen jetzt nach den
Bedingungsgleichungen, die zwischen den Grundgrofen erster Ordnung
E, F, G und zweiter Ordnung L, M, N der Trigerfliche und den Spannungs-
funktionen o;, oy des Fadennetzes bestehen.

Zunichst denken wir uns die Parameterkurven auf der Fliche zu zwel
Folgen diskret aufeinanderfolgender Kurven angeordnet und zwar so, daf sich
bei ihrer topologischen Abbildung in die u/v-Ebene — mit « und » als recht-
winkligen Kartesischen Koordinaten — zwei Folgen paralleler gleichabstehen-
der Geraden mit dem Abstand A4¢ ergeben. In jedem Knotenpunkt unseres
diskreten, im allgemeinen krummlinigen und ungleichmaschigen Vierecks-
netzes auf der Fliche, dem also ein geradliniges und gleichmaschiges Quadrat-
netz in der u/v-Ebene entspricht, werde nun mittels der eingefithrten Span-
nungsfunktionen den beiden hindurchgehenden Fiden zundchst jeweils der
Spannungsbetrag At oy (u, v) bzw. At 65(u, v) zugeordnet.

‘Wir ersetzen nun iiberall die Kurvenbégen unseres Vierecksnetzes darch
deren Sehnen, denken uns das so entstandene Sehnennetz wieder durch
verknotete und gespannte {andere) Faden realisiert und fragen nach den
Gleichgewichtsbedingungen in einem beliebigen Knotenpunkt P des Sehnen-
netzes. Wir betrachten die vier Sehnenvektoren Ax;, A4%; bzw. 4z, 4%,
die vom Knotenpunkt P aus nach den beiden jeweils benachbarten Knoten-
punkten auf der w-Kurve bzw. auf der »-Kurve zielen:

Axy = s(u+At0) —x(w0) = Aizy+ 0 5+ A3(--),
4% = x(u—At,0) — x (4,0) = — Atx“+.4_2tjxuu+ At3(--),
Axy = x(u,0-+4t) — x (u,v) = Atx,,-{—ézﬁxw-{- At3 (),
A% = 3 (w0 — A1) — x (4,9) = — Atssv—g—ﬁzt—zxw.{— A3 ().

1) Diese Vierecksnetze lassen sich nicht nur als im Gleichgewicht befindliche
Fadennetze, sondern auch als ,wackelige’ Kurvennetze mit starren Vierecksmaschen
deunten; vgl. hierzu etwa R. SAUER, Wackelige Kurvennetze bei einer infinitesimalen
Flichenverbiegung. Math. Annalen 108 (1933), S. 673.

%) Ein Vorzeichenwechsel der Funktionen o, und o, wiirde den Ubergang von Zug-
zu Druckspannungen bedeuten; Druckspannungen kann aber unser Fadennetz nicht
aufnehmen.
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Als Einheitsvektoren ¢ = V% in Richtung dieser vier Sehnenvektoren
x

ergeben sich hieraus entsprechend:

~ x 4t/ G,x

I Sty ek & Pt 2k t2(--).
¢ +5 (7 2GVG)+A ()
Wir wollen nun den Sehnen als Fadenspannungen jeweils die Mittelwerte der
Spannungen in den Sehnenendpunkten, d.h. in den Knotenpunkten unseres
Netzes zuerteilen und erhalten demgemi8 fiir unsere vier von P ausgehenden
Sehnen die Spannungsbetrége:

Akl_ (0'1 (w+A4t,v) + 01 (u,0)) = Atal—}- (01)u+At (++),
Ak = 7(0'1 (u—A41,9) + 01 (¥,0)) = Aty — —‘é"(gl)u + 43 (--),
Ak, = f‘;(az (0, 04+ 4t) + 03 (4, 0)) = Aty + “o (03), + AL3(-+),

Ay = 5 (00 (0,0 A1) + 0y (w,0)) = At — 22 (33), + A3 ().

Die in dem Knotenpunkt P des Netzes zusammenlaufenden beiden Sehnen
des zur w-Linie bzw. zur v-Linie gehtrenden Sehnenpaares besitzen somit
jeweils im Mittel den Spannungswert } (4%; + Alzl) bzw. % (dks + Ak,),
der bis auf GroBen der Ordnung 4¢3 mit dem urspriinglich dem Knotenpunkt P
zugeordneten Spannungswert At ¢, bzw. At o, iibereinstimmt. Damit nun
in dem Knotenpunkt P Gleichgewicht herrscht, mufl die Vektorsumme der
vier dort angreifenden Krifte verschwinden; wir erhalten somit die Gleich-
gewichtsbedingung

Ak1€1+Az1€1+Ak2€2+A7;2€2=D,

d. h. :
(= Dot o+ (T — o) oy o 2 (o) 2 (0 + AL(-) =0
VE  28(® 7 " roye) ot Ot i |

Die linke Seite dieser Gleichung stellt einen Vektor dar, der verschwinden

soll; es miissen daher die inneren Produkte des Vektors mit drei nicht kom-

planaren Vektoren, etwa den Tangentenvektoren x,, ¥, und dem Flichen-
13%*
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normalenvektor ¥, X x, verschwinden, also die folgenden drei Beziehungen

gelten:

2GF, —FG,—GG
2aV@

via”(al)u+%<oz),+ ¥ gy At(-+) = 0,

5 F — —
VG (0'2)1; + VE(GI)“ + 2EF“ FE“ EE” [5} -+ At( ') = Oa

2EVE

L N
—_— _— t .. == 0.
VE01+VGO'2+A( )

Wi fithren jetzt den Grenziibergang Az — 0 durch, der unser Vierecksnetz
aus den Sehnen der Parameterkurven in das enfindtesimale Vierecksnetz
aus den Parameterkurven selbst iiberfithrt und erhalten nach einer fiir das
Folgende zweckmiBigen Umformung:

VE (o) — (Vé)u oz + (%é VE_%)v =0,
@ V& (@), = (VB)oor + (5= Vo) =0,
‘EILVE% + %7“‘/502 = 0.

Diese Gleichungen besagen, daf sich das Parameternetz als infinitesimales
Fadennetz unter dem Einflufl von infinitesimalen Randkrdften im Gleichgewicht
befindet. Die GrundgréBen erster und zweiter Ordnung der Trigerfliche
unseres im Gleichgewicht befindlichen Fadennetzes geniigen neben diesen
Gleichgewichtsbedingungen (I) auch noch den Flichen-Grundgleichungen
von Copazzi und Gauss, also insgesamt sechs partiellen Differential-
gleichungen. Es erweist sich als méglich und zweckmafig, in diesen sechs
Gleichungen die GrundgréSen durch Grofen zu ersetzen, die fiir die Fliche
und die Parameterkurven von unmittelbarer geometrischer Bedeutung sind.

Diese Grofen sind fiir die w-Linien  bzw. o-Linien
die Bogenléingenfunktionen3) & = VE > 0 bzw. s = V6 > o,
die Normalkriimmungen ny = %,— bzw. ny = %,
der Schnittwinkel = arc cos Vg_—_é =+ 0,

5 ceq _ o -
das ,,Schrinkungsmal‘ ¢) m e

3) In jedem Netzknotenpunkt haben also die beiden hindurchgehenden Faden
die Langenelemente s,d# bzw. sydt und sind mit den Kraftelementen c,dt bzw. o,d¢
gespannt.

4) Das Schrinkungsma8 ist ein Ma8 fiir die ,,Unebenheit der Maschenvierecke®
(Verschriinkung) des infinitesimalen Netzes (vgl. hierzu etwa SCHEFFERS, Theorie der
Flichen, S.250).
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Nach Einfithrung dieser GroBen lauten die Gleichgewichtsbedingungen (I):
(01)u 81 — (82)u 03 + (03 81 CO8 @), =0,
(62)0 Sg — (sl)v oy + (61 82 COS w)u =0,

T2 Ny 0181 -+ Mg 05 83 = 03

Iy

und die Grundgleichungen:

(1), 81 — My, 83 = {(1), (2 €OSZ @ — 1) — (83),, COS @} = sma 4+
+ {(82)u — (s1)v cos @ + 22 (cos2),} = —-——— +
+ {(51)0 — (82)u COS @ — 85 (COS W)y} —mir i
I3)
(Mo)y 82 — Mys1 = {(82), (20082 0 — 1) — (1), COS @} ——2— sz —~ +
“1’ {(sl)v - (SZ)u cos + . (coszw),,} Sln2 w +
+ {(52)u — (51)» COS @ — 87 (cos w),,} éTnT
(I14) K="T1"" m? — Oy pt (8 G2)uT (51 91)7:

sin? @ 8, 8 8in @

Dabei sind K das Gauvsssche Kriimmungsma8 der Fliche und

(83 €08 @)y, — (81) {81608 w), — (82)y
92 = —sine

(I5) 91 = 818 sinw ’ sy 89 8in w

die geoditischen Kriimmungen der u-Linien bzw. v-Linien. SchlieBlich hat
man noch fiir die mittlere Kriimmung H der Fliche:

(16) H =

Ny — 2m cos » 4 n,
2sin? o :

Da fiir die Netzkurven sowohl die Bogenlingenfunktionen s; und s, als
auch die Spannungsfunktionen o; und o, als stets positiv eingefiihrt sind,
so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (I 2), da die Normalkriimmungen
%y und ny der Netzkurven in jedem Knotenpunkt entgegengesetzte Vorzeichen
haben oder aber beide zugleich verschwinden; letzteres besagt, dafl an der
betrachteten Stelle die Netzkurven in Richtung der Schmiegtangenten
verlaufen. Die Trigerfliche muf also in jedem Punkt negativ gekriimmt oder
eben sein.

Zusammenfassung. Fir jedes, unter dem Einflufl von infinitesimalen
Randkriften im Gleichgewicht befindliche infinitesimale Fadennetz und seine
Tragerfliche gelten die Gleschgewschtsbedingungen (11), (12) und die Grund-
gleichungen (13), (14). Diese Gleichungen stellen die Bedingungen fir das all-
gemeinste derartige Fadennetz dar, da weder an die Fadenspannungen noch an
die Netzstruktur noch an die Netzkurven selbst irgendwelche besonderen For-
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derungen gestellt sind. Die Trigerfliche mup in jedem Punkt negativ gekriimmi
oder eben sein.

Den Fall der Ebene als Trigerfliche wollen wir jedoch fiir alles Folgende
von der Betrachtung ausschliefen.

11 Fadennetze mit isotroper Spannungsverteihing und rhombischer Netzstruktur.

Unter unseren im Gleichgewicht befindlichen Fadennetzen mit infinitesi-
malen Fadenspannungen und mit infinitesimalen Netzmaschen betrachten wir
jetzt spezielle Netze, die isotrope Spannungsverteilung wund rhombische Netz-
struktur besitzen sollen. Die isotrope Spannungsverteilung im Netz sei dabei
durch die Forderung erklirt, dag in jedem Knotenpunkt des Netzes die
Elementenpaare der Fadenspannungen einander gleich, also 67 = 0, = o sein
sollen; in entsprechender Weise kann die rhombische Struktur des Netzes
durch die Forderung erklirt werden, daB in jedem Knotenpunkt des Netzes
die Elementenpaare der Fadenldngen einander gleich, also sy = s; =3
sein sollen.

Fiir 67 = 05 = o und s; = sz = § lauten die Gleichgewichtsbedingungen
(I1) und (12):

(IT1) o,s — 5,0 + (Fscosw), = 0, 06,5 — 8,06 + (6scosw), = 0,
(112) By = — g = N;
und die Grundgleichungen (I 3) und (I4):

. 1
n,,wm“={-———s-:—sm2w +-2—(eos w)u}siifw—l—
. 1 2
(I13) + {2 =% oso + 7 o ol
. 1 2
Ny + My = {—%"—snﬁw + 5 (cos w),}sm;lw_
— {Z’!i —_ ‘%‘— cos w + —i— (cos? a)),,} si2n:nw N
(1L 4) K= — 0?4 m® - @yt (592)uT(801)s.
sin? o s?sinow i
dabei hat man fir die geoditischen Kriimmungen der Netzkurven:
. (8 CO8 )y, :{2 . (scos @), —8,
(115) L 92 = 2sinw
Ferner erhilt man wegen #; = — np jetzt fiir die mittlere Kriimmung:
(11 6) = .—%nf;% m.

Zum Schluf dieses Kapitels wollen wir die Gleichgewichtsbedingungen (IL 1)
durch drei Bezichungen ersetzen, die abwechselnd den Schnittwinkel o, die
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Spannungsfunktion ¢ und die Bogenlingenfunktion s nicht mehr enthalten.
Die Elimination von w — partielle Ableitung der Gleichungen (II 1) nach
% bzw. v und anschliefende Subtraktion — liefers:

Suu— Spu —_— Ouu——0yy
aIim - —Te

Die Elimination von ¢ — Auflosung der Gleichungen (IT 1) nach 2 und "’:

Oy

- = {%‘- (cos2w + 1) — 223 cos @ -+ %—(0082(,0),, - (cosw),,}

sin? e’
G’v
o

3, $ 1
= {?" (cos2w + 1) — 2 T;—‘— cos w + 1 (cos?w), — (cosw)u}m,

partielle Ableitung dieser neuen Gleichungen nach v bzw. % und anschlieBende
Subtraktion — lefert:

[nieme),, + (Bt

(I 8)

. 1—cosw (Ins), —(n s), cos w

- {In 1 4-cos w}w { sin? }v'

Die Elimination von s — véllig analog der von o — liefert:

{hl 1+ cow} + 4 {(ln 6), + (In @), cos w}

1—cosw sin? @
119)
. 14 cosw (In o), + (In o), cos @
- {ln 1 — cos (u}'vv 4 { sin? o }v

Zusammenfassung. Fir Fadennetze mit isotroper Spannungsverieilung
und rhombischer Netzstruktur gelten statt der allgemeinen Qleichgewichisbedin-
gungen (11) und (12) jetzt die Gleichgewichisbedingungen (II1) und (II2),
an deren Stelle auch je zwei der hieraus abgeleiteten Beziehungen (I17), (11 8)
und (I19) treten konnen. Die Tragerfliche geniigt statt den allgemeinen Grund-
glewchungen (I3) und (I4) jetzt den Grundgleichungen (I13) wnd (II 4).

II1. Vier besondere Klassen von Fadennetzen mit isotroper Spannungsverteilung
und rhombischer Netzstruktur.

Von unseren infinitesimalen Fadennetzen mit isotroper Spannungs-
verteilung und rhombischer Netzstruktur, die unter dem Einflu8 von Rand-
kriften im Gleichgewicht sind, betrachten wir in diesem Kapitel vier be-
sondere Klassen. Bei jeder Klasse ist an das Netz noch je eine zusitzliche
Forderung gestellt.

a) Geoditische Fadennetze, d. h. Fadennetze, bei denen die Netzkurven
geodétische Linien der Tragerfliche sm.d Sie geniigen der zusitzlichen Be-
dingung g, = go = 0.
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Aus g1 =g2 =0 folgt auf Grund der Gleichungen (II5):
(s cos w), — s, = 0, (s cos w), — 8, = 0.
Mit Riicksicht hierauf lauten die Gleichgewichtsbedingungen (II 1):
s (0, +06,c080) =0, s(0,+0,c080)=0,

Wora,u's sich wegen s == 0 == sinw sofort o als eine Konstante, etwa = 1, ergibt.
Umgekehrt lauten fiir ¢ = konst. == 0 die Gleichgewichtsbedingungen (IT1):

(s cos w), — s, = 0, (s cosw}, — s, = 0;

hieraus ergibt sich auf Grund der Gleichungen (IT5) und wegen s == 0 == sinw
wieder ¢; = g2 = 0.

Bei geoditischen Fadennetzen®) mat isotroper Spannungsverteilung haben
also alle Fiden iiberall die gleiche Spannung. Umgekehrt haben Fadennetze
mit iiberall gleicher, micht verschwindender Fadenspamnung stets geoddtische
Netzlinen. .

Um nunmehr auch den Schnittwinkel o und die Bogenlingenfunktion s

der Netzkurven zu bestimmen, setzen wir zuniichst in der Gleichgewichts-
bedingung (I19) ¢ = 1 und erhalten die Differentialgleichung:

LRes e LEeer I

l1—cosw 1—cosw

in deren allgemeiner Losung

14-cosw _P-@

Inm@ =P —-—mh@, dh cosw= 710
P(u—+v) und Q(»—v) willkiirliche, nicht verschwindende Funktionen der
angegebenen Argumente sind. Trigt man schlieflich die fiir o und w ge-
wonnenen Ergebnisse in die Gleichgewichtsbedingungen (II 1) ein und be-
zeichnet mit ’ die Ableitungen nach dem jeweiligen Argument, so erhdlt man:

P4 8y _~P'-—Q' dh s = P+Q.

P-{—Q’ P P+Q’

5) Dabei braucht die Netzstruktur nicht notwendig rhombisch zu sein; denn der
angegebene Satz 1aBt sich fiir o, = 0, = ¢ auch aus den allgemeinen Gleichgewichts-
bedingungen (I 1) und den Gleichungen (I 5) herleiten. — Bei geodatischen Fadennetzen
kann auch an Stelle der Verknotung ein passendes Ubereinanderlagern der idealen
(also reibungslos iibereinander gleitenden) Faden treten. Solche Fadennetze sind,
sofern ihre Tragerflichen Dreh-, Schrauben- bzw. Minimalflichen sind, bereits unter-
sucht worden. Vgl. H. THOMAS, Uber Flichen, auf denen sich besondere Arten von
Netzen geodtischer Linien ausbreiten lassen. Math. Zeitschr. 44 (1938), 8. 257.
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Fiir geodiitische Fadennetze mit isotroper Spannungsverteilung und rhom-
bischer Netestrultur ergeben sich somit die folgenden Gleichgewichisbedingungen :

. _ _ . P(u+v)—Q (u—1)
(Illal) s= P(u+v) +@Q(u—v), c=1, w=arc cosP(u+v)+Q w—mv)’

(1113:2) Ny = — Ng = M.

Die Trégerfliche des Netzes bestimmt sich aus diesen Gleichungen und den
Grundgleichungen, welche jetzt lauten:

= (3 (F - 9) - 255G
o + {7 “f% +% ( ”,%);:?g} "
T
- -G+ + Qe
(Mat) K= — LD 2y
4(P}{-Q)3{P(2%_%—:)+P( 1;' %;)J'
+0(2 % —5) + Q2G5 G)]

Die erste Grundform
s2(u'2 + 2u'v" cos o + v'2)
der Trigerfliche schreibt sich, wenn wir gemif den Gleichungen (I11a 1)
die Funktionen s und o durch P (u-+v) und @ (u—v) ersetzen, in der Form:

’ ’ ;P"‘ ’
(P+Q)2(u2+ 2u' v P+g+@2>.

Durch eine geeignete Parametertransformation kann nun das infinitesimal-
rhombische u/v-Netz aus den geoditischen Netzlinien iibergefithrt werden
in ein infinitesimal-quadratisches (isothermes) #/o-Netz aus den winkel-
halbierenden Kurven der Netzlinien: wir setzen A (u-+v) = 4, B(u—v) = 9,
wobei 4’2 — P, B'2 = sein soll, und schreiben fir P(u+v) = P(a),
Q(u—v) = Q). Nach einer einfachen Umrechnung erscheint dann die erste
Grundform unserer Trigerfliche in der Liouvitieschen Form®):

(P +Q) (@2 +7v2).
6) Vgl. A. Voss, Uber diejenigen Flichen, welche durch zwei Scharen von Kurven

konstanter geodétischer Kriimmung in infinitesimale Rhomben zerlegt werden. Sitzungs-
berichte der Bayr. Akademie 36 (1906), S. 247.



202 H. Graf und H. Thomas.

Ergebnis. Ein geodiitisches Fadenmetz mit isotroper Spanmungsverteilung
wnd rhombischer Netzstruktur besitzt als Tragerfliche stets eine LriouviLLEsche
Fliche. Die beiden (orthogonalen) Scharen der winkelhalbierenden Kurven unserer
geoddtischen Netzlinien bestehen aus den konfokalen Ellipsen und Hyperbeln
der Liovvirreschen Fliche.

b) Aquidistante Fadennetze, d.h. Fadennetze mit infinitesimalen
Rhomben konstanter Seitenlinge (Tschebyscheff-Netze). Sie geniigen der
zusitzlichen Bedingung s = konst.; wir setzen s = 1 und verfiigen damit
tiber den GréSenmaBstab.

Fiir ¢ = 1 vereinfacht sich die Gleichgewichtsbedingung (II 8) und wir
erhalten die Differentialgleichung:

{hl %i%}uu = {ln i;;oz—z}vo

ihre allgemeine Losung lautet

In E_{g:w mP—InQ, dh cosw=— g;—}j,
wobei P(u-+v) und Q(u—v) wieder willkiirliche, nicht verschwindende
Funktionen der angegebenen Argumente sind. Trigt man schlieBlich diese
Ausdriicke fiir s und o in die Gleichgewichtsbedingungen (II 1) ein, so er-
hilt man:

TS FrQ o Pie
Fiir dquidistante Fadennetze mit isotroper Spannungsverteilung und rhom-
bischer Netzstruktur ergeben sich somst die folgenden Gleichgewichisbedingungen :

= - - Q(u—v)— P (u+-v)
({IIb1l) s=1, o= Plut+v)+Qx—v), o = AT C0S G T Pt e)
(IITbh 2) Ny = — %g = #.

Die Tragerfliche des Netzes bestimmt sich aus diesen Gleichungen und den
Grundgleichungen, welche jetzt lauten:

S  PHQ oy P04 P

(I11b 3) [m"m" - —%(7{:*%}" ‘%(? %)g-wm
[nem ==+ G b5+ §TEm

(Mib4) K= — LD 0 1 ey

4PQ
1 Ql’ Q' 2 Pll P’2
—irralP e - ) T P2F -3 m) +
P’ P Q" Q 2
+02F— )+ e —3%))
¢) Konjugierte Fadennetze, d. h. Fadennetze, bei denen die Netzkurven
aus zwei konjugierten Kurvenscharen der Trigerfliche bestehen. Sie geniigen
der zusitzlichen Bedingung m = 0.
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Fiir m = 0 lauten die Grundgleichungen (II 3):

Ny 2& {cos w),, Ty (cos w),
n s + sin2 e ’ n s + .

sin? @

Durch partielle Ableitung dieser Gleichungen nach « bzw. v und anschlieSende
Subtraktion erhilt man:

{(008 w)u}u - {(008 w)v}p

sin? w sin? o

d. h.
it e
hieraus folgt genau wie im Abschnitt a):
—Q

PLQ’
wobei P(u+v) und Q(u—wv) wieder willkiirliche, nicht verschwindende
Funktionen der angegebenen Argumente sind.

Fiir konjugierte Fadenneize mit isotroper Spannungsverteslung und rhom-
bischer Netzstruktur ergeben sich somit die folgenden Gleichgewichisbedingungen:

Ious — 8,06 +(oscosw), =0, 0,5 —s,0+ (65cosw), =0,

P (u-+v)—Q (u—v)
Pato) 1@ @w—0)

(IIc2) N = —Ne=m, m=0.

CoOsS W =

{IIcl)

l wobel cosw = ist,

Die Trigerfliche des Netzes bestimmt sich aus diesen Gleichungen und den
Grundgleichungen, welche jetzt lauten:

T )
s E= (?gi P—q 1 P L@
- EtsjPQz? {(%)u - (%)v s - P+Q(Q“+ P@) +
Ll P— 2 1 P' !
+(£ﬁ)v—(%up+g 8? +Q QF — P%)}+

s P
; 1 [ P P2
+mora PR — @)+ P2 3w+
, Pl’l Plﬁ II Q
+oak ~ ) +o g - 9%))
Da nach Gleichung (II 6) fiix m = 0 die mittlere Kriimmung H verschwindet,
ist die Tragerfliche hier stets eine Minimalfliche.
Die zweite Grundform
S2(me'2 + 2mu' v + nev'2)
der Tragerfliche schreibt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (IIc2)

in der Form:
nsZ(u'2 — v'2),
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Durch die Parametertransformation v +v = %, 4 — v = 0 fithren wir das
rhombische u/v-Netz aus den konjugierten Netzlinien in das orthogonale
%[v-Netz aus den winkelhalbierenden Diagonalkurven der Netzlinien iiber.
Die zweite Grundform der Trigerfliche erscheint dann in der Form:

ns2u' v,

d. h. die winkelhalbierenden Diagonalkurven des konjugierten Fadennetzes
sind die Schmiegtangentenkurven der Tragerfliche.

Ergebnis. Ein konjugiertes Fadennetz mat isotroper Spannungsverteibung
und rhombischer Netzsirukiur besitzt als Trigerfliche stets eine Munimalfliche.
Die beiden (orthogonalen) Scharen der winkelkalbierenden Kurven unserer kon-
Jugierten Netzlinien bestehen aus den Schmiegtangentenkurven der Minimalfliche.

d) Schmiegtangenten-Fadennetze, d. h. Fadennetze, bei denen die Netz-
kurven von den Schmiegtangentenkurven der Trigerfliche gebildet werden.
Sie geniigen der zusitzlichen Forderung #; = — 0y = n = 0.

Fiir » = 0 lauten die Grundgleichungen (II 3):

My Sy Sy 1 9 }
m {8 s C0se+ g (cos? ), sin® e’
My __ [Sv __ Su L1 2 }
L = {8 5 COS® -+ & (cos2 w), e

Durch partielle Ableitung dieser Gleichungen nach » bzw. « und anschlieBende
Subtraktion erhilt man die Gleichung

{(}n s), — (In s, cos w} _ {(ln 8)y — (In 8),, cos w}
sin? o u sin? @ v’

welche mit der Gleichung (I 8) kombiniert schlieBlich liefert:

1 —cosw 1 —cosw
{ 1 +co_§c;}uu = { 0y -i—cosw}w;

hieraus folgt genau wie im Abschnitt b):
Q—P
e+ P
wobel P(u-+9) und Q(w—v) wieder willkiirliche, nicht verschwindende
Funktionen der angegebenen Argumente sind.

Fir Schmiegtangenten-Fadennetze mit isotroper Spannungsverteilung wnd
rhombischer Netzstruktur ergeben sich somit die folgenden Gleichgewichisbedin-

gungen:

CoOsSw =

0,8 — 8,6 +(0scosw), = 0, 6,5 — 5,0+ (0scosw), =0,
(HId1) . Q (u—v) — P(u-t2)
wobel cos @ = 0(—v) FPwto)

(1116;2) %1=—-n2='ﬁ=0.

ist,
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Die Tragerfliche des Netzes bestimmt sich aus diesen Gleichungen und den
Grundgleichungen, welche jetzt lauten:

(IIIdS){ - s 2PQ s 2PQ P Q/)Q+P’
1@_2_&<P+Q>2_@_P2 @2+ (E+2’)9:13
m s 2PQ s 2P@Q P Q/Q+P’°

P 2
(1d4) K =-— ‘Jg) m?

— e ()~ (%), Q+P+8: Fre+
+(2),~ (), 65 Q+P +% 1;:;3’}—
~ Tl PR -5 T PeT -3 %) +
P
-

+e(2F ) +o2F —3)}-

IV. Vier Sonderklassen der in Kapitel Il betrachteten vier Klassen von Faden-
netzen mit isotroper Spannungsverteilung und rhombischer Netzstruktur.

Es werden in diesem Kapitel Fadennetze, die jeweils zwei der im voran-
gehenden Kapitel IIT betrachteten vier Netzklassen zugleich angehdren, zu
Sonderklassen zusammengefalt und ihre Haupteigenschaften besprochen.
Von den sechs Méglichkeiten zur Bildung solcher Sonderklassen fithren nur
vier zu Netzen im Sinne unserer Problemstellung [Abschnitte «) bis 8)]. Zwei
Maglichkeiten scheiden aus; es sind dies: Fadennetze, die geodétische und
dquidistante Netze zugleich sind, und Fadennetze, die konjugierte und
Schmiegtangenten-Netze zugleich sind. Denn im ersten Fall ergeben die
Gleichungen (I15) fiir g; = ¢2 = 0 und s = 1 unmittelbar «© = konst.; im
zweiten Fall ist » = m = 0. Beide Fille liefern daher nach Gleichung (I 4)
Trigerflaichen mit verschwindendem (fauss schen KriimmungsmaB K, scheiden
also gemdB der am Schluf von Kapitel I gemachten Voraussetzung aus.

a) Geodiitische Fadennetze, die zugleich konjugierte Fadennetze sind.
GemiB der Forderung, daf} jetzt die Gleichungen (IIl a 1 bis 4) und zugleich
(ITI ¢ 1 bis 4) erfiillt sein miissen, ergeben sich als Gleichgewichtsbedingungen
fiir das Netz:

Putv)—Qu—v)

(Val) s=Pu+o)+Qu—v), o=1, o=arccos z g —0

{IVa2) By = —Ng =0, Mm=20,
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und als Grundgleichungen fiir die Tragerfliche:

wen 3= 3E-§-o55E Tod9 -5

F+er .

- iE¥or {P(Z% @) TPRF -8+

+e(2F—5) +e(2G —3G)}

Aus den Grundgleichungen (IV « 3) folgt durch Integration
/7a
(IVab) n-~2k(‘p_{_@)1I

mit der Integrationskonstanten % == 0 (im Fall £ = 0 wire n = 0 = m,
also die Tragerfliche entgegen unserer Voraussetzung eben), so daB das
Gavsssche Theorema egregium (IV « 4) lautet:

IV 6) P(z%'i QQQ)+P(J#—3 - 4R) 4
+Q2m — ) +e (2 -3 — 4k =0

Unser geoditisches und zugleich konjugiertes Fadennetz muB — als
konjugiertes Fadennetz — stets auf einer Minimalfliche liegen und zwar so,
daB die winkelhalbierenden Diagonalkurven des rhombischen % /v-Fadennetzes
ein orthogonales % /v-Netz aus den Schmiegtangentenkurven der Trigerfliche
darstellen [vgl. Abschnitt ITIc)]. Da aber unser Fadennetz auch geoditisch
sein soll, werden sich fiir Netz und Trégerfliche noch zusitzliche Eigenschaften
ergeben, die jetzt ermittelt werden sollen. Die erste bzw. zweite Grundform
der Trigerfliche

(w24 24 v cosw + v'2) bzw. $2(n4'2 + 2mu' v + ny0'2)

schreibt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (IV « 1), IV « 2) und (IV « 5):

(P-!-Q)Z( '2+2u'vP+Q+'o ) bzw. 2EVPQ (w2 — v'2).

Bei der Parametertransformation ¥ +v = 4, ¥ —o = v vom u/v-Fadennetz
auf das #/v-Diagonalnetz erhalten wir demgemas8 fiir die beiden Grundformen
der Trigerfliche:

AV« 7) (P + Q) (Pw?2 +Q%2) bzw. 2k VPQW ¥,

wobei die Funktionen P («) und @ (), jetzt nur noch von jeweils einem Para-
meter abhidngend, nach wie vor der Funktionalgleichung (IV « 6) geniigen.
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Wie in einer fritheren Arbeit gezeigt wurde?), kann diese Funktionalgleichung
aber fiir k == 0 nur in folgenden beiden Fillen bestehen:

1. P = — @ = konst. Da hierfilr nach Gleichung (IV«7) die erste
Grundform verschwindet, scheidet dieser Fall aus.

2. P = konst. oder @ = konst.; von diesen beiden gleichberechtigten
Moglichkeiten wihlen wir P = C = konst., @ (v) == konst. Wie aus IV« 7)
ersichtlich ist, enthalt jetzt keine der sechs GrundgréBen mehr den Para-
meter u, d. h. die Trigerfliche muB} eine Schraubenfliche (oder Drehfliche)
mit den #-Linien als Bahnschraubenlinien (bzw. Breitenkreisen) sein. Da diese
u-Linien aber zugleich Schmiegtangentenkurven sind, ist unsere gesuchte
Tragerfliche notwendig die Wendelschraubenfliche. Thre geradlinigen Er-
zeugenden und-ihre Bahnschraubenlinien miissen also die winkelhalbierenden
Diagonalkurven unseres u /v-Fadennetzes sein, schneiden also dessen Netzlinien
unter den Winkeln

w 1 C—Q@ @
i§:§uccosa—£% . = 5
Da diese Winkel lings einer Schraubenlinie # = konst. stets konstant sind,
miissen die geoditischen Netzlinien unseres «/v-Fadennetzes durch Ver-
schraubung irgendeines Paares sich schneidender geoditischer Netzlinien aus-
einander hervorgehen. Weiter ist jetzt ersichtlich, da es auf einer Wendel-
schraubenflache mit Riicksicht auf die einfache Mannigfaltigkeit aller Winkel
(@), die zu irgendeiner Schraubenlinie ¥ = konst. gehdren, auch ol ver-
schiedene geodatische und zugleich konjugierte #/v-Netze geben muB.

DaB diese 1 u/v-Netze der Wendelschraubenfliche, welche simtlich das
u[v-Netz der Schmiegtangentenkurven als Diagonalnetz besitzen, tatsichlich
im Gleichgewicht befindliche Fadennetze darstellen, wutde beréits in einer
fritheren Untersuchung®) durch direkten Ansatz nachgewiesen.

Wir zeigen jetzt noch, da8 es insgesamt ool formverschiedene, d. h. nicht
zueinander dhnliche, geoditische und zugleich konjugierte Fadennetze gibt,
und daf wir dabei drei verschiedene Typen unterscheiden kénnen. Da alle
Wendelschraubenflichen zueinander shnlich sind, kénnen wir allen unseren
Fadennetzen eine einzige Wendelschraubenfliche mit der reduzierten Gang-
héhe k = 1 zugrunde legen. Zwei beliebige geoddtische Netzlinien, welche
irgendein u/v-Fadennetz der Wendelschraubenfliche festlegen, schneiden sich
unter dem Winkel () in einem Punkt, dessen Abstand von der Schraubungs-

7} H. THOMAS, Zur Frage des Gleichgewichts von Tschebyscheff-Netzen aus ver-
knoteten und gespannten Fiden. Math. Zeitschr. 47 (1940), S.73.

8) H. TEoMAS, Uber Flichen, auf denen sich besondere Arten von Netzen geo-
datischer Linien ausbreiten lassen. Math. Zeitschr. 44 (1938), S.262.
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achse mit 7 () bezeichnet sel. Fiir diese beiden geoditischen Linien und folglich
fiir alle Netzlinien iiberhaupt gilt dann der verallgemeinerte Crarraursche
Satz:

(r2r 1) sin2 & = a2 > 0.

Den ! Werten der Konstanten a2 entsprechen ool Fadennetze, und zwar
lassen sich je nach dem Betrag von o2 drei Netztypen unterscheiden:

Erster Netatyp: a2 << 1; dann ist 0 =< » < oo. Die geoditischen Netz-
linien schneiden die Schraubungsachse r = O unter dem Winkelfg— = arcsina;

das Netz erstreckt sich also iiber die ganze Wendelschraubenfliche.

Zweiter Netztyp: a® > 1; dann ist Va2 — 1 < r < oo. Die geoditischen
Netzlinien berithren die Schraubenlinie vom Radius 7 = Va2 — 1 (denn fiir
diesen r-Wert wird der Schnittwinkel w = 7); das Netz erstreckt sich also
iiber den ganzen Bereich auf der Wendelschraubenfliche aulerhalb dieser
Schraubenlinie.

Dritter Netztyp: o2 = 1; dann ist 0 <r <C . Die geoditischen Netz-
linien beriihren asymptotisch die Schraubungsachse 7 = 0 (denn fiir diesen
7~-Wert wird der Schnittwinkel » = 7); das Netz erstreckt sich also iiber
die ganze Wendelschraubenfliche mit Aus-
nahme der Schraubungsachse selbst.

Zusammenfassend hat man also fol-
gendes Ergebnis:

Ein Fadewnetz mat isotroper Span-
nungsvertestung wnd rhombischer N etzstruk-
tur, das geoddtisches wund konjugiertes Netz
sugleich ist, besitzt als Trdgerfliche stets
eine Wendelschraubenfliche. Es gibt ool form-
verschiedene derartige Netze, —wobei sich
drei Netztypen wunterscheiden lassen. Die
beiden Scharen der winkelhalbierenden
Kurven unserer Netzlinien bestehen stets aus
den geradlinigen Erzeugenden und den Bahn-
schraubenlimien der Wendelschraubenfliche.

Fig. 1.

Zur Veranschaulichung dieser Fadennetze dient das abgebildete Modell
der Wendelschraubenfliche; die Netzform entspricht dabei dem ersten Typ.

B) Aquidistante Fadennetze, die zugleich Schmiegtangenten-Faden-
netze sind. Gemi8 der Forderung, daB jetzt die Gleichungen (ITIb 1 bis 4)

-
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und (III d 1 bis 4) zugleich erfiillt sein miissen, ergeben sich als Gleich-
gewichtsbedingungen fiir das Netz:

(IVB1l)s=1, o =Pu+v)+Q(uw—1v), o=arccos
IV B2) n =20,
und als Grundgleichungen fiir die Trigerfliche:

Q (u—v)— P (u-v)
Qu—o) P (utv)

wes) =gz -Gerr w=sFtGlers
(IVB4) .K==_<i;gﬂw

P 19

4,(P1+Q){P(2% QQ*)'*‘P( —3%) +

Q 2
+e(2% -5 +0(2G —3%))

Aus den Gleichungen (IV g 3) folgt durch Integration

V5o
{IV B5) =2kp4 0
mit der Integrationskonstanten k == 0 (im Fall 1 = 0 wire m = 0 = =, also
die Tragerfliche entgegen unserer Voraussetzung eben), so daf wir fiir das
Gavusssche Theorema egregium (IV §4) jetzt

(1VB6) P(z%—'—-%:)JrP(zﬁ-gﬁ—uz)-;-
b ) oa s —ak) -

und fiir das Gauvsssche Krimmungsmal
K = — k2 = konst.

erhalten. Die Trigerfliche unseres Fadennetzes ist also eine Fliche konstanter
negativer Kriimmung. Zu ihrer genaueren Bestimmung fiihren wir durch die
Parametertransformation % +» = %, % — v = » unser thombisches u/v-
Fadennetz aus den Schmiegtangentenkurven'in sein orthogonales % /v-Diagonal-
netz aus den Kriimmungslinien der Trigerfliche iber. Hierbei gehen die
beiden Grundformen der Tragerfliche [vgl. die Gleichungen (IV £ 1), (IV 82)
und (IV 85)]

w2424 v 19— —{—'0’2 bzw. 47<:V—-~

Q+F Pr¢*
iiber in
1 ' Y = =
(IVgT) m(Qu2+Pv2) bzw. kl‘i—;;( 2 —7'?),

wobei die Funktionen P (%) und @ (v) , jetzt nur noch von jeweils einem Para-
meter abhingend, nach wie vor der Funktionalgleichung (IV f 6) geniigen.
Diese Funktionalgleichung ist identisch mit der im vorangehenden Abschnitt
betrachteten Funktionalgleichung (IV « 6), kann also fiir k£ + 0 wieder nur
in den folgenden beiden Fillen bestehen:

Mathematische Zeitschrift. 48. 14
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1. P = — @ = konst. Da hierfiir nach Gleichung (IV 87) die erste
Grundform unendlich wird, scheidet dieser Fall aus.

2. P = konst. oder @ = konst.; von diesen beiden gleichberechtigten
Moglichkeiten wihlen wir wieder P = C = konst., @(v) # konst. Wie aus
(IV B 7) ersichtlich ist, enthélt jetzt keine der sechs Grundgréfen mehr den
Parameter %, d.h. die Trigerfliche muB eine Drehfliche (oder Schrauben-
fliche) mit den «-Linien als Breitenkreisen (bzw. Bahnschraubenlinien) sein.
Da diese @-Linien aber zugleich Kriimmungslinien sind, ist unsere gesuchte
Fliche notwendig eine Drehfliche.

Da8 tatsichlich die Schmiegtangentennetze aller Drehflichen konstanter
negativer Kriimmung im Gleichgewicht befindliche Fadennetze darstellen,
wurde bereits in einer fritheren Untersuchung?) durch direkten Ansatz nach-
gewiesen.

Wir haben somit folgendes Ergebnis:

Ein Fadennetz mit ssotroper Spannungsverteilung und rhombischer Neiz-
struktur, das dquidistantes und Schmiegtangenten-Netz zugleich ist, besitzt als
Trigerfliiche stets eine Drehfliche konstanter negativer Kriimmung. Entsprechend
den ool formwerschiedenen Trigerflichen gibt es oo formwerschiedene derartige
Netze, wobei sich entsprechend den drev Typen der Trigerfliche auch drei Nevz-
typen unterscheiden lassen. Die beiden Scharen der winkelhalbierenden Kurven
unserer Netzlinien bestehen stets aus den Meridiankurven und Breitenkreisen
der Drehfliche.

Modelle zur Veranschaulichung dieser Fadennetze sind in der erwédhnten
Arbeit7) abgebildet.

y) Geoditische Fadennetze, die zugleich Schmiegtangenten-Faden-
netze sind. Da geoditische Schmiegtangentenkurven stets Gerade sein
miissen, und da Netze aus zwei Geradenscharen nur auf den negativ ge-
kriimmten Flichen zweiter Ordnung existieren, hat man hier nur das
triviale Ergebnis:

Ein Fadennetz mit isotroper Spannungsverteilung wnd rhombischer Netz-
struktur, das geoditisches und Schmiegtangenten-Neiz zugleich ist, besteht stets
aus den beiden Geradenscharen evner negativ gekriimmien Fliche zweiter Ordnung 9).

d) Aquidistante Fadennetze, die zugleich konjugierte Fadennetze sind.
GemiB der Forderung, daB jetzt die Gleichungen (IIIb 1 bis 4) und (IIL ¢ 2)
zugleich erfiillt sein miissen, ergeben sich als Gleichgewichtsbedingungen fiir
das Netz:

= = _ Qu—0)—P(utv)
(IVel) s=1, oc=Pu+9) +Quw—v), o =arc cosQ(%_v)+P(u+v),
(IVo2) Ny = —Ng =n, Mm=20,

9) Dieser Satz gilt natirlich auch fiir Netze mit allgemeiner Spannungsverteilung
und allgemeiner Netzstruktur.
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und als Grundgleichungen fiir die Tragerfliche:

ud 1P ¢ n, 1P @
wey) w=-3(F-g F=—3F+%
(P4
(Ivé4 K= — 170 n2
_ 1 Q" @2 P P2
=~ rrra (P(T — @) T P25 —3%) +
Plr Puz Q,, ) Q’2
+Q (2%~ )+ @2 — 3G}
Unser #dquidistantes und zugleich konjugiertes Fadennetz mufl — als

konjugiertes Fadennetz — stets auf einer Manimalfliche liegen und zwar so,
daB die winkelhalbierenden Diagonalkurven des rhombischen Fadennetzes
ein orthogonales Netz aus den Schmiegtangentenkurven der Tragerfliche
darstellen. Da aber unser Fadennetz auch dquidistant sein soll, werden sich
fiir Netz und Trigerfliche noch zusitzliche Eigenschaften ergeben, von denen
einige grundlegende jetzt angegeben werden sollen. Aus den Gleichungen
§2 = %, "%, = ¥, " ¥, = 1 ergibt sich durch partielle Ableitung: %,, %, = 0
und %,, %, = 0. Aus den beiden letzten Gleichungen und der Beziehung
mstsin @ = ¥, (¥, X%,) = 0 folgtdann x,, =0, d.h. z = W(u) + B(),
wobei die beiden Vektoren U{w) und B (v) willkiirliche, nicht konstante
Funktionen der angegebenen Parameter sind. In unserem dquidistanten und
zugleich konjugierten Fadennetz miissen demgemiB die Kurven jeder Schar
durch Riickung (Translation) lings der Kurven der anderen Schar auseinander
hervorgehen, d. h. die Trigerfliche muBl eine Riickungsfliche (Translations-
flache) sein.

Wir haben somit folgendes vorldufige Ergebnis:

Ein Fadennetz mit isotroper Spannungsverteilung und rhombischer Netz-
struktur, das dquidistantes und konjugiertes Netz zugleich ist, mufi eine Triger-
fliiche besitzen, die Riickungsfliche und Minimalfliche zugleich ist, d.b. die
Wendelschraubenfliche oder eine ScaErrsche Minimalflichel®). Dabes
miissen die beiden (orthogonalen ) Scharen der winkelhalbierenden Kurven unserer
Netzlinien aus den Schmiegtangentenkurven dieser Flichen bestehen.

DaB die Wendelschraubenfliche und die ScmErkschen Minimalfldchen
tatsichlich stets Tragerflichen von dquidistanten und zugleich konjugierten
Fadennetzen sind, soll in einer weiteren Arbeit: ,,Zur Frage des Gleich-
gewichts von Vierecksnetzen gus verknoteten und gespannten Fiden (Zweiter
Teil)*“ gezeigt werden, in der dann auch weitere Eigenschaften dieser dqui-
distanten und zugleich konjugierten Fadennetze (Tschebyscheff-Riickungs-
netze) untersucht werden sollen.

10) Vgl. SOPHUS LIE, Weitere Untersuchungen iiber Minimalflichen. Arch. for
Mathematik og Naturvidenskab, Band IV (1880), S.477.

(Eingegangen am 16. Oktober 1941.)
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