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Uber Liosungen linearer Differentialgleichungen
mit Asymptoten.

Von
Otto Haupt in Erlangen.

1.1. In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) gibt Herr BrrrerLicn-
WiriManN je eine hinreichende Bedingung an dafiir, dafl die Losungen der
Differentialgleichung
(Lo) Yy’ + f(z)y = 0 mit stetigem {(x) in [a, + ®)
entweder (I.) simtlich Asymptoten besitzen oder daB, soweit iiberhaupt
Asymptoten vorhanden sind, diese (IL.) stets parallel zur z-Achse sind bzw.
(TIL) stets in die z-Achse selbst fallen. Als kennzeichnend dafiir, da8 eine
in [a, + o) eindeutige, stetig differenzierbare Funktion y = y (2) eine
Asymptote, genauer: asymptotische Gerade, besitzt, wird dabei
erklért: Es sollen

(B) i (y () — oy (@)
und
(By) : _)hn_:w ¥ (%)

beide existieren (und endlich sein).

1.2. In einer fritheren Note2) wurde gezeigt, dall (B;) eine Folge von
(By) ist und daB fiir die Giiltigkeit von (B,) folgendes notwendig und hin-
reichend ist:

(A) Es gibt eine in [a, + ) stetige Funktion ¢ (), fiir welche
(Ay) lim ¢ (z) = C, existiert und endlich ist;
2 > 40

ferner (fiir beliebiges b mit b = a > 0) die Darstellung gilt:

+ oo z .
(A y@ =2 (C+ [ g@z2dr) = x-(c~bf ¢ (v) T2 d)

unter
+ oo

C=c— j‘ ¢ (r)r2d7

b
eine geeignet gewidhlte Konstante verstanden.

1y J. BITTERLICH-WILLMANN, Uber die Asymptoten der Losungen einer Differen-
tialgleichung. Monatsh. i. Math. u. Phys. 50 (1941), 8. 35-39.

2) HavpT, Uber Asymptoten ebener Kurven. Journ. f. d. r. u. angew. Math. 152
(1922), S.6—10 und S.239.
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Ubrigens hat die asymptotische Gerade von y (z) dann die Gleichung
{As) Y.=CX +C,

mit
+oo
Co= lim ¢@)= lim z-(| ¢@r2da)
z—> +o > foo 2
Mittels (A;) erhiilt man nun eine notwendige und zugleich hinreichende

Bedingung dafiir, daB z. B. Losungen y der allgemeinen linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(L) Y +9@y +i@y="h()
mit in [a, 4+ o) eindeutigen stetigen ¢(z), f(z) und k()

Asymptoten besitzen; genauer gesagt: Man erhilt eine lineare Integral-
gleichung fiir ¢ (z) (vgl. Nr.2. 1.), durch deren stetige, (A,) erfiillende Losungen
@ (z) vermittelst (A,) alle und nur diejenigen Losungen y von (L) geliefert
werden, welche Asymptoten besitzen.

Aus dieser Integralgleichung ergeben sich dann sehr einfach hinreichende
Bedingungen z. B. fiir das Vorhandensein von Losungen von (L), welche
Asymptoten besitzen. Und zwar sind die von uns erhaltenen Bedingungen
Verallgemeinerungen der von Herrn BrrrerricE-WILLMaNy angegebenen
Kriterien; dabei ergibt sich noch, da8 sein Kriterium II. durch eine Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage erginzt werden kann (vgl. dazu Nr. 2. 3. 1., Be-
merkung, sowie Nr.2.3., Anmerkung; fir die beiden anderen Kriterien
vgl. auch Nr. 2. 2., Anmerkung 2, und Nr. 2. 4., Anmerkung)?®).

1. 8. Auffolgende Verallgemeinerungsmoglichkeiten sei noch hingewiesen:

Zuniichst 148t sich mit Hilfe von (A) (Nr. 1. 2.) analog die Frage in Angriff
nehmen nach den Losungen einer linearen Differentialgleichung k-ter Ordnung
(k = 1), welche asymptotische Geraden besitzen. Man gelangt dabei zu einer
linearen Integro-Differentialgleichung fiir ¢, auf deren Auflésung das Problem
zuriickgefithrt wird.

2a) Bemerkung bei der Korrektur. Wie in einer inzwischen zu unserer Kenntnis -
gelangten Arbeit von D.CALIGO (Comportamento asintotico degli integrali usw., Boll.
Un. Mat. Ital., Ser. II, Anno III, Nr. 4 (1941), S.2861f.) u. a. erwahnt wird, existiert
nach U. DINI bzw. G.SANSONE fiir (L) im Spezialfall % (z) = 0, f (z) = O (z—3-6),
>0, und g (2) = O (= 27 27%), « > 0, bzw. g (2) = 0 fiir jede Losung y eine Dar-
stellung y = ¢, z + ¢, + 7 (2) mit konstanten ¢,, ¢, und mit 9 — 0 fiir x— - o5,
Dies besagt, sogar zusammen mit der Existenz von lim z ly = lim ¢ (vgh

2—>+ o 2z > +

Carigo, a.a.0.), weniger als die (a.us Nr.2.2. bzw. 1.1, oben im Text foigende)
Giiltigkeit von (B,).
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Dariiber hinaus it sich die Darstellung (A) von % in Nr. 1. 2. auf den
Fall von Asymptoten hoherer Ordnung, genauer gesagt: auf den Fall asymp-
totischer Parabeln n-ten Grades (n = 1) verallgemeinern3). Es werden ndmlich
alle und nur die #-mal stetig differenzierbaren ebenen Kurven y = y (),
welche eine asymptotische Parabel n-ten Grades besitzen, geliefert durch

@

) n—1
1
y@) =12 [20' C,v — mg z—7"" 1o f“"“’dr],
Y= b

wo ¢ (z) stetig ist in [@, + o) und der Bedingung (A;) geniigt, wobei ferner
Cy, C4, ..., Co_y beliebig wihlbare Konstanten sind. Damit ergibt sich
die Frage nach all denjenigen Losungen linearer Differentialgleichungen sowie
linearer Differentialgleichungensysteme, welche asymptotische Parabeln vor-
gegebenen Grades besitzen.

Ein niheres Eingehen auf diese Fragen sowie auf die genauere Unter-
suchung der auftretenden Integro-Differentialgleichungent) sei spéterer
Gelegenheit vorbehalten.

2. Wir gehen zur Ausfithrung der in Nr. 1. 2. angedeuteten Sitze und
ihrer Beweise iiber. Die hierbei auftretenden eigentlichen bzw. uneigentlichen
Integrale sind ausnahmslos Riemaxwnsche, erstreckt iiber ein Intervall, bzw.
Limiten5) solcher Integrale, wenn die eine Integrationsgrenze gegen --oo
geht. Eine Funktion F(z) wird als integrierbar bzw. als absolut inte-
grierbar, genauer als uneigentlich bzw. als absolut uneigentlich integrierbar
bezeichnet, wenn das betreffende uneigentliche Integral von F(z) bzw. von
| F (z)| existiert.

2.1. Es sei also gegeben

@) ¥y’ + 9@y + @)y = k(2),

wo die ¢, f, & eindeutig und stetig sein sollen in [a, + ). Jede Losung y
von (L) ist daher zweimal stetig differenzierbar. Ferner sei im folgen-
den stets a > 0.

Alle und nur diejenigen Losungen y von (L), welche den Bedingungen
(A1), (Ag) in Nr.1.2. geniigen, besitzen eine Asymptote. Daraus ergibt
sich der

Satz: Vermittelst der Darstellung (Ag) m Nr.1.2. erhilt man alle Lé-
sungen y von (L), welche eine Asymptote besitzen, indem man (nach beliebiger

%) A.a. 0.2), S.8ff.
4} Vgl. dazu auch Enzykl. math. Wiss. II, 3, 2 (= I1C 13), S. 1494,
© % Alle in vorhegender Arbeit auftretenden Limifen sind als eigentlich (endlich)
vorausgesetzt.
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Wahl einer Zahl b mit b = a > 0) alle Konstanten ¢ und ¢, sowie alle stetigen
@ (%) bestimmt, die den folgenden beiden Bedingungen (V) und (A;) gendigen:

z z &
(V) (@) + j g(&) (&) d& + j [Eg(6) + szf@)]q p(r)2d7 — ) dé

= o — [ £ h(E)dE
b

(Ay) lim @ (z) exsstiert.
& —> +oo .

Beweis L. Es sei y eine Lésung von (L) mit Asymptote, also gemif (As)
{Nr. 1. 2.) darstellbar, wobei noch (A,) erfiillt sein muB. Aus (A,) folgt dann,
da
21) y=@G—9g ot ¥y =—¢ 27
wobei ¢’ (wegen der Existenz und Stetigkeit von y’’) existiert und stetig ist.
Setzt man jetzt fiir y, 4/, y” die Ausdriicke aus (A,) und (2. 1.) in (L) ein und
integriert von & bis z, so ergibt sich (V); dabei ist ¢; = ¢(b).

II. Umgekehrt: Es sei ¢ (2) stetigin [b, -+ o) und Lésung der Integral-
gleichung (V). Dann ist ¢ auch stetig differenzierbar. Fiihrt man nun in
die durch Differentiation von (V) nach z sich ergebende Beziehung wieder
¥, ¥ und y"” vermdge (Ag) bzw. (2. 1.) ein, so ergibt sich (L). Ist also fiir eine
stetige Losung ¢ von (V) noch (A;) erfiillt, so liefert ¢ durch (A,) eine Losung y
von (L) mit Asymptote.

2.1.1. Die in (V) aufiretenden Konstanten ¢ und ¢, sind mat den Werten
von y und y' n x = b folgendermafen verkmipft:

y®)=c-b
¥ (0) = (y(b) — ¢1) - b1

Die ¢, ¢; und die y(b), y' (b) bestimmen sich also insbesondere gegensettig ein-
deutig.

In der Tat: Aus (V) folgt ¢ (b) = ¢; und daraus in Verbindung mit
(2.1.) die zweite Gleichung (2.1.1.). Die erste Gleichung ergibt sich aus
(Ag) (Nr.1.2.).

2.1.2, Zur Abkiirzung spiterer Beweise moge der Hinweis auf folgende
bekannte Tatsachen dienen:

L Ist ¢ () stetig in [b, + o) und ist (4,) (Nr. 2. 1.) erfiillt, d. h. existiert
lim ¢ (z), so ist ¢ (2) in [, 4+ o) beschrinkt.
x —> o

2.1.1)

IL Ist F(x) absolut integrierbar, ist ferner ¢ (2) stetig und beschrankt
in [b, 4+ o), so ist auch F(z) ¢ (z) absolut integrierbar.
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1. Ist F(z). absolut integrierbar, so existiert lim f F(&)dé.
Z —> +oo b

IV. Ist ¢ (z) stetig und beschrinkt, etwa |g@(z)| < M, in [b, + ),
so gilt, falls 0 <b <2z,

if @ (7) 72 d.rs <M-b1! und ;T’qg () r2de < M- o1,
b z

2.9, Zunichst beweisen wir cen

Satz. Damit jede Losung von (L) eine Asymprote besitze, ¢st hinreichend,
daf r(zx) = zg(z) + 22f(x), g(x) und xh(z) (stetig in [a, + ) und) absolut
integrierbar ) sind.

1. Anmerkung. Der vorstehende Satz 148t sich auch so aussprechen:
Unter den angegebenen Voraussetzungen ist fiir den Grundbereich [a, 4- )
eindeutsg losbar die Randwertaufgabe fir (L), der gemdf y' (z) und
(y(z) — 2y (v)) fir == a (beliebig) gegebene Werte ammehmen wund fir
x = + o beide konvergieren.

2. Anmerkung. Das in Nr.1l.1. erwihnte Kriterium I. von Herrn
BrrrerLicE-WiLiMANN entspricht dem Falle, daB g(z) = h(z) = 0in [a, + )
und daB f(z) = O(z~ 3~ %) mit « > 0. Dieses Kriterium ist ein Spezialfall
unseres vorstehenden Satzes.

Beweis 1. Es geniigt, folgendes zu zeigen: Ist b geeignet gewihlt und
dann festgehalten, so besitzt (V) fiir beliebig vorgegebene ¢, ¢; eine Losung,
welche (A;) geniigt. Denn durch jede solche Losung wird eine Losung von (L)
mit Asymptote geliefert (Nr. 2. 1.), und zwar kénnen, wenn die ¢, ¢, frei wihl-
bar sind, die y (), ¥’ (b) beliebig vorgeschrieben werden (gemi8 Nr. 2. 1. 1.);
man erhilt also tatsichlich alle Losungen von (L).

2. DaB (V) fiir beliebige ¢, ¢; eine, der Bedingung (A;) geniigende Lésung ¢
besitzt, ergibt sich in bekannter Weise durch schrittweise Naherung fol-
gendermaflen.

Nach Voraussetzung existieren, wenn wieder 7(z) = zg(x) + 22f(z)
gesetzt wird,

+

+
G0) = [l9@)|ds Foy=a-[|r(&)]dé
b

b

fiir jedes b mit @ < b und konvergieren mit b — + o gegen Null. Wir
kénnen und wollen daher b so {gro8l) wihlen, daB

(b) g =G®) + F(®) <2 und gleichzeitig a < b ist.

6) Die Behauptung bleibt — unter im iibrigen unveranderten Voraussetzungen —
richtig, wenn A (z) nur als integrierbar angenommen wird (nicht als absolut integrierbar).
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Von jetzt ab halten wir b fest und schreiben (V) in der Gestalt
(Va2) p@)=J(z; 9) + H(@;001),

wobei b < z und
z z £
J(@; 9) = — § g(&) p(&) d& — I f(f)(bj p()r2d7)dé,

H(z; ¢, 1) = cl—l-cj.r(f)df—th(E)df-
5 3

Fiir jede in [b, 4 oo) stetige (und (A;) geniigende) Funktion ¢ (z) gilt die
Abschitzung
) |J(z; @)| < p-qg fiir jedes z in [b, + o),
wobei
lg@)| = pin [b, +o);

dies folgt aus den Voraussetzungen unter Beriicksichtigung von (b), ins-
besondere b = @ > 0, mit Hilfe von Nr. 2. 1. 2., insbesondere IV.

Nunmehr setzen wir

(@) =1, ¢ (2)=J(z; ¢,_;) + H(z;6,¢) in [b +®), »=12,...

Mittels vollstandiger Induktion nach » folgt, in Riicksicht auf die Voraus-
setzungen bei dem zu beweisenden Satz sowie auf Nr. 2. 1. 2.: Die ¢, (2) sind
sémtlich stetig differenzierbar in [b, + o) und es ist (A;) fiir sie erfiillt, es
ist also insbesondere ¢, (z) beschrinkt in [b, + c0). All dies gilt auch fiir

9,(2) = ¢,(2) — ¢,_1(2), r=1L12..,
so daBl insbesondere
(p) 0<p, < -+, wenn p, = Grenze |y, (z), »r=12,...
==z

Wegen der Linearitit von J (z; ¢) beziglich ¢ gilt

‘l[J,‘,(m) = J((E; ¢y~1)7 Vv = 2, 3, PR
Aus (J) und (p) ergibt sich mithin p, < p,_,-¢, »=2,3,..., also
Pn S P1-¢" Y n=23 ...

Wegen ¢ < 2-1 (vgl. (b)) sind daher die
Pu(@) = o(a) + Z_9,(2), n=1,2...

in [b, + c0) gleichmiBig beschrankt und sie konvergieren dort gleichmafig.
Insbesondere ist also
o (2) =n'1_‘_’§3m?’n (2)
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stetig und beschrinkt in [b, +o0) und es ist (A;) fir ¢(z) erfiillt. Zufolge
der gleichméBigen Konvergenz ist iiberdies

J(z; p) = lim J(2; @a).
n —>

Daher ist ¢(z) eine stetige Losung von (Vy3), fiir welche (A,) gilt. Weil ¢
und ¢, beliebig gegeben waren, ist alles bewiesen.

2.3. Wir lassen jetzt die Voraussetzung der (absoluten) Integrierbarkeit
von 7(z) fallen und zeigen zunichst:

Es seien f(x), g(2), h(x).stetig in [a, 4 o). Ferner sei r(x) = zg(z) +
+ 22 (z) wicht-negativ oder nicht-positwv fir alle hinreichend grofien x. Schlieflich
seien g(x) und xh(z) absolut integrierbar ), hingegen sei r(x) nicht integrierbar.

Besitzt dann eime Lisung y von (L) etne Asymptote, so muf} diese Asymptote
parallel zur x-Achse sein.

Anmerkung. Das in Nr. 1. 1. erwihnte Kriterium II. von Herrn BirTzz-
L1cE-WiLLMaNN entspricht dem Falle, dal ¢(z) = k() = 0 in [a, + o) und
daB Dyz-3 < [f(z)| < Dyz=2~F fiir alle geniigend groBen z, wobei § > 0
und D;, D, positive Konstanten. Dieses Kriterium ist Spezialfall unseres
vorstehend angegebenen (vgl. auch Nr. 2. 3. 1., Bemerkung).

Beweis. Ist ¢ (2) stetig und ist (A;) fiir ¢ () erfiillt, so ist P (z) stetig
und es existiert

Dy = }im D (z), wobei D (x) = ¢ — j‘ p(r) 77 2dT.
z hed b
Ist ¢ (=) iberdies Losung von (V) (vgl. Nr. 2. 1.), so muB 7(z) @ (x) integrierbar
sein, weil zufolge unserer Voraussetzungen alle iibrigen, in (V) auftretenden
Glieder fitr  — + o konvergieren. Da aber r(z) nach Voraussetzung nicht
integrierbar ist und nicht zweierlei Vorzeichen annimmt, so folgt aus der
TIntegrabilitit von r(x) @(z), daB @, = 0 ist. Zufolge Nr.1. 2., (A;) und (As)
ist daher Y = C, die Gleichung der Asymptote, w.z.b. w.

2.3.1. Die in Nr. 2. 3. gemachte Feststellung 148t sich zu einer Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage verschirfen, wenn man noch absolute Integrier-
barkeit von s(z) = z-1lr(z) = ¢(2) + «f(x) fordert. Es gilt némlich der

Satz. Es seien g(z), vh(z) und s(z) = g(x) + «f(x) (stetig und) absolut
integrierbar 8). Hingegen sei r(x) = s (x) nicht integrierbar und es set s(z) = 0
oder s(x) < O fir alle hinreichend grofien .

Dann existiert zu beliebig vorgegebenem (y(b) — by’ (b)) genawu eine Losung
von (L) mit Asymptote; und diese Asymptote ist parallel zur x-Achse. Dabes
ist b hinreichend grof, im tbrigen aber beliebig gewdhlt.

Anmerkung. Der vorstehende Satz laBt sich dahin aussprechen:
Unter den angegebenen Voraussetzungen ist fiir (L) in [b, + o) eindeutig
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loshar die Randwertaufgabe, der gemif (y(x) — zy' (2)) fir x = b ewnen
beliebig vorgegebenen Wert amwimmt und fir x — + o konvergiert.

Beweis. Zufolge der iiber g(z) und s(x) = g(z) + zf(z) gemachten
Voraussetzungen existieren

+ o0 +oo

Gy = | g de md Fx@)= [ [s(8)]d
5 3
und es 148t sich durch Wahl eines hinreichend groBen b stets erreichen, daB

(b) q = G*(b) -+ F*(b) < 2-1, wobei a < b.

Da zufolge Nr. 2. 3. fiir jede stetige Losung ¢(2) von (V), fiir welche (A,)
erfiillt ist, jetzt C = 0 (vgl. Nr. 1. 2., (A3)) sein mubB, so kénnen wir, in Riick-
sicht auf Nr.1.2., (A), die Integralgleichung (V) so schreiben:

(V2s1) o(z) = Ji(z; @) + H(z; c1),
wobel

z 2 40
I )= = [9@) 9 @de+ [ £ (| ptyr2dn)de,

H(z;¢y) = 61 — _(Eh(&)d&,
5

Fiir jede in [b, + o) stetige und (A;) geniigende Funktion ¢(z) haben wir
wieder, wie in Nr.2.2., die Abschitzung (J), wenn dort J (z; ¢) durch

+ oo
Jy(z; @) ersetzt wird; denn fiir solche ¢ () ist jetzt { zs(w) ( j (1) T2 dt);

< p-|s(x)]. Bei beliebig vorgegebenem ¢; = y(b) — by’ (b) (vgl. Nr.2.1. 1))
kann man daher, genau wie in Nr. 2. 2. fiir (V), hier fiir (V;34), die Existenz
der gesuchten Losung ¢ mittels schrittweiser Naherung, ausgehend von
@o () = 1, beweisen.

Die Eindeutigkeit dieser Losung ergibt sich in bekannter Weise so: Sind
@1 () und o () zwei Losungen von (Va3), welche zum gleichen ¢; gehéren
und fiir welche (A;) erfiillt ist, so gilt fiir d(z) = @1(z) — @2(2) neben (A;)

die Beziehung d(z) = J (%, d). Da M = Grenze}d(m)[ < + oo (wegen (A,)),

so folgt aus (J), daB 0= M <M -¢ und Wegen ¢ <271, daBl M = 0, also
d(z) = 0 in [b, + ), w.z. b. w.

Bemerkung. Bei dem in Nr.2.3., angegebenen Kriterium II. von
Herrn Brrreriice-Wrinimaxy sind die Voraussetzungen des vorstehenden
Satzes erfiillt. Dieser Satz geht (durch die Existenz- und Eindeutigkeits-
behauptung) iiber die Aussage jenes Kriteriums hinaus.



220 Otto Haupt, Losungen linearer Differentialgleichungen mit Asymptoten.

2.4. SchlieBlich zeigen wir noch:

Es seien g(z), h(z), f(x) stetig in [a, + ). Ferner sei s(x) = g(z) +
+ zf(x) nicht-negativ oder wicht-positiv fir alle hinreichend grofien x. Schlieflich
seien g(x) und zh(x) absolut integrierbar6), aber s(x) sei nicht integrierbar.

Besitzt dann eine Losung y von (L) eine Asymptote, so kann diese nur die
z-Achse sein.

Anmerkung. Das in Nr. 1. 1. erwdhnte Kriterium III. von Herrn
BrrrerricE-WiLimaxy wird aus dem vorstehenden erhalten, wenn speziell
g(2) = h(z) = 0 in [a, + ) und |22f(z)] > Q > O fiir alle hinreichend
groBen z, wobei @ eine Konstante ist.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dafl r(z) = zs(z) nicht inte-
grierbar ist. Mithin sind die Voraussetzungen von Nr.2.3. erfiillt. An-
genommen, es existiere eine Losung y von (L) mit Asymptote, also (Nr. 2. 1.}
eine in [b, + o) stetig differenzierbare, (A;) erfiilllende Losung ¢ () von (V).
Dann muB, wie in Nr. 2. 3., Beweis, gezeigt, C = @, = 0 sein; wegen C = 0
und Nr. 1. 2., (A;), kann daher (V) in der Gestalt (Vos31) (N1.2.3.1.) ge-
schrieben werden. Da ¢(z) Losung von (Vs3;) sein soll, welche (A;) erfiillt,

+o0

mufl zs(z) @(x) integrierbar sein, wobel @ (z) = j @ () T2 d7ist; denn alle

iibrigen Glieder in (Vg3,) besitzen fiir # — + oo einen Limes. Da andererseits
m « ®(x) = C, existiert (Nr. 1. 2., (A3)), da s(2) fiir hinreichend groBe »

z~>+ o
sein Vorzeichen nicht wechselt und da s(2) nach Voraussetzung nicht integrier-

bar ist, so mu Oy = 0 sein. Die als existierend vorausgesetzte Asymptote
besitzt daher (Nr.1.2., (A;)) die Gleichung ¥ = 0, w.z.b. w.

(Eingegangen am 15. Januar 1942.)



