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Zur eindeutigen Losbarkeit der potentialtheoretischen
Randwertaufgaben bei nichtbeschrinkten Randwerten.

Von
Karl Maruhn, Berlin.

1. Einleitung.

Bereits PremeLy 1) gelang es, die Existenz von Losungen dér zweiten und
dritten potentialtheoretischen Randwertaufgabe (nur mit diesen werden wir
uns hier beschaftigen) mit Hilfe von Integralgleichungen fiir stetig gekriimmte
Berandungen auch dann zu beweisen, wenn die Randfunktion f nicht notwendig
beschrinkt, aber absolut integrierbar ist; es war von dieser im iibrigen lediglich
zu verlangen, daf man mit ihr als Belegung ein iiberall auf dem Rand stetiges
Potential der einfachen Schicht bilden kann. Ist diese Bedingung erfiillt, so

nehmen im allgemeinen die Ausdriicke %}: bzw. % + hu mit » als gesuchter

Losung und % als bekannter, absolut integrierbarer, ebenfalls nicht notwendig
beschrinkter Funktion bei Anndherung an die Berandung in allen Endlichkeits-
punkten von f und A die vorgeschriebenen Werte an.

Merkwiirdigerweise wurde die Frage der Unitét von Premers und spiter
auch von CarrEMan?), der die Premersschen Betrachtungen auf Berandungen
mit Ecken (bzw. Kanten) erweiterte, nur auf Grund der Greenschen Formeln
behandelt, die aber im Falle nichtbeschrinkter Randwerte keineswegs mehr
giiltig zu sein brauchen, so dafl daher neben dem ansatzmiBig eingefiihrten
Potential der einfachen Schicht noch weitere Losungen existieren kénnten 22),
Soweit mir bekannt ist, sind auch spéter keine den PreMELIschen Existenz-
sitzen entsprechenden allgemeinen Einzigkeitsuntersuchungen durchgefithrt
worden 3).

1) J. PLEMELJ, Uber lineare Randwertaufgaben der Potentialtheorie T, I1. Monats-
hefte fir Math. u. Phys. 15 (1904), S.337—411; 18 (1907), S. 180—211; ferner vgl.
E. PicArRD, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 22 (1906), S.241-—259.

2) T. CARLEMAN, Uber das NEUMANN-POINCAREsche Problem fiir ein Gebigt mit
Ecken. Inaug.-Diss. Upsala 1916.

22) Vgl. K. MARUHN, Eipnige Bemerkungen zu den Randwertaufgaben der Po-
tentialtheorie. Sitz.ber, d. Berliner Math. Ges. 40. (Erscheint demnichst.) Dort
wird an einem Beispiel gezeigt, daB dieser Fall tatsichlich eintreten kann.

%) Fir die zweite Randwertaufgabe beim Kreis liegt eine noch unversifentlichte
Untersuchung von H. SUHNGEN vor; die Randwerte werden dort als quadratisch
integrierbar angenommen.
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Im folgenden soll ein Anfang damit gemacht werden, diese Liicke zu
schlieBen, indem wir folgende Frage zu beantworten suchen: Gegeben set in
der Ebene oder vm Rawme ein endlicher Bereich T, dessen Berandung S stetig
gekriimami seit). Auf letzierer ist (spezieller als bei PLEMELT ) eine absolut integrier-
bare Funktion | gegeben, die an endlich vielen Stellen nicht notwendig beschrankt,
sm dibrigen aber stetrg ist und der die Ausdriicke g-z bew. -g—: + hu ber Anniherung
an S zustreben sollen, unter h eine weitere, wie | beschaffene Randfunkiion 5)
verstanden. Welchen zusdizlichen Bedingungen mufl die Lésung v der zweiten
und dritten potentioltheoretischen Randwertaufgabe unterworfen sein, damit es
im Rahmen dieser Einschrankungen wnier den obengenanmnten Vorausselzungen
diber die Romdfunktionen [ und kb hochstens eine einzige Losung geben kann?

Es sollen hier zwei Wege beschritten werden, um zu solchen Bedingungen
fiir  zu gelangen. Im Abschnitt IT werden diese so gestaltet, dafl die GREEN-
schen Formeln auch jetzt noch giiltig bleiben. In ITI, wo nur das zweidimen-
sionale Problem behandelt wird, wird das zweite Randwertproblem auf das
erste fiir die konjugierte Potentialfunktion w zuriickgefiihrt, und es muf
demgemi8 # so beschaffen sein, dafl letzteres in einer einzigen Weise losbar
ist; so ergibt sich fiir das zweite Randwertproblem und unter den gleichen
Annahmen auch fiir das dritte zwangsliufig die Darstellbarkeit von # als
Potential einer einfachen Schicht. — Der erste Weg fithrt auf Forderungen,
denen % im Innern von 7 in der Nihe des Randes geniigen muB, wihrend der
zweite im wesentlichen ein gewisses Randverhalten von u festlegt; gerade der
letztere Fall ist fiir manche Anwendungen®) niitzlich. In jedem Fall ist natiir-
lich noch zu priifen, ob die Premerssche Losung diesen Bedingungen gentigt. —
Im Abschnitt IV wird schlieSlich ein zweiter Beweis fiir eine wichtige, schon
in IIT behandelte Stetigkeitseigenschaft des Potentials einer einfachen Schicht
mit nichtbeschrinkter Belegungsdichte gegeben, der sich aber diesmal ohne
Mithe auch auf den Raum iibertragen 148t. — Es sei bemerkt, daf allen
Betrachtungen der Riemanzsche Integralbegriff zugrunde liegt.

In diesem Zusammenhang will ich noch auf Einzigkeitsbetrachtungen
hinweisen, die bei allgemeineren Problemstellungen durchgefithrt wurden.
Einem Hinweis Premerss folgend 7) verallgemeinerten Evans, MiLes und

4) Es kann auch eine endliche Anzahl Ecken bzw. Kanten zugelassen werden;
ferner lassen sich die Betrachtungen auch auf nichtbeschrinkte Bereiche 7 iibertragen.

5) Um die Betrachtungen zu vereinfachen, nehmen wir in Teil IT 4 als durchweg
stetig an; doch bieten eine endliche Zahl von Unendlichkeitsstellen keine neuen me-
thodischen Schwierigkeiten (vgl. IIc).

) Solche finden sich in meiner 1. c.22) genannten Arbeit.

7} J. PLEMELJ, Potentialtheoretische Untersuchungen, Leipzig 1911; insbesondere
S. 431,
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Garrer8) das zweite Randwertproblem dahin, daf an Stelle der Randwerte
von g_:: das Integral dariiber (d. h. der FluB) als Randfunktion eingefiihrt wurde:

z.B. in der Ebene: f g% ds’ = gegebene Funktion /. Die Losung ergibt sich

auch hier als ein Potential der einfachen Schicht, das jetzt aber als Stieltjes-
Integral auftritt; sie ist unter gewissen, sehr allgemeinen Bedingungen, die
weiter als die im folgenden von mir angegebenen reichen, auch die einzige.
Bei diesen Betrachtungen muBte jedoch der Rimmaxnsche Integralbegriff
verlassen werden, und es zeigt sich demgemi8 bei Zuriickfithrung auf unser
Problem, daf dessen Randbedingungen nur in ,fast allen” Punkten erfiillt
sind, wobei sich iiber die Lage der Ausnahmepunkte nichts aussagen laft.
Da gerade dieser Umstand bei Anwendungen storend ist, scheint es niitzlich
zu sein, die PueMELIsche Problemstellung, nur vom Riemannschen Integral
ausgehend, hinsichtlich der Einzigkeit zu behandeln, zumal die Betrach-
tungen wegen der speziellen Annahmen sehr einfach sind und sich leicht
auch auf das bei den obengenannten Autoren nicht behandelte dritte Rand-
wertproblem ausdehnen lassen. — Andere Verallgemeinerungen des zweiten
Randwertproblems, die aber ebenfalls unser Problem nicht umfassen, be-

8

trachtet Cnoxo9), indem er gewisse Integralmittelwerte von (j‘ g—g ds’ — f) ,

erstreckt iiber geeignet definierte Nachbarflichen, bei Annihgrung an den
Rand verschwinden li8t.

II. Unititssiitze, die auf der Greenschen Formel beruhen.
a) Zweite Randwertaufgabe.

Vorgelegt sei im Raume ein von einer einzigen geschlossenen, stetig
gekriimmten Jorpanschen Fliche S berandetes endliches Gebiet T. Auf S
sei eine Funktion (o) gegeben, die an endlich vielen Stellen nicht notwendig
beschrinkt zu sein braucht, im iibrigen aber stetig verlduft und in jedem

8) 8.C. Evaxs, The Logarithmic Potential, Discontinuous DIRICHLET and NEUMANN
Problems. New York 1927. Ferner z. B. S.C. Evans and E. R.C. MILES, Potentials
of general masses in single and double layers. The relative boundery value problems.
American Journal of Math. 53 (1931), -S.493—-516. G, A. GARRET, Necessary and
sufficient ‘conditions for potentials of single and double layers. American Journal
of Math. 58 (1936), S.95—129.

9) G. CnvMINo, Nuovo tipo di condizione al contorno e nuovo metodo di tratta-
zione per il problema generalizzato di DIRICHLET. Rend. Circ. matem. di Palermo 61
(1937), 8. 177220, insbes. S. 206.
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abgeschlossenen Stetigkeitsintervall gleichma8ig eine Lipschitz-Bedingung0)
(kurz L-Bedingung) befriedigt. Es existiere [|f(0)] do und es sei
S

ff(a) de = 0 (o ein Punkt auf S,do das Flichenelement).
5

Weiterhin denken wir uns (vgl. Fig.1) in 7 zu 8 die Schar der Parallel-
flichen S; (die die Bereiche 7'; beranden) gezogen, wobei § den Abstand
, zwischen S und S; bedeutet (S, = 8); fiir
< hinreichend kleine §, etwa &< 8y, ist dies
' méglich. Ordnet man iiberdies diejenigen
Punkte von S und S;, die auf der gleichen
Normalen (r) zu S liegen, einander zu, so
besteht eine umkehrbar eindeutige Abbildung
zwischen S und S;. Es gilt nun der folgende
Unitétssatz: Es gibt (bis auf eine additive Konstante) héchstens eine
in T reguldre, in T+ S dem Absolutbetrag nach beschrinkte Losung « der
Gleichung 4% = 0, deren Ableitung in Richtung (n) der Innennormalen bei
Anniherung an jedes abgeschlossene Stetigkeitsintervall von f auf S gleich-
méfBig gegen den vorgeschriebenen Wert f(o) konvergiertll) und fiir die
beziiglich der Parallelkurven S;

1) lim j 5] a0 = [If(0)1do

00 {0

wn

ist, unter do; das Flachenelement auf S; verstanden.

Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir eine einzige Stelle der
Nichtbeschrinktheit von f(s) an. Es mége etwa zwei Losungen «; und u,
geben und es sei w; — 4y = v mit

@) o] <4
gesetzt. Es liege nun die Parallelkurve S; so nahe bei S, § < §;, daB

@ [ 158 la0—[inasl, [ |52 40— 11a0] <
s

8s S Sy

A

10) D. b, fir beliebige Pnnktepaare {a, G) eines solchen Intervalls mit dem (auf §
gemessenen) kiirzesten Abstand §,; < h, besteht eine Ungleichung “der Form

(@) = 1(8)| < e85 (o @,he Konstant, 0 < ¢ < 1)
1) Dann verhilt sach In bexm Ubergang auf ein solches Intervall stetig. Um-
gekehrt folgt ans dem stet:gen Ubergang auch die gleichmaBige Konvergenz.
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ist, unter ¢ eine beliebig kleine, fest vorgegebene positive Zahl verstanden.
Weiter grenzen wir um die Ausnahmestelle ein geniigend kleines Intervall 8’
ab (vgl. Fig. 1), fiir das

@ [ir1a0 <5
4

gilt; sodann wird noch, unter Ssdas zu 8’ entsprechende, durch die Normalen

in den Endpunkten ausgeschnittene Stiick der Parallelkurve S; verstanden,

ein d; > 0 so gewihlt, daB fiir alle § < §;

! ] A ) :
® | [ 1%lan— [inas, | Gelan— | i1
S§—Sj S8 85— 8§ s—8
ausfallt. Dann ist wegen (3), (4) und (5)
a |0 [ [ Ouy |

(6) “-gj}dq:ﬁ%fdoé—‘smda— j‘ 2 oy + jm::la

5§ S8 s S5— S5 §—s

3 | o
+[inao <. 152

st 53

3¢
d0'§<§2*.

Ist noch fiir alle 6 < d3

so bekommen wir wegen

19w | . [Qu | | | 0uy | dv !
S Sy Ss—8§ Sy 55— S5
mit Riicksicht auf (2) schlieBlich
) | j vge day <z, (6 < Min (8, , b)),

8¢
woraus unter Beachtung der auf T'; angewendeten GrEENschen Formel
dv\2 | /o) | [Ov\? . v\E . 9w\ [dv\?
@ [{G2) + (55) + (G2 am = tim, 15 + (5] + (52 am = 0
T )
(d7, d7y die Volumenelemente in T, T)

folgt; damit ist die Einzigkeit bewiesen 12).

12) Die Anwendung von Parallelkurven bei Behandlung der GREENschen Formeln,
allerdings fiir durchweg stetige Normalableitung auf dem Rande, findet sich meines
Wissens zuerst bei A, LIAPOUNOFF, Journ. de Math. (5) 4 (1898), S.241—311.

*
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b) Dritte Randwertaufgabe.

Wie in ITa) sei wieder der Bereich T’ + S vorgelegt und auf S eine absolut
integrierbare Funktion f(s) gegeben, die an endlich vielen Stellen nicht be-
schrénkt zu sein braucht, im iibrigen aber stetig ist und in jedem abgeschlossenen
Stetigkeitsintervall gleichmaBig einer L-Bedingung geniigt; ferner mdoge
auf S noch eine weitere, dort durchweg stetige und nirgends positive Funktion
h (o) erklirt sein (h == 0). Wir betrachten wieder fiir 6 < 8 die Schar der
Parallelflichen S; und erkliren auf jeder von diesen eine Funktion %(cy)
durch die Festsetzung, daf in zusammengehorigen (d.h. auf der gleichen
Normalen zu S liegenden) Punkter

(10) hs(os) = k(o)

sein soll. Nunmehr gilt der

Unitdtssatz. Es gibt hochstens eine in T regulire, in T + 8 dem
Absolutbetrag nach beschrankte Losung der Gleichung Aw = 0, die so be-
schaffen ist, daB bei Anniherung an jedes abgeschlossene Stetigkeitsintervall

von f auf S gg + hg u gleichméBig gegen den Wert f(o) konvergiert und da8

(11) dlimﬁ“%-;—hgugdoa:j}f(o)}do-
83 S

gilt13).

13) Die Existenz des Grenzwertes (11) ist z. B. gesichert, wenn

. tdul _ tifou . _
(11a) dlinoj‘i-é—ﬁida‘, = S§(6—n)s do und Jlililojlu]‘doé = j[(u)sldo

Sy g 83 s

ist, unter ( a_u)s bzw. (u)g die Grenzwerte von g——s bzw. u bei Anndherung an § ver-

on
standen, die in allen abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen von f(c) gleichma8ig
existieren und iiber S absolut integrierbar sein sollen. Man erkennt nimlich wie

in ITa, daB8 sich S}%
[0n
S5 55
machen lassen. Hieraus ergibt sich aber wegen
a i
“53 +hdu§dad~j1j(a)[da
S5 s
=112 L hwlio+ | 122 +hua (o) do — | If(0)| do
= | 15m T v dos i@; s 4oy — ]

§—8 s

dog undj’}u]dcd gleichmaBig fiir alle §<d beliebig klein

s3 55— S5
leicht die Giltigkeit von (11).
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Beweis. In der Bezeichnungsweise von ITa) findet sich fiir gentigend
kleines 6, etwa & < 04, entsprechend

r) ] 3
12) 150 + hom|dos, [|5% + have do < G5
S %

Es sei jetzt J5 so klein gewihlt, daB fiir alle 6 < 5 mit v = u; — u,

‘0 ! &
(13) j. 1b—i+h5@;d05<m
S5—Ss
ausfallt; somit ist

| v | -
(14) j‘ia—n-—i—ha'b”do’d\ i
s

und also mit {o| < 4

(15) j h)“g% + hsv dos < e, (6 < Min (84, 05))-

85
Hieraus ergibt sich
00) | [{(35F"+ (55 + (52 ama = [ haseae] = | o (35 + hae)de <
Ty 83 Ss
und daher wegen ks < 0
a1 [{(G2P+ Gof + (3o av = Jm [{(G) + (G5 + (32) w0,

d—>0
7 T

lim ]Z(; v2dos = 0,
d—>0
8§

woraus die Behauptung folgt.

¢) Anwendung auf das Potential der einfachen Schicht. Erweiterungen.
Aus den Untersuchungen von CARLEMAN14) erkennt man leicht, daB
die als Potential der einfachen Schicht dargestellte Losung die unter a) und b)
gestellten Forderungen erfiillt. Bezeichnet nimlich U(z, y,2) = j. u' (o) —%— do
s

14y Vgl L c. 2), insbesondere S.2ff., Gleichung (2) und (5), wobei die dortigen
Betrachtungen sogar fiir Gebiete mit Kanten (in der Ebene mit Ecken) gelten.
Mathematische Zeitschrift. 48. ‘ 17
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dieses Potential, wobei nach PrEmErs u’(c) die gleichen Eigenschaften wie
f(0) aufweist, so ist in unserer Bezeichnungsweise fiir hinreichend kleine 9,
etwa & < 6%,

S’ %g—g‘daa < g, j‘llﬂda‘; <e.
83 S5
Hieraus folgt sogleich, daB die Voraussetzung (1) bzw. die in Fufinote 13)
erwihnten Forderungen (11a) und somit auch (11) erfiillt sind. Da ferner f und

also auch ' in jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall gleichm#Big einer

L-Bedingung geniigen, so sind g—g, g—g, gg beim Ubergang auf ein solches

Randintervall stetigls). Das Potential der einfachen Schicht ist also die
einzige Losung des Problems.

Es sei noch bemerkt, da8 die Betrachtungen natiirlich in gleicher Weise
in der Ebene gelten, ferner auch im Raume fiir Gebiete mit Kanten, in der
Ebene fiir Gebiete mit Ecken. In diesem Fall miissen die Betrachtungen, 4hn-
lich wie bei CarraMax [l. ¢.2)] durchgefiihrt werden; insbesondere ist es zweck-
miBig, die Definition der Parallelflichen bzw. -kurven jetzt wie dort zu modi-
fizieren. Ebenso gelten auch die Unitatssiitze bei dem entsprechenden Problem
fiir das AuBengebiet von S, wenn man Regularitit (im Premrrsschen Sinne)
im Unendlichen verlangt, da dann ja auch die Grernschen Formeln fir T
gelten. — Besitzt schlieBlich beim dritten Randwertproblem die Funktion %
eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen o,, in deren Umgebung sie

komst (g < ¥ < 1, 704, Ab-

gleichmiBig Ungleichungen der Form [R(0)] < =5
Tso,
stand der Punkte o und ¢,) geniigt, so lassen sich die Betrachtungen ebenfalls
ohne Miihe iibertragen. Insbesondere geniigt auch jetzt das Potential der

einfachen Schicht den Voraussetzungen?).

15) Vgl. z. B. L. LICHTENSTEIN, Neuere Entwicklung der Potentialtheoric. Kon-
forme Abbildung. Enzykl. d. math. Wiss,, Bd.II 3, S.177—377, insbes. S.201; die
dort aufgefithrten Sitze gelten auch im Innern von Kurven- bzw. Flichenstiicken.

Dann sind auch [vgl. Fuinote 11)] die Voraussetzungen itber die Konvergenz von —g-g

bei Annsherung an § erfiillt.
16) An Stelle der 2. Bedingung in (11a) [FuSinote )] ist jetzt

éli_ria%j;lhg{ u] oy =S§tk1 luldo

zu setzen. Bs sei noch bemerkt, daB die Losungsexistenz beim AuBenproblem
der dritten Randwertaufgabe die stiickweise Stetigkeit von % verlangt. Vgl L e.23),
wo dies gezeigt wird.
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1. Einzigkeit in der Ebene mit Hilfe der konjugierten Potentialfunktion.
a) Die zweite Romdwertaufgabe.

Es werde in der Ebene (2, y) ein endliches oder unendliches, von einer
einzigen geschlossenen, stetig gekriimmten Jorpanschen Kurve 8 begrenztes
Gebiet T betrachtet3?); die Punkte von 8 sind durch ihre, von einem festen
Punkt aus gemessene Bogenlinge s gekennzeichnet. Auf S sei eine, abgesehen
von endlich vielen Stellen s, (v = 1, ..., %), an denen sie nicht notwendig
beschréinkt zu sein braucht, stetige Funktion f(s) gegeben, die in jedem ab-
geschlossenen, solche Stellen nicht enthaltenden Teilintervall gleichmiBig
einer L-Bedingung geniigt und die in der Umgebung einer jeden Ausnahme-
stelle s, eine Ungleichung der Form

C

(18) [f(8)] < Ty
(0 < 4 < 1, konstant; C konstant, wie spater Cy, Cs, ...)

il

befriedigt. Wird weiter j. f(s)ds = 0O vorausgesetzt, so gilt fiir das zweite
5

Randwertproblem der folgende

Unitatssatz. Es gibt (bis avf eine additive Konstante) hichstens eine
in T regulire, in T + § stetige Losung u der Gleichung Aw = 0, deren

Normalableitung % bei Annsherung an jedes abgeschlossene Stetigkeits-

intervall von f gleichméBig gegen die Wertefolge f(s) konvergiert, wenn noch
verlangt wird, daf8 « auf S, als Funktion von s betrachtet, gleichmaBig einer
L-Bedingung gentigt und da8, falls 7' nicht beschrinkt ist, fiir B — oo
g—z, g—z = O(EI;—;) (B2 = 22 + 92; 7 >0, konstant)
gilt 17),
Bevor wir dies beweisen, behaupten wir zunéichst den

Hilfssatz. Geniigt eine in T regulire, in T + S stetige Potential-
funktion o (z, y) gleichméBig auf der stetig gekriimmten Kurve S einer
Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten ¢ (0 < ¢ << 1), so erfiillt auch die

162) Es kénnen auch, ohne da die folgenden Betrachtungen wesentlich gesandert
werden miiBten, eine endliche Anzahl von Ecken oder einspringenden Spitzen zu-
gelassen werden, falls im dbrigen die Kurvenstiicke von § analytisch sind. Hierin
ist z. B. der fiir manche Anwendungen wichtige Spezialfall der lings einer Strecke
aufgeschlitzten Ebene enthalten.

17) Die letzte Forderung, die die Existenz von lim % sicherstellt, geht iiber die
Re>oo
PLEMELIsche Regularitatsdefinition [vgl. 1 ¢.7), S.4] hinaus, nach der fiir B — oo
nur 9u du = a(-}'—) sein soll
dx’ oy R ’

17*
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zu v konjugierte Potentialfunktion #(z, y) auf S gleichméBig eine L-Be-
dingung mit dem gleichen Exponenten o.

Nach PriwaLorr 18) gilt dieser Satz, falls S eine Kreislinie ist; fiir Bereiche
mit stetig gekriimmter Berandung ist er dann leicht zu beweisen:

Bildet namlich die analytische Funktion Z (z) den endlichen (bzw. unend-
lichen) Bereich 7' der Ebene z = z 4 ¢y umkehrbar eindeutig und konform
auf das Innere (bzw. AuBere) 7' des Einheitskreises X der Ebene Z=X+1Y

ab, so verhalt swh wegen der stetigen Kriimmung von s e 72 noch auf S stetig
und es ist | dz‘ in T + S beschrankt und von Null versc}neden19) Geniigt

daher auf S v(z, y) gleichmiBig einer L-Bedingung mit dem Exponenten g,
so gilt das gleiche fiir v*(X, ¥) = v [2(X, ¥), y(X, Y)], also nach Priwarorr
auch fiir die Konjugierte »*(X,Y) und somit schlieBlich fir »(z,y)
= (X (5,9), ¥ (2, P1°?).

Nun der Beweis des Unitéitssatzes: Wir fithren in bekannter Weise das
zweite Randwertproblem auf das erste zuriick. Die (bis auf eine additive
Konstante festgelegte) konjugierte Potentialfunktion & einer jeden Losung «
unserer Randwertaufgabe geniigt mit Riicksicht auf den eben bewiesenen
Hilfssatz unter den Voraussetzungen des Unitétssatzes auf S gleichmaBig
einer L-Bedingung, hat, falls T nicht beschrinkt ist, unter unseren Annahmen
das gleiche Unendlichkeitsverhalten wie % und muf} in allen abgeschlossenen

Stetigkeitsintervallen von f auf S wegen ?—; = — gg gleichmifig die Vorgabe
. du
m (=)= —f(s
(x’y)__)s((’)s) 1)

erfiillen. Hieraus folgt, da8 #(z, ¥) bei Anndherung an S stetig in die [wegen (18)
iiberall existierende], wegen j' f(s)ds = 0 Dbis auf eine additive Konstante C
5

eindeutige Randfunktion
P(s) = —[f(t)dt (s* ein belichiger fester Punkt auf )
8*

itbergehen muB, die tatsichlich mit Riicksicht auf (18) gleichméBig auf S
einer L-Bedingung mit dem Exponenten 1 — 4 geniigt2?). Hierdurch ist

18) 1. PRIWALOFF, Sur les fonctions conjuguées. Bull. soc. math. France 44 (1916),
S. 100103, '

1) Vgl Le. %), S.254. °

193) Unter den Annahmen der FuBnote 16a) wird sich beim Ubergang von v (2, ¥)
zn % (%,y) im allgemeinen der L-Exponent &ndern, ohne zu verschwindem, Vgl.
L c.25), 8. 255.

20) Das erkennt man leicht foigendermaBen: Wegen der in der Nachbarschaft

52

jeder Stelle s giltigen Ungleichheit | F W~ P < ¢ f . f
(1) »

findet man
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(bis auf eine additive Konstante) die in 7' (gegebenenfalls einschliefllich des
unendlich fernen Punktes) regulire Potentialfunktion %(z, y) eindeutig fest-
gelegt, woraus sogleich folgt, dal es (ebenfalls bis auf eine additive Kon-
stante) hochstens eine Losung « der zweiten Randwertaufgabe geben kann,
die den Forderungen des Unitétssatzes gentigt.

b) Erfillung der Voraussetzungen des Unititssatzes.

Aus den Premersschen Untersuchungen [l. c. 1)] folgt, daB eine Lésung
der zweiten Randwertaufgabe sogar unter der Voraussetzung (18) existiert;
sie 148t sich als Potential einer einfachen Schicht darstellen und erfiillt, falls 7
nicht beschréinkt ist, unsere Voraussetzungen iiber das Verhalten fiir B — oo.
Wie in IIc) erkennt man wieder, da sich ihre Ableitungen erster Ordnung
beim Ubergang auf jedes auf S gelegene Stetigkeitsintervall von f stetig
verhalten [vgl. Fulnote 15)].

Wir behaupten, daf diese Losung, die bis auf eine additive Konstante

’ 1
Ulz,y) = [1 (t)log —dt
N
(¢t = (24, y,) der Integrationspunkt auf S, r2 = (v — 2,)2 + (y — y,)?)

lauten mége, auf S gleichméaBig einer L-Bedingung mit dem Exponenten 1 — 2
geniigt und daB somit simtliche Voraussetzungen des Unitéitssatzes erfiillt sind.

Wie PreMELs zeigte, hat u'(s) die gleichen Stetigkeitseigenschaften wie
f(s); insbesondere gilt also in der Nachbarschaft der s,

c

19 wis)| < —2—.
(19) ol < 2
2.B. fir 8 < o® < an: [FD) — FEO)| < 12 o — 60— (5, — a7,
und es ist leicht zu sehen (etwa durch Betrachtung der Funktion ¢ () = (1 — 17)1—2 —

, @ _
— (1 =74 mit 5 = a e 09 1), daBl durchweg

sy — &P

(8, . 3(1))1-—1 _ (8,, - 8(2))1—-—2

<
(@ — gy1=12 =1 ) .

ist. Analoges gilt fir s, < sV < s Ist P <5, < @D, s0 gilt wegen
@ 8 L9

f = J‘ + }‘ die Abschébzung[F(sm)~F(s(2))}<l————€} [s,— 8O 24 (s — 5 )1
D 4D 8y )

2C
< EY ()h1—2
i—3 (8 ] .
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Die zu U konjugierte Potentialfunktion
T@,y) = — _{ 1740 amtg%{—:i dt 4+ C* (C* eine beliebige Konstante)
N

148t sich mit u(s) = [w (1) dt [8 = (o, y;) ein fester Punkt auf §] und

8
m = f 1 (8) dt 2) nach einer Integration per partes in der Gestalt 22)
§

— Yy—Yy-
(20)  U(z,y) = — marctg

+ .“/,c(t) :iit (arctcy y‘) dt + C*
s
schreiben. Der Integralausdruck in (20) stellt wegen — ( ) Tn LY g—-
- 1
das Potential einer Doppelschicht dar. Bei Annéherung des lektes (=, )

aus T an einem beliebigen Randpunkt s = (2. y;) geht daher U (z, y)in den
Ausdruck

@) [T, 9y, —s = ma,r:ctgyS

— -
8

iﬂu(S) +j#(t)g‘f—b;10g;}tdt +C*
S

iiber, wobei die Normalenrichtung in das Innere des von S umschlossenen
beschrankten Bereiches weist und das -+- oder —-Zeichen zu nehmen ist,
je nachdem T' beschréinkt ist oder nicht. Nun gilt wegen (19), wie man leicht
[wie in FuBnote 20)] nachpriift, gleichméBig auf S

(22) (D) — p ()] < Cp |s® — s@H

o d ¥s —
weiter ist auf S —<arctg pragen
8

Y-
s - ) auBer im Punkte 5 stetig und bleibt bei
&

Anngherung an § beschrankt; der Ausdruck j 1(0) 7= Tog = dt besitzt aber
t st
N
wegen (22) eine durchweg stetige Ableitung nach s23). Alles in allem ist daher
mit Riicksicht auf (21) gleichméBig auf S
0@ 9], )~ (=9, Lol <0 s — @14,

Hieraus folgt nach dem zu Beginn von IIIa angefithrten Hilfssatze, daB
gleichméBig auf S auch

(23) JU(s®) — U(s'@)}{ < Cy|s® — s@p-2
gilt, wobei zur Abkiirzung [U (2. )], ,, ,,w=U 6P [0, 0= U(s®)

gesetzt ist.

21) Enthalt 7 den unendlich fernen Punkt, so ist m = 0.
22) Vgl. z. B. J. PLEMELJ, 1. ¢.7), 8.24.
23) Vgl. L ¢. %), S.205.
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Damit ist gezeigt, daf die in Gestalt eines Potentials einer einfachen
Schicht darstellbare Plemelj-Lésung der zweiten Randwertaufgabe die
Voraussetzungen des Unitétssatzes erfiillt und somit auch die einzige Losung ist.

¢) Die dritte Randwertaufgabe.

Es sel h(s) eine weitere auf S gegebene und, falls es sich im folgenden
um das Innenproblem handelt, wie f(s) beschaffene Funktion, fiir die ins-
besondere in ‘der Umgebung der Unendlichkeitsstellen s, (v = 1,..., m),
die nicht mit den zu f(s) gehdrigen s, zusammenfallen brauchen, eine zu (18)
analoge Ungleichung gilt; beim AuBenproblem soll % (s) beschrinkt und
stiickweise stetig sein (vgl. die letzte Bemerkung in FuBinote 18)). Wir
nehmen ferner an, daB die homogene Integralgleichung fiir die Belegungs-
dichte der als Potential einer einfachen Schicht angesetzten Losung der
dritten Randwertaufgabe keine nichttriviale Losung hat2%). Dann haben
wir fiir das dritte Randwertproblem den folgenden

Unitétssatz. Es gibt hochstens eine in T' regulire, in T + S stetige
 Losung » der Gleichung Awu = 0, die auf 8 an allen Stetigkeitsstellen von

7 und k der Bedmgung n % 1 h(s) u = f(s) geniigt, falls noch verlangt wird,
dag 2 a bel Annéherung an jedes auf S gelegene abgeschlossene Stetigkeits-

mtervaﬂ von f und % gleichmaBig konvergiert, da ferner » auf S gleich-
miBig einer L-Bedingung geniigt und daB, wenn T nicht beschrinkt ist,

" ou 0
iir BR—> o0 a—:, 3—3 :0(R1+1) (B2 = 22 + 42, © > 0, konstant) gilt.

Beweis. Wegen der Randbedingung

2 — U+ ()

geht bei Anndherung an jedes abgeschlossene, keine der s, und s, enthaltende
Teilintervall %:—: gleichmiBig gegen eine dort gleichméaBig einer L-Bedingung
geniigende Randfunktion, fiir die in der Nachbarschaft der s, und s, eine zu (18)
analoge Ungleichung gilt.

Gibe es nun mehrere, den Voraussetzungen des Unititssatzes geniigende
Lésungen des dritten Randwertproblems, so miiite sich eine jede, wie unter
IITa und TITDb gezeigt wurde, notwendig in der Gestalt

24) w(@y) = [w©log=dt + N (N konstant)
S

darstellen lassen.

24) Dag ist z. B. gewiB fiir stetiges # < 0 (& == 0) der Fall, falls es auf § keine
Belegung »(s) gibt, derart, dafl J. # (8) log }dt identisch in 7' verschwindet.
s
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Ist T beschrinkt, so 1t sich bekanntlich die Konstante N als Poten-
tial einer einfachen Schicht schreiben; hieraus folgt, daB sich auch u(z, )
insgesamt als Potential einer einfachen Schicht darstellen lassen muSB.
Unter unseren Voraussetzungen zeigt aber die Theorie der linearen Integral-
gleichungen?5), dafl es genau ein einziges solches, der Randbedingung ge-
niigendes Potential gibt, womit in diesem Fall die Einzigkeit bewiesen ist.

Ist T nicht beschrankt, so folgt aus der Existenz einer und nur einer

Losung von der Gestalt (24), fiir die iiberdies f o () dt = 0 ist 26), und aus
5

der Zwangsldufigkeit dieser Darstellung, dafl auch diese Losung im Rahmen
unserer Voraussetzungen die einzige ist.

IV. Ein zweiter Beweis fiir das in IITb dargestellte Verhalten eines Potentials
der einfachen Schicht auf der belegten Kurve.

Im folgenden wird ein zweiter Beweis 27) dafiir gegeben, daB unter der

Annahme, dafl x'(s) in einer gewissen Umgebung der Stellen s,
s —s,| < Dy,

v| =

gleichméBig fiir alle » einer Ungleichung der Form
’ 01

(25) w(s) < Py

geniigt, die Funktion

Uz, ) =S§M'(z) log - dt

auf S gleichmiBig eine L-Bedingung befriedigt. Obwohl sich jetzt fiir den
L-Exponenten ein kleinerer Wert als 1 — 4 ergibt, ist die folgende Betrach-
tung doch niitzlich, da sie sich ohne Miihe auf den Raum iibertragen liBt,
was natiirlich auf dem in III b beschrittenen Wege unmaglich ist.

Wir betrachten den Ausdruck

o [ 1 1
(26) U(s®) — U(s®) = f w (@) (log = — log L)z,
S
= (8 — @2+ (1 — P 1= (72— )2+ (Y2 — Y3

25) Vgl. J. PLEMELJ, L ¢.1), S.199f.

) Vgl. hierzu 1. ¢.23), wo der Existenzbeweis durchgefiihrt wird.

27} Wir bedienen uns hier einer ahnlichen Methode, wie sie KORN im Falle be-
schrinkter Belegung anwendete. Vgi. A. KORN, Lehrbuch der Potentialtheorie,
Bd. I, Berlin 1899, S.388f.; ferner: Untersuchungen zur allgemeinen Theorie der
Potentiale von Flichen und Riumen. Sitz.ber. d. math.-phys. Klasse der Bayer.
Akad. d. Wiss. 36 (1906), S.3-36.
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unter s® = (z;, ;) und s® = (2, y5) zwei feste Punkte auf S mit dem
Abstand dyo = (%7 — %2)2 + (Y1 — ¥2)2 und unter (z;, ¥;) den Integrations-
punkt ¢ verstanden.

Es sei 2 D, der kleinste, lings S gemessene Abstand zwischen zwei Un-
endlichkeitsstellen s,; innerhalb des Intervalls

@1) s —s,| < D,

liegt daher keine weitere Ausnahmestelle.

Es sei weiter B > 1 eine feste Konstante. Dann definieren wir eine
Zahl 6y = &y (B) wie folgt: Fiir alle Punktepaare o, und o5 auf S, deren
geradliniger Abstand 01, der Ungleichung

(28) 012 < 0o

gentigt, bestehe (man beachte die stetige Kriimmung von 8) zwischen der
absolut kleinsten Bogenlingendifferenz ¢, — 07 und 0;» gleichmiBig die
Ungleichung
(29) 1gln-elop

12
Insbesondere befinden sich die Punktepaare, deren Bogenlingendifferenzen
der Ungleichung

(30) 10’1 _ O'gi < 50
geniigen, unter den Punktepaaren (28).

Ist jetzt
(31) D = Min (-Db Dz: 33‘50):

so liegt in dem Intervall |s —s,| < D keine weitere Ausnahmestelle; ferner
gilt dort (25) und (29).

Wir betrachten weiter alle auf S gelegenen Punktepaare (s, s®), deren
geradlinige Abstdnde d;, der Beschrinkung

D

(32) b < 2

geniigen. Wegen (29) und ;o < % gilt fir diese gewi

3
(33) [s® — s@] < é’_.

Jetzt werde um den Halbierungspunkt von d;, ein Kreis K mit dem Radius
(34) P=adl, (0 < 7 <1, konstant)

geschlagen; setzen wir die Konstante

® o= (B
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so ist fiir die durch (32) erfaBten Punktepaare der Durchmesser von K

D

Wegen 21)1—;; = ‘—19 ist (29) auf den dureh K ausgeschnittenen Bogen 8* (¢/,6"")
(vgl. Fig. 2) und auf die zugehérige Sehne anwendbar, und es ergibt sich

’ ’ D D
(36) |6’ —0"| = 5% B =7

Fiir die Punktepaare mit (32)

. D \1—1
18t wegen P = (m) di2

(37) P =dis,

d. h. die Punkte s, s liegen
im Innern von K.

Auf dem von K ausge-
schnittenen Bogen S* liege
jetzt (vgl. Fig.3) eine der

o S5 Unendlichkeitsstellen s,;

o —— s wegen (36) ist diese gewif
5w 2 die einzige. Dann gilt zu-
Fig. 3. nachst wegen (26) mit Riick-

sicht auf (25) und (29)

i , 1 1 |
(38) | X“ ® (log;; — log E) dt|
S*

”

1 1 1 Py -
< 053 Ty (=p * ]t_smi&)dt, (® beliebig in 0< & <1— 2).

i

Es bezeichne SF¥ den Teil von S*, fiir dessen mit ¢ bezeichnete Punkte
It —s,| < |t—s®|, SF den Teil, fiir den [¢ —s,| > [t — s gilt. Dann
ist wegen (29) und (34)

1 1 . dit di
(% Lt-—s,a";t——s‘ﬁr*dt" “"jé jit—s,il+"+j}t—s"’i‘+‘9
S*

s s§r s s

< Qg P1=3=% < Oy di—4-9,

Eine entsprechende Ungleichung gilt fiir jit 1 T 1‘ B dt.
— 8 —
. S* v
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Liegt weiter s, zwar nicht auf 8%, ist aber die Bogenlinge zwischen s,
und dem nichstgelegenen Endpunkte ¢’ oder ¢’ von S* kleiner als 3 D (gilt
also |¢ — s,| < 3D fiir alle ¢ auf S*) (vgl. Fig. 4), so liegt S* noch in dem
Intervall |s — s,| < D, und man gelangt durch eine vollig analoge Betrachtung
ebenfalls zu zwei Ungleichungen der Form (39), indem man |¢ — s,| = |t — o'|
bzw. = |t — o’’| beachtet. — Liegt schlieBlich kein Ausnahmepunk® s, auf S*
und in der eben genannten

Nachbarschaft mit der Bogen- LS e

linge 3 D, so ist u' auf S* Z D/’”"}"‘“\o s
gleichmifig fir jede Lage v

dieses * Flichenstiickes mit Fig. 4.

|t—s,) =2 3D fir alle ¢
auf S beschrinkt. Fir die linke Seite von (38) finden sich jetzt erst
recht entsprechende Ungleichungen und wir bekommen, alles in allem,

, 1 1 T—2—
(40) H,u, ) (log o log };) dti < O id—4=9
S*
dabei ist Cg eine von der Lage der Punkte s und s® und von d, » unabhingige
Konstante, vorausgesetzt, daf d;, der Ungleichung (32) geniigt.
Der kleinstmégliche Abstand 7, der Punkte s® oder s® von der Kreis-

linie K ist mit Riicksicht auf (37) und (34)

(41) ram =P — %212 £ = 0ydis ).

2
Fiir jede Lage des Integrationspunktes (a4, y;) = ¢ auf S — 8% ist somit fiir

D
dio

4

I 1 1]
(42) %10g;; —_ logglt < 010

IA

9 1—2
< Cpy diz %,
n

dy
"mi

und es gilt daher

’ 1 1 -1 ’ —7
(43) j w(2) (log;; — log;;) dti< O dis” S},u ®)] dt = Cizdiz*.
§—8= S
Vird jetzt noch

(44) Min [l —4, A(1 — 41— 9)] = A* (0 <i*<1)
gesetzt, so folgt aus (40) und (43) schlieBlich

. 1 1 .
(4:5) t 12 (t) (]0 ';; — logg) dil < 014 d‘i2.

8

Dies gilt zunichst gleichmaBig fiir alle Punktepaare, die die Ungleichung (32)
erfilllen; bei geeigneter Wahl von Cy4 gilt (45) schlieBlich ganz allgemein.

) Tm riumlichen Falle ist von jetzt ab 0 < 1 <} anzunehmen.

(Eingegangen am 13. Dezember 1941.)



