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Eine Ungleichung fiir Vektorlingen.

Von

Hans Hornich in Wien.

In dieser Arbeit soll eine weitgehende Verallgemeinerung der Dreiecks-
ungleichung gezeigt werden, die trotz ihrer Einfachheit und Allgemeinheit
nicht bekannt zu sein scheint. Thr hier gegebener Beweis erfordert einige
Umwege und Hilfssétze.

Sind ay ..., by...b, beliebige n + m Vektoren mit m =1 und mat

(1) Za¢~2'b

i=1 j=1 7

und st ¢ ein Hinheitsvektor eines Ry, so g¢ilt die folgende Ungleichung:
@  Z(etc—la) = 20+l = o) £ ntm—2

Als einfachster Spezialfall ergibt sich fiir m = 1 und % = 2 mit drei
beliebigen Vektoren ab ¢ die Ungleichung:

la] + [b] + €] + a4+ b +c| = [a+b] +{b+c| +]c+al,

welche wieder die Dreiecksungleichung als Spezialfall enthalt.

Zum Beweis von (2) setzen wir

Slaf+ =R
I=1 j=1

und zeigen den Hilfssatz:
Es ist gleichméBig fiir alle a; und b;, welche (1) erfiillen:

@ tmoup (2 (o + |~ la) = Z (5 +cl = [o)) Sntm—2
R—»o i=1
Zunschst ist:
loc-+ el = lodl = g e e

und analog fiir die b;, so da8 wir (3) auch schreiben kdnnen:

Sec41  y7 2Betl
A TaFdrial — & Ty ]

Wir betrachten zuniichst den Fall, da8 fiir ein festes R > 0 alle |q;]
und {b;} > -2-2—%_—5; sind. Dann kénnen wir |a; + ¢| = |a;] (1 + &) setzen,

4) =m+n—2+0(l)
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wo ¢; absolut unterhalb einer nur von R abhéngigen und mit B — co gegen
Null strebenden Schranke liegt; analoges gilt fiir die [b; 4 ci. Es ist also:

SRS +1 O 2bc+1 = b 4
a; ¢ _ J — A —
) i;:—}az-g-c{—{—iai} jg':!bj+c;+[bj1 A lul T < u,[ +o(1).
I = m
! b
<‘ a4y — _J_
m+n |
Wir bestimmen nun das Maximum der Grofle Z' ¢;|, wo die ¢; Einheits-
i=1

vektoren sind und eine Relation

m+n

Z %;8; = 0
i==1

mit «; = 0 bestehen soll. Sei etwa «; = Max«;, = 1; dann ist:

In+m n+m | nim
2e Z(l—az)eué 2 (1—ay);
=1 | i=2 i i=2
n+m n+m n+m
wegen e; = — Z' e, ist aber 22oc >1 und X <n-+m Diese
i=

Zahl ist na,turhch auch das Maximum.
Es ist also stets:

und da alle |a;] \b]>2(mR+n) sind, so ist
D 2ac1  NY 2Bkl _
© 2 @ Faial jgtbj+c1+;bjt=”+m 2+ o).

Seien nun einige der | a;| oder | ; es muB stets eines der | q,|

b = 5w
oder eines der |b,;| > Wmﬁ-i»—ni sein. Wir beachten weiter, da8 fiir ein 2 mit
0 <72 =1 und einem beliebigen Vektor a gilt:

(a—ic)¢ (at+¢c)c4ac < (a+ect+ic)e

la—2 cI = late 4 o] T Jatctic]”

. 2a;c41
Fur alle }Q‘z = 2(m+ ) el‘setzen‘mm—a—m

von (4) durch die groBeren Werte %E[{T;-Ec—'ﬁ)'{— es seien deren etwa insgesamt #'.

Sty 5 ersetzen wir das entsprechende

Glied auf der linken Seite von (4) durch ‘;"ﬂ ol 4 ’;‘gs‘, was fiir dieses Glied

auf der linken Seite

Ist nun ein Glied | q,}, etwa | a,]| >
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nur eine Anderung o (1) — und zwar gleichméBig fiir alle a; — ergibt. Gibt

. . R B
es aber kein Glied |a;| > T Ton )

geben; dann ersetzen wir das entsprechende Glied auf der linken Seite von (4)

durch (ﬁ‘m _:_7; cc—i.—i—n’,’& }/Cz ;: , was fiir dieses Glied wieder nur eine Anderung o (1)
bedeutet.

Analog ist mit den b; zu verfahren, fiir welche }bj{ = 2—(;—%_—,;) ist: wir
2 Bj c+1
{B;+ C’+!—Bj—i

. es seien derer etwa m’. Gibt es ein b; mit lb] > R S0
2 (m-+n)

, so muB es ein b;, etwa b, | >

ersetzen auf der linken Seite von (4) durch die kleineren Werte

(b, —ic)¢
|b;—4c}’
ersetzen wir das entsprechende Glied auf der linken Seite von (4) durch

(b;4m’ icye )
m, was fiir dieses Glied nur eine Anderung o0 (1) ergibt. Gibt es

R . .
aber kein |b;| > Sty 5 gibt es ein |a,[ > 5 o +n) und}wxr ersetzen das
entsprechende Glied auf der linken Seite von (4) durch (—%—V—Zn—,/—%—c was wieder

nur eine Anderung o (1) gibt.

Fiir die so abgeinderte und — abgesehen von GroSen o (1) — ver-
groBerte linke Seite von (4) ist dieselbe Uberlegung wie oben anzuwenden:
es ist dann wieder

7 2041 Oy 2b.c+1
;m“ m m+n—2+o(1).

i

j=1
Damit ist (3) vollstindig nachgewiesen.

Dem weiteren Beweis von (2) schicken wir folgende Bemerkung voraus:
Wir konnen fiir diesen Beweis alle Vektoren a;, b;, a; + ¢, b; 4 ¢ == 0 voraus-
setzen. Isteina; + ¢ = Oodereinb; = 0, so reduzmrt sich (2 auf eine Summe
von Dreiecksungleichungen. Die belden anderen Fille erledigen sich durch
Rekursion:

Ist ein a; = 0, so kommt man auf den Fall von m 4 »n — 1 Vektoren,
indem man den betreffenden a-Vektor streicht.

Ist ein b; + ¢ = 0, etwa by -= — ¢, 80 lassen wir das Glied mit b, fort,
und da dadurch 2Z'b;um ¢ vermehrt wird, fiigen wir zu den a-Vektoren noch
0y +1 = ¢ hinzu; die Gesamtzahl der a- und b-Vektoren bleibt m + n. Es
ist danm:

n+l m—1

Z et el —lad = Z (5 +¢ = o)
= 2 (oot ol —lah = Z (6 + ¢ = 1o,

i=1
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Es bleibt dann noch der Fall, daf alle m b-Vektoren = — ¢ sind. Fiithrt man
den angegebenen Vorgang m-mal durch, so erhalten wir die zu beweisende
Ungleichung:
n+m
_Z'l(}ai e = la) En+m—2,
i=
n+m

wo 2 a; =0 und q,., = ¢ ist.

§==
Es ist dann auipmo1=—¢C—0a — QG — ***— @uim_2 und die zu
beweisende Ungleichung:

n+m-—2

gl (a; +¢| — @) — (Jar + a2 + = + Gpsmoz+ €| —
—1a1+a2+...+an+mw2b§%+m_3’

also die Ungleichung (2) mit einem b- und % -+ m — 2 a-Vektoren.

Fiir n + m = 2ist die Ungleichung (2) ohne weiteres zu verifizieren; sonst
wird an keiner Stelle des Beweises Rekursion verwendet. Wir kénnen daher
fortan die Ungleichung (2) fiir die genannten Fille als bewiesen annehmen.

Aus unserer Ungleichung (3) ergibt sich:

Soll die Fanktion

e ) = £ (as+ ¢ = la) = & (5, + c| = [5,)

auch Werte >m +n — 2 annehmen, so miillten auch Extremwerte

>m + n — 2 auftreten; wir gehen also daran, die Extreme von f(a;, b,)
m—1

aufzusuchen. Wir ersetzen dabei b, = Z o — 2 b,, wir bemerken ferner,
i=1 j=

daB mit Ausnahme der Stellen, an denen einer der Vektoren a;, a; + ¢, b >
b; + ¢ verschwindet, f stets differenzierbar ist; in den ausgeschlossenen Fillen
konnten wir (2) als bewiesen annehmen.

Fir die Extreme von f gilt:

of _ atc 6 butc | b, .
56~ add o] et T =0 =L
af b+ b, Butc |

b4l Ib;]  ibutef
odereswtfurz:l...n j=1..

=0 G=L...m-1

) ot a; b;+¢ b.?' = 9

T+l fa;] — B3¢l [B)]
Wir konnen annehmen, da8 fiir hochstens einen der a- und b-Vektoren
(8) la; + ¢| = |a;] bzw. [b;+ | = |b;]
gilt: andernfalls folgte (2) schon aus Dreiecksungleichungen. Gibt es einen
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a- oder b-Vektor, fiir den (8) gilt, so ist der Vektor U = ¢ -« («x =+ 0) und
alle a; und by, fiir welche (8) nicht gilt, sind linear von ¢ abhéngig: unter den
Vektoren a; und b, sind also hochstens zwei linear unabhiingig. Gibt es endlich
keinen Vektor, fiir den (8) gilt, so sind alle Vektoren a; und b; linear aus %
und ¢ zusammenzusetzen.

Die Vektoren a; und b; liegen also auf einer ebenen Vektormannigfaltig-
keit €. Bezeichnet man mit (v, w) den orientierten Winkel zweier Vektoren v
und w aus &, so folgt mit einem beliebigen Vektor e == 0 aus € auns (7):

sin (ar{—c,e)2+(az, ¢) sin (a;+¢ e)2 — {az ¢)

(9 (B 4(0,0) (B4 —(b)e)
= Sin B sin 2 .

Denkt man sich den Vektor e um % gedreht, quadriert und addiert die

so entstehenden Gleichungen (9), so wird fiir alle 4 und 4:

(10) sing (G605 e;—_(_az_- 28— gin? m(bj+c,e)2_ Cod) =@
Ist o = 0, so ist (a; + ¢, e) — (a;e) = (a; + ¢, a;) = 0 (27), also alle a; und
ebenso alle b; sind linear von ¢ abhingig: dieser Fall wird am Ende des Be-
weises behandelt.

Ist ¢ == 0, so folgt aus (9) weiter:

(11 sin [(a; + ¢, ¢) + (a;, ¢)] = sin [(b; + ¢, &) + (b, ¢)]
und wegen der Willkiir von e:

(12) (a; + ¢, €) + (as, €) = (b; + ¢, ¢) + (b) €) (2).
Aus (10) folgt wieder entweder

(13.) (8 + € €) — (@ ©) = (8 - & ¢) — (B, ¢) (27)
oder

(13b) (6 + ¢ e) — (a5, ¢) = (b), &) — (b, + ¢, ¢) (27).

Aus (12) und (13a) folgt
(ai: e) = (bj: e) (76),
(a; + ¢, e) = (b; + ¢, ¢) (n).

Es sind also a; und b, linear abhingig und ebenso a; + ¢ und b; + .
Dann ist entweder a; = b; oder es sind sowohl g, als b; linear von ¢ abhingig.
Den ersteren Fall konnen wir gleich ausscheiden, da dann (2) sofort aus
Dreiecksungleichungen folgt.

Aus (12) und (13b) folgt

(a; +¢c,e)= (bj’ e) (m),
(0> &) = (B; + ¢, ¢) ().
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Es sind also a; + ¢ und b; linear abhéngig und ebenso a; und b; + ¢
Dann sind entweder sowohl g, als b; von ¢ linear abhéingig, oder wenn weder a; .
noch b; linear von ¢ abhingen, mu8 a; + b; + ¢ = 0 gelten. Wir zeigen, daBl
dieser letztere Fall nicht eintreten kann, sondern daB alle a; und b; linear
von ¢ abhingig sein miissen. Ware etwa a; nicht von ¢ linear abhang1g, so
miifite, und zwar mit jedem b; gelten: a; + b;+c¢=0, d. h. alle b; wiren
einander gleich und nicht von ¢ linear abhéingig; dann miiiten aber auch
wieder alle a; der Gleichung geniigen a; + b; + ¢ = 0 und ebenfalls alle q;
einander gleich und nicht von ¢ linear abhingig sein. Es wire aber dann:

n
.Z'la, Z'I) = na; = mby.
i=

_7._

Weiter miiBte gelten a; + b; + ¢ = 0, also a; = — # ¢, also a; entgegen

n
der Voraussetzung von ¢ linear abhingig. *
Es ist also schlieBlich nur der Fall zau untersuchen, dafl alle a, und b;
linear von ¢ abhéngig sind.
Sei also a; = o;¢ und b; = ;¢; dann ist die Ungleichung zu zeigen:

Slar11—lah = Z g+ 1= g S0t m-2

wo also die «; und f; beliebige reelle Zahlen mit Zl oy = 2 ﬁ und m = 1 sei.
1= 3—

Wir zerlegen die n Zahlen «; in drei Klassen: mit a; bezemhnen wir die
Zahlen «; mit «; > 0, mit «; die mit —1 < o] <0 und mit oc dle mit
" < — 1; die Anzahlen der «; in diesen drei Kla sen seien #', %", #’”/, also
% + o' + 2" = n. Analog zerlegen wir die m Zahlen ;; deren Anzahlen
seien m', m”’, m'"" und m’ + wm’ + wm'"’ = m. Je nachdem «; der ersten,
zweiten oder dritten Klasse angehért, ist dann |« + 1] — o] =1,
1 - 2|a;{, — 1; ebenso fiir die ;.
Die zu beweisende Ungleichung hat dann die folgende Gestalt:
— E|af + ZIF] S w1,
Wegen X' [/3;'1 < m” ist diese Ungleichung sicher erfiillt, wenn %'’ oder
m’ > 0 sind. Wir nehmen also weiterhin #'"’ = m’ = 0 an und hitten dann
ZQ zeigen:
T = Z |+ —
Nun ist
—ZB+ 2B =2 — Do),
also ist zu zeigen
—Zd +EB <m’ —1;
wire nun
— o, + ZB >m" — 1,

Mathematische Zeitsehrift. 48. 18
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so miifte, weil links eine Zahl < 0 steht, m” = 0 sein und weiter

- Zal 4+ ZE| <1
und
Zig <1

und wegen | 8" | > 1ist auch m'"’ = 0. Also wiire m = m' + m" 4+ m"' =0
entgegen unserer Voraussetzung.

Bemerkenswert ist die Voraussetzung m = 1, wihrend die Anzahl der
a-Vektoren nicht beschrinkt ist.

Tiir den Spezialfall m = 1, n = 2 hat Herr HLAwkA mir einen rein
algebraischen Beweis angegeben:

Es ist, wenn man die Relation

Jaf2 4 (602 + [cl2 + o+ b+ ¢t = [a+ B[+ b+ c[2 + [c+ af
beriicksichtigt:
la| + bl +Jc| —=la+b] —[b+c| —c+al+|a+D+cf
lal-+[Bl-+la-+]
= (o] + 10| — la + 8D (1 = G5 e Harora)

[bl+-{e]+[b+c| )
+{bj+ic]+-la+b+¢|

‘ cl-Hlal+c+a]
+ (el +lal —le+ab (1~ GrrRir e o e

Wir geben schlieBlich noch einige Ungleichungen, die sich als Spezialfille
von (2) ergeben.
Fiir m = 2, n = 1 ist mit drei willkiirlichen Vektoren a, b, ¢:

lal+ bl —fc]+la+b+¢c] =|a+b]+[b-+c]+|c+al
Fiir m = 3, n = 0 1ist:

la + ol +]a+b] =latc|+|b+c[+|a+b—c[+]c|
Tiir beliebige Vektoren b; ... b, und ¢ gilt (» = 1):

+ (o] + lel = o+ (1

%

0.

m ¢ n
]=

200 B‘i =

j=1"

lbj_i— | — tél‘lbj‘%‘ C% + (m — 1) [c].

1

(Eingegangen am 9. Februar 1942.)



