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Uber gewisse Halbverbinde
und kommutative Semigruppen.

Erster Teil.

Von

Fritz Klein-Barmen in Wuppertal.

Einleitung.

Ein Hoalbverband in bezug auf eine Verkm'ipfung O kann nicht zugleich
eine kommutative Semigruppe in bezug auf O sein, wenn man von dem belang-
losen Fall absieht, daB nur ein einziges Element vorhanden ist. Die Gleichung

a0 zr=a

hat nédmlich, wenn der Operationsbereich ein Halbverband ist, im allgemeinen
mehrere Losungen, dagegen hdchstens eine Losung, wenn es sich um eine
Semigruppe handelt. Noch viel weniger kann natiirlich ein Verband zu einer
Semigruppe ausgebaut werden, wenn dabei verlangt wird, da8 die Semi-
gruppenverkniipfung zugleich eine der beiden Verbandsverkniipfungen
sein soll.

Andererseits stimmen, aber Halbverband und kommutative Semigruppe
in ihrer Konstitution weitgehend iiberein. Beide Bereiche haben in dem
weiterhin als Holoid bezeichneten Operationsbereich ihr gemeinsames Funda-
ment. Eine wichtige Etappe auf dem Wege zum Holoid bildet das Assoziativ.
In der vorliegenden Arbeit entwickeln und untersuchen wir die in Assoziativ
und Holoid verankerte Begriffswelt. Eine besonders bedeutsame Klasse von
Holoiden soll Gegenstand einer weiteren Arbeit sein.

§1.
Assoziativ und Holoid.

1. Grundgegebenheit sei eine von der Nullmenge verschiedene, im #ibrigen
endliche oder unendliche Menge M, deren Elemente einer durch O symboli-
sierten Verkniipfung fahig sind. Die Verkniipfung werde durch die folgenden
Awiome naher bestimmt:

AT Sinda, bzweibeliebige Elemente aus M, so gibt esin M ein Element ¢
derart, daB gilt

a0 b=c
18*
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ATI. Fiir drei beliebige Elemente a, b, ¢ aus M gilt

(@eob)oc=a0®0Oc).

A TIT. Fiir zwei beliebige Elemente a, b aus M gilt
a0b="boa.

Erkliarung 1. Eine Menge M mit einer den Axiomen AT und A IT ge-
niigenden Elementverkniipfung O heiBle ein Assoziativl) in bezug auf O. Ist
iiberdies A T1II in Kraft, so sprechen wir von einem komsmutativen Assoziativ.
Ein Assoziativ werde als endlich oder unendlich bezeichnet, je nachdem es aus
endlich oder unendlich vielen Elementen besteht. Unter der Ordnung eines
endlichen Assoziativs werde -die Anzahl der verschiedenen Klemente ver-
standen, aus denen das Assoziativ besteht.

Da wir es im allgemeinen nur mit einer einzigen Elementverkniipfung
zu tun haben, kénnen keine MiBverstindnisse entstehen, wenn an Stelle von
a O b einfach ab geschrieben wird. Wir machen in dieser Arbeit von beiden
Schreibweisen Gebrauch.

Weiterhin sei M ein kommutatives Assoziativ.

Aus AT und AII folgt, daB fiir » = 1 das ,,Produkt®

n
Hao,=a...0a,

==
existiert. Dasselbe geht, wenn insbesondere
a, = a r=1...,n

ist, in die ,,Potenz‘‘ ¢® iiber.’
Ohne auf den Beweis einzugehen, merken wir den folgenden Satz an,
der besagt, daB in M die gewdhnlichen Potenzregeln in Kraft sind:

Satz 1. Sind m, n positive ganze Zahlen, so gilt fir beliebige Elemente
a, baus M

amt =g T, (a™P = a™", "™ = (ab)™.

Erklirung 2. Ein Element ¢ aus M heile ein ausgezeichnetes Element
erster Art, wenn fiir jedes Element ¢ aus M

a0e=a

1) Die Bezeichnung ,,Assoziativ" fiir derartige Bereiche habe ich in [A. V. 4], 8, 87
vorgeschlagen, — In das Literaturverzeichnis am Schiuf der jetzigen Arbeit habe ich
auch einige neuere Untersuchungen aufgenommen, die im Zusammenhang mit der
Theorie der Verbiande stehen, ohne daB in ihnen das in der vorliegenden Arbeit be-
handelte Problem unmittelbar berithrt wird.
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gilt, Ferner heiBe ein Element [ aus M ein ausgezeichnetes Element zweiter
Art, wenn fiir jedes Element o aus M

ao0f=1f
gilt. .
Satz 2. Es gibt in M hochstens ein ausgezeichnetes Element erster Art und
héchstens ewn ausgezeschnetes Element wweiter Art.

Beweis. Sind ¢ und ¢ ausgezeichnete Elemente erster Art, so gilt

de=2¢, e = e,

woraus nach A ITT die Identitit von e und ¢ folgt. Entsprechend beweist
man den zweiten Teil der Behauptung.

Dagegen reichen die bisherigen Axiome nicht zur Sicherung der Ezistenz
der ausgezeichneten Elemente aus. So gibt es sowohl kommutative Asso-
ziative mit einem ausgezeichneten Element erster Art als auch solche ohne
ein derartiges Element; ebenso gibt es sowohl kommutative Assoziative mit
einem ausgezeichneten Element zweiter Art als auch solche ohne ein derartiges
Element. Beispiele zeigen, daf alle vier durch Kombination sich ergebenden
Fille realisiert werden kénnen.

2. Wir engen den Begriff des kommutativen Assoziativs dadurch ein,
dafl wir auf M zwei weitere Awiome einwirken lassen:

AIV. Es gibt in M ein ausgezeichnetes Element erster Art.

AV. Sind @, b und 2, y Elemente aus M derart, dal

a=boz2 b=a0y
gilt, so ist
a=b.

Erklirung 3. Ein kommutatives Assoziativ in bezug auf O, das den
Axiomen A IV und A V geniigt, heiBe ein Holoid?) in bezug auf ©. Das nach
Satz 2 eindeutig bestimmte ausgezeichnete Element erster Art werde stets
mit e bezeichnet.

Das Axiom A V hat zur Folge, daB ein Holoid in bezug auf O nicht zu-
gleich eine Gruppe in bezug auf O sein kann, wenigstens keine solche, die aus
mehr als einem Element besteht. Wire M namlich eine Gruppe in bezug
auf O, so miiBite es zu zwei verschiedenen Elementen @, b zwei Elemente z, y
geben derart, daf

@ =>bzx, b=ay

gilt, was im Widerspruch zu A V steht.
2) Zur Verhiitung von MiBverstandnissen mache ich darauf aufmerksam, daf der

»holoide Bereich” von J. KONIG kein Holoid im Sinne der jetzigen Erklarung 3 ist;
vgl. Kéxie [1], S.7.
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Dagegen kann ein Holoid in bezug auf O sehr wohl auch eine Semigruppe
in bezug auf O sein; wir gehen darauf in § 5 genauer ein.

Hinsichtlich der endlichen Holoide macht der folgende Satz eine bemerkens-
werte Feststellung, wobei noch zu erwihnen ist, daB bei dem Beweis desselben
das Axiom A IV nicht in Aktion tritt.

Satz 3. Jedes endliche Holoid besitzt ein ausgezeichnetes Element zwester
Aqt,

Beweis. Es sei M ein endliches Holoid von der Ordnung m. Die Be-
hauptung ist fiir m = 1 richtig; also werde m > 1 angenommen. Sind

A1s o ooy Uy
die verschiedenen Elemente von M, so existiert das durch
(1) f = Ay ... Oy
bestimmte Element f und infolgedessen auch fiir jedes @, das durch
bestimmte Element a,,. Weiter gibt es fiir jedes a;t ein Element b;, derart, daB
@) f=a.b,
gilt; man erhilt &, dadurch, daB man auf der rechten Seite von (1) das

Element a, isoliert und die iibrigen Elemente zu einem einzigen Element

zusammenfaft. Aus (2) und (3) folgt nach AV
a, = | (u=1,..., m),
so dafl f wegen (2) das ausgezeichnete Element zweiter Art ist.
Was die unendlichen Holoide anbetrifft, so kann man sowohl solche mit

einem ausgezeichneten Element zweiter Art als auch solche ohne ein derartiges
Element konstruieren.

§2.
Die Beziehung 2.

Fiir ein eingehenderes Studium der Holoide reicht die werkmipfungs-
theoretische Betrachtungsweise, so wertvoll sie auch ist, allein nicht aus.
Einen tieferen Einblick in die Feinstruktur der Holoide gewinnt man erst,
wenn die beziehungstheoretische®) Betrachtungsweise hinzukommt. Die
wichtigste Beziehung ist, unter M weiterhin ein Holoid verstanden, die in der
folgenden Erklirung beschriebene Relation D:

%) Das Wort ,,Bezichung® ist hier in engerer Bedeutung gebraucht; es ist darunter
eine zweigliedrige Beziehung zu verstehen. )
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Erkldrung 4. Sind @, b Elemente aus M, so sei dann und nur dann

-

a>Db,
wenn es in M wenigstens ein Element z gibt derart, daB
a=>b0%x

gilt. Mit @ D b sei b C a gleichbedeutend. Findet ¢ D b statt, so heifle ¢ ein
Oberelement von b und umgekehrt b ein Unterelement von a.

Die besondere Bedeutung der Beziehung D beruht darauf, daf vermdoge
derselben der Begriff des Holoids rein beziehungstheoretisch aufgebaut werden
kann, worauf wir aber in der vorliegenden Arbeit nicht weiter eingehen.

Satz 4. 1. Mit
e2b, b2e

gl
a2 ec.
Beweis. Aus
a=bz, b=cy
folgt
a0 = cyw.

Satz 4. 2. Fir jedes a ¢ilt
a2a aDe
und, falls das ausqgezeichnete Element zweiter Art4) ewistiert, auch
foe.
Beweis: Axiom A IV und Erklirung 2.

Satz 4.3. Mit
a2b, bDa
gl
a = b.

Beweis: Axiom AV,

Diese drei Sitze besagen, daB M eine in bezug auf die Beziehung 2 teil-
weise geordnete Menge ist. Insbesondere gibt uns der Satz 4. 2 die Berechtigung,
e auch als die untere Spitze oder das unterste Element von M und entsprechend f
— vorausgesetzt, daB f existiert — als die obere Spitze oder das oberste Element
von M zu bezeichnen. Hinzuzufiigen ist noch, da8 bei einer rein beziehungs-
theoretischen Begriindung des Holoidbegriffes — in der vorliegenden Arbeit
handelt es sich um eine Axiomatisierung, die im wesentlichen verkniipfungs-
theoretischer Natur ist — die drei letzten Satze zu Axiomen erhoben werden.

%) Dieses Element werde immer mit f bezeichnet, es sei denn, daB einmal eine andere
Bezeichnung zweckmaBiger ist.
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Satz 5. Sind '
(4) A1s ...y Oy
Elemente aus M derart, doff
IH a,=e
=1
gilt, so st
a,=e (r=1,...,n).

Beweis. Ausder Voraussetzung folgt e 2 a,, woraus sich die Behauptung
nach den Sitzen 4.2 und 4. 3 ergibt.

Satz 6. Zu vorgegebenen Elementen (4) gibt es mindestens ein Element x
derart, dof ¢ilt
z2a, (r=1 ..., n.

Beweis. Das Produkt der Elemente (4) hat die gewiinschte Eigenschaft.
Ohne weiteres leuchtet die Richtigkeit der beiden folgenden Sitze ein:

Satz 7.1. M
o, 2b r=1...,mn)

YV —

gelt

U

i

n
I,
v==1

a‘l’
v

Satz7.2. Firn =k qult

=

U

k
a,2 I a,.
y==1 v x=1 *

Mit @ D b ist sowohl ¢ = b als auch @ == b vertraglich. Im zweiten Fall
kann man eine weitere Beziehung einfithren:

Erklirung 5. Da8
e2b, a=+b
stattfindet, werde auch durch
a>b
zum Ausdruck gebracht. Mit @ > b sei b < a gleichbedeutend.
Der Satz 4.1 kann nun leicht folgendermaBen verschirft werden:

Satz 8 Mt
e2bh b2c baw. a2b, boe

gilt

a D¢

Erklarung 6. Es seien a, b Elemente aus M derart, daB a D b gilt.
Gibt es in M kein Element x derart, daB

a>2, Db
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gilt, so heie a ein oberer Nachbar von b und umgekehrt b ein unterer Nachbar
von a.

Satz 9. Ist M endlich und sind a, b Elemente aus M derart, daf a > b gilt,
so hat a mundestens einen unteren Nachbarn und b mindestens einen oberen
Nachbarn.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, den ersten Teil der Be-
hauptung zu beweisen. Ist b selbst ein unterer Nachbar von @, so ist die Be-
hauptung richtig. Ist b kein unterer Nachbar von @, so gibt es ein Element b,
derart, daB

a>b, byDb

gilt. Wir konnen also ¢ D b durch a D b, ersetzen und wie vorher schlieBen.
Das damit eingeleitete Verfahren liefert eine endliche Folge von Elementen

b, by, bs, ...
Wegen
bcbhcbc---

bricht diese Folge mit einem Element b, ab, das sich leicht als ein unterer
Nachbar von a erweist.

Es ist zu beachten, daB der letzte Satz nur unter gewissen Einschrin-
kungen aunf unendliche Holoide ausgedehnt werden kann.

§ 3.
Die Beziehung L.
Auf der im vorhergehenden Paragraphen geschaffenen Basis fithren wir
eine weitere wichtige Holoidbeziehung ein:
Erklarung 7. Sind a, b Elemente aus M derart, daf das System
a>z, bDx

nur die sicher vorhandene Losung x = e besitzt, so mégen ¢ und b fremd
zueinander heien. Da8 o und & fremd zueinander sind, werde durch a 1 &
ausgedriickt. :

Satz10.1. Mita 10 ¢ilt b 1 a.
Satz 10. 2. Fiir jedes a ¢ilt a 1 e.
Satz 11. Sind a, b und o', ¥’ Elemente aus M derart, daff

alb, a2a, DDV
gilt, so ist auch
a 1L b,
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Beweis. Die Behauptung sei falsch. Dann gibt es ein Element  derart, dal
oDz, VDo, x+e
gilt, woraus nach Satz 4.1
a2z, bz
folgt, was der Voraussetzung widerspricht.
Satz 12.1. M
a>2b, ald
gilt
b=ce.
Beweis. Andernfalls hitte das System
eaDx b2z
die von e verschiedene Lésung z = b.
Satz 12. 2. Mt
a=0b, albd
gilt
a=b=e.
Beweis: Satz 12. 1.
Satz 13.1. Sind die n Elemenie

015 o vy Oy (n = 2)
2u je zweten fremd wnd ist
€= 0y...0,
so qilt mat
{5) a, =+ e (r=1..., n)
fiir olle a,
(6) a, = c.
Beweis. Wire die Behauptung falsch und finde etwa a; = ¢ statt, so wére
Ay = Gy ... Gy,
also
42 a,

was fiir v == 1 wegen
a1 la, a Fe
nach Satz 12. 1 unméglich ist.
Wie der folgende Satz zeigt, 1a8t sich der Satz 13. 1 fiir » = 2 umkehren.
Satz 18. 2. Sind die beiden Elemente a, b zueinander fremd und ist ¢ == ab,
< s0 qult mat
a==e¢, bse
auch
a=+e bFe
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Beweis. Wire die Behauptung falsch und finde etwa o = ¢ statt,
80 wire
¢c=eb=0.

Dagegen la8t sich der Satz 13. 1 — das bestitigt das folgende Beispiel —
fiir # > 2 nicht mehr umkehren. Die Elemente

A1y oo oy Oy (n > 2)

seien zu je zweien fremd; es sei

C=0y...0,.
‘Weiter sei

ay F e asFe,
aber

g ==+ = @, = e,

so daB (5) nicht durchweg in Kraft ist. Trotzdem hat (6) Giiltigkeit, wie sich
folgendermaBen ergibt. Wegen
c2a1De

und Satz 8 gilt

¢ De also ¢ e,
so daf

¢c=+as,...,¢F a,
ist. Wegen

a; L as, ¢c=a109, a1 F e, ay F e

ist ferner nach Satz 13.1

¢ =l= a1, € :%: Q2.
Erklirung 8. Sind die Elemente
{7 Qs o v ey Oy (n = 2)

zu je zweien fremd und simtlich von e verschieden, so heile (7) ein F-System5).
Gilt iiberdies
ay...0,=a,
so heile (7) ein F-System fir a.
Zwei §-Systeme, die sich nur in der Reihenfolge der konstituierenden
Elemente unterscheiden, sollen als nicht wesentlich verschieden angesehen

werden.
Satz 14. Ist (7) ein F-System und sind

3 by, ... b,

%) Das §-System ist nicht zu verwechseln mit §-Folge und F-Menge in [Verb. 8],
8. 231#f. und [Verb. 9], 8. 551f.
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Elemente derart, daf
a,2b,De r=1...,%)
gilt, so ist auch (8) ein F-System.
Beweis: Satz 11.
Satz 15. Es sei (7) ein F-System fiir a. Ist damn
9 by, . by,

e §-System fir eines der Elemente (7), etwa fiir a,, so ist auch das durch Zu-
sammensetzung entstehende System

(10) @1 e @_q, by, ..., by, Byoiqs oos Oy
ewn §-System fiir a.

Beweis. Die Elemente (10) sind nach Satz 11 zu je zweien fremd. Sie
sind ferner simtlich von e verschieden. SchlieBlich gilt

..., _1by.. by, ,...0,=a

Der durch (9) bewirkte Ubergang von (7) zu (10) mége als eine Ver-
feinerung des ersten §-Systems bezeichnet werden.

Erklarung 9. Unter einem optimalen F-System fiir @ werde ein F-System
fiir o verstanden, das nicht weiter verfeinert werden kann.
In dieser Arbeit betrachten wir nur §-Systeme, die aus endlich vielen
Elementen bestehen.
§ 4.
Unabhingigkeit. Einfache Elemente.

Wir bauen die holoide Begriffswelt weiter aus und kniipfen zu diesem
Zweck wieder an die Bezichung 2 an.

Erklarung 10. Zwei Elemente a, b aus M, fiir die weder
a2b noch aCb

gilt, mogen voneinander unabhdngig oder — nach einem neuerlichen, brieflich
gemachten Vorschlag von A. Korserr — wnwvergleichbar heiBen. Symbolisch
werde die Unabhéingigkeit von ¢ und b durch ¢ U b und die Abhingigkeit,
also Vergleichbarkeit, durch ¢ U b ausgedriickt.

Satz16.1. MitaUb gilt bU a; mit a U b gilt b U a.
Satz 16. 2. Fiir jedes a gilt
aUa aUe

und, falls das oberste Element | existiert, auch a U f.



Halbverbande und kommutative Semigruppen. 285

Satz 17. Ist
A1y oo oy Oy

ein F-System, so sind die Elemente o, 2u je zweien voneinander unabhingig.

Beweis. Wiren zwei Elemente, etwa a; und a,, voneinander abhingig,
so miifite nach Satz 12. 1 entweder
a;=¢ oder a,=-c¢
sein.
Erklirung 11. Ein Element ¢ aus M, dessen Unterelemente ein-

schlieBllich @ und ¢ zu je zweien voneinander abhingig sind, heile ein esnfaches
Element von M.

Satz 18. Jedes Unterclement eines ewnfachen Elementes ist selbst ein
einfaches Element; insbesondere ist e ein einfaches Element.

Erklarung 12. Ein von ¢ verschiedenes Element ¢ aus M, das nur e
und « als Unterelemente hat, heifle ein Primelement von M.

Satz 19. Jedes Primelement ist zugleich ewn einfaches Element.
Satz 20. Jedes Primelement ist ein oberer Nachbar von e und wmgekehrt.

Nach Satz 9 enthilt also jedes endliche Holoid, das aus mehr als einem
Element besteht, Primelemente und damit auch einfache Elemente.

Satz 21. Fir kein einfaches Element gibt es ein F-System.

Beweis. Wire a ein einfaches Element mit einem &-System, so miiten
die das F-System bildenden Elemente als Unterelemente eines einfachen
Elementes zu je zweien voneinander abhingig sein, was dem Satz 17
widerspricht.

Erklarung 13. Sind die ein §-System konstituierenden. Elemente
{11) Ay, o vy Ay
simtlich einfache Elemente, so heifle (11) ein einfaches F-System.

Satz 22. Ist (11) ein emnfaches F-System fiir ein Element a, so ist (11) auch
e optimales F-System fir a.

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so miiite sich (11) verfeinern
lassen. Es miiBite also fiir mindestens ein Element von (11) ein §-System
geben. Das ist aber nach Satz 21 unmdglich.

Hinzuzufiigen ist, daB sich der Satz 22 ohne Inanspruchnahme von
weiteren passenden Axiomen nicht umkehren lafit.

Die naheliegende Doppelfrage, welche Elemente eines Holoids mindestens
ein bzw. genau ein einfaches F-System aufweisen, ist so zu beantworten:
Nach Satz 21 kommt keinem einfachen Element ein derartiges System zu;
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dagegen gibt es im allgemeinen unter den iibrigen Elementen — Beispiele
bestitigen das — sowohl solche mit keinem als auch solche mit einem als
auch solche mit mehr als einem einfachen F-System. Nur neue Axiome
konnen hier Ordnung schaffen. Die Probleme, die damit erwachsen und nach
einer Losung dringen, sollen im dritten Teil der Arbeit behandelt werden.
Dabei wird auch die Frage nach der Umkehrung von Satz 22 ihre Erledigung
finden.

§5.
Halbverband und Semigruppe.

1. Bereits in der Einleitung wurde bemerkt, da8 das kommutative Holoid
die gemeinsame Grundlage fiir gewisse Halbverbinde und Semigruppen
bildet. In diesem Paragraphen soll auf den hier vorliegenden Sachverhalt
niher eingegangen werden. Die genannten Bereiche ergeben sich dadurch,
daB das bisher betrachtete Axiomensystem um zwei Axiome — es sind dies
aber nicht die am SchluB von § 4 gemeinten — bereichert wird. Die beiden
zusiitzlichen Aziome lauten:

H. Fiir jedes Element o aus M gilt

a0 a=a.
8. Sind @, b und o’ Elemente aus M derart, daB
a0b=a0b

gilt, so ist
a=d.

Wie ebenfalls in der Einleitung gezeigt worden ist, kann keine Holoid-
verkniipfung diesen beiden Axiomen zugleich geniigen. Im folgenden lassen
wir zunichst das Axiom H und sodann das Axiom S auf das als Grund-
gegebenheit fungierende Holoid M einwirken.

2. Die Axiome AT bis AV und H sind im logischen Sinn nicht alle
voneinander unabhiingig, wie der folgende Satz besagh:

Satz 23. Das Awiom AV ist eine Folge der Aziome A I, A 111 wnd H.

Beweis, Gilt
a=bz, b=ay,
so ist nach H und ATI

a = bba) = ba, b= alay) = ab,

woraus sich nach A ITT die Identitit von a und b ergibt, so dal das Axiom A V
in Kraft ist.
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Im System der Axiome AT bis AV und H kann also A V unterdriickt
werden. Man erkennt so, dal das System dieser Axiome einen Halbverband6)
in bezug auf die Verkniipfung O definiert. Gibt es fiir jedes Element a aus M
nur endlichk viele Elemente z, y aus M derart, daf

20y =a

gilt — und das ist beispielsweise der Fall, wenn M ein endliches Holoid ist —,
so bewirkt das Axiom H nicht nur, daB M zu einem Halbverband, sondern
dariiber hinaus zu einem Verband?) wird, und zwar zu einem Verband in
bezug auf die folgendermaBen erklarten Verkniipfungen « und ~: Die Ver-
bandsverkniipfung \ ist mit der Holoidverkniipfung O identisch, so dafl also
dannund nurdanno = @ bist, wenna D bstattfindet; die andere Verbands-
verkniipfung ist dadurch bestimmt, dafl dann und nur dann ¢ = a~b ist,
wenn a C b stattfindet.

3. Wir gehen zur Besprechung des Axioms 8 iiber. Durch S wird das
Holoid M zu einer kommutativen Semigruppe in bezug auf O ausgebaut. Anders
wie soeben ist A V keine logische Folge von S und den iibrigen Axiomen. Gilt

a = bz, = ay,
so folgt zwar nach A Il und A III

. ab = abxy
und daraus nach AIV und 8
Ty = e;
es 1483t sich aber nicht
r=y=c¢

erzwingen. Ist nimlich die Semigruppe M insbesondere eine Gruppe in bezug
auf O, so sind wohl die Axiome AT bis A IV und S realisiert; dagegen ist,
wenn der Operationsbereich aus mehr als einem Element besteht, das Axiom
AV nicht in Kraft.

4. Wenn es auch unméglich ist, da ein Holoid sowohl ein Halbverband
als auch eine Semigruppe in bezug auf ein und dieselbe Verkniipfung ist,
so ist es doch andererseits keineswegs ausgeschlossen, daB ein und dieselbe
Menge M in bezug auf eine erste Verkniipfung O ein dem Axiom H geniigendes
Holowd, also ein Halbverband ist und zugleich in bezug auf eine zweite Ver-
kniipfung ® ein dem Axiom S geniigendes Holoid, also eine kommutative
Semigruppe darstellt. Dabei kénnen die Verkniipfungen O und @, die nach
dem Vorhergehenden stets voneinander verschieden sind, noch gekoppelt sein,
d.h. sich gegenseitig mehr oder weniger stark beeinflussen. Von den ver-

§) Vgl. [H.1], S. 33.
7) Vgl [H.1], S.43.
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schiedenen Koppelungsmoglichkeiten mag eine besonders wichtige hier
Erwihnung finden. Bedeuten 2 und 2 die den Verkniipfungen O und ©
entsprechenden und in Erklirung 4 beschriebenen Fundamentalbeziehungen,
so wird durch das folgende Axiom K eine sehr starke Koppelung ausgesprochen:

K. Sind a, b Elemente aus M derart, dal ¢ 2 & gilt, so gilt anch a 2 b
und umgekehrt.

Nebenbei folgt aus K, daB ein und dasselbe Element von M sowohl
untere Spitze in bezug auf O als auch in bezug auf @ ist.

Dafiir ein Modell. Ist M die Menge der natdirlichen Zahlen, d. h. die aus
den Zahlen 1, 2, . . . bestehende Menge, so darf, wie man sich leicht iiberzeugt,
a O b als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und ¢ @ b als das gewdhnliche
Produkt von e und b aufgefaft werden. Bei dieser Interpretation haben die
beiden Abhéngigkeiten

a2b aDb

denselben Sinn; jede besagt, daB @ ein ganzzahliges Vielfaches von b ist,
so daB 1 die untere Spitze von M sowohl in bezug auf O als auch in bezug
auf @ ist. Demnach ist fiir dieses Modell das Axiom K in Kraft.
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