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Uber das asymptotische Verhalten der Losungen
gewisser linearer gewiohnlicher Differentialgleichungen.

Von
Otto Haupt in Erlangen.

1. In einer kiirzlich erschienenen Notel) beweist Herr D. Carico folgen-
des: In der Differentialgleichung

(D) y' +i@y=0

sei f(z) stetig in [a, -+ o) und f(z) = O (#~2~F) fiir passendes f > 0, wenn

z — + oco. Dann existiert und ist endlich lim a-ly(z)= Lm ¢ (2)
T —>+= Z >+

fiir jede Losung y(z) von (D).

2. Das eben erwihnte Theorem von Herrn CaLieo ist Spezialfall eines
Satzes, welcher im folgenden (Nr. 3 und 4) fiir lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung formuliert und bewiesen werden soll. Dieser Satz ist auch
fiir n = 2 allgemeiner als das Theorem von Herrn Catico: Einerseits namlich
umfafft unser Satz nicht nur homogene, sondern auch inhomogene lineare
Differentialgleichungen, andererseits wird, z. B. fiir den Fall der Differential-
gleichung (D) (vgl. Nr. 1), in unserem Satz die in Nr. 1 erwihnte Bedingung
f(z) = O(z~2~f) abgeschwiicht zur Forderung, daB zf(x) absolut integrierbar
sei. Schliefflich erscheint unser Beweisverfahren einfacher als das von Herrn
Carico.

Am Schlusse vorliegender Note (vgl. Nr.5) wird auf weitere Verall-
gemeinerungsmoglichkeiten hingewiesen.

3. Der in Aussicht genommene Satz lautet so:

Satz. Vor.: Es seien h(z) und g,(z), » =0, 1, ..., n— 1, stetigin
D=1[a,+ ), a>0. Ferner ses 2" ' "¢ (z), v=0, 1, ..., n—1,
absolut integrierbar?) und es set h(z) inmtegrierbar in D.

1) D. Carico, Comportarento asintotico degli integrali dell’eéuazione ¥’ (x) +

+ A(z)y(x) = 0, nella ipotesi lim A(z)= 0. Boll. Unione Mat. Ttaliana, ser. II,
Z—> 400

Anno III, Nr. 4 (1941), S.286—295 = Publicazioni dell’Istituto per le Applicazioni
del Caleolo, Consiglio Nazionale delle Ricerche, Roma 1941, Nr. 100.

%) Alle im folgenden auftretenden Limiten bezichen sich auf 2z —» + oo und
sind als eigentlich (endlich) anzunehmen. Es heiBit F(») integrierbar bzw. ab-
solut integrierbar, wenn der Limes von

x x
[#(&)d& bzw. von [(F(&)|d¢
a a

existiert. Die Integrale konnen dabei als RIEMANNsche angenommen werden.
Mathematische Zeitschrift. 48. 19



290 O. Haupt.
Beh.: Fiir jede Lisung y(z) von
(L) Lu(®) = 4" + guor(@y™ P + -+ 01(0) ' 4 90 (2)y = h()
gilt: ,
(4) Hm (o —1—9)!1 21" 7y0(2), »=0,1,...,0—1,

Z—>+
ewistiert, wobei alle diese Limiten einander gleich sind.
4. Der Beweis ergibt sich so:
4.1. Wir setzen

(Y1) LE 1(y) =y V(=) = ¢(a).

Dabei soll also ¢@(z) stetig sein in D. Zufolge (¥,_;) gilt dann

z n—2

B v@ =iy [e—te@ant 3 Lo,
b e=0

wodied, ¢,, 0 = 0,1,.. ., n—2, (beliebig wihlbare) Konstanten sind (¢ < b).
Daher gilt allgemeiner

2 n—2

-1 1

¥) ¥ (@) = s s (& — w2~ g (w) du +@Z @)1 % @—br,

b =V
»=90, ..., n— 2

4.2. Zum Beweise von (4) geniigt es, die Ezistenz von lim y®~V sicher-
zustellen. Denn alsdann gilt, wie bekannt, (4) fiir alle ».
x
In der Tat besitzt dann (n — 1 — #) (f (x—w)""*"" @ (u) du) "1 m,
b
firy =0, 1, ..., » — 2, den Limes ¢y = lim y®~Y(z), woraus wegen (Y,)
die Behauptung (4) folgt.
4.3. Aus (Y,) (Nr. 4. 1) ergibt sich weiter:
Jeder Losung von Ly,(y) = h(x), welche der Bedingung
(La-1) lim ™~V (z) ewistiert
geniigt, entspricht vermige (Y,_1) und (Y) (Nr.4.1) eindeutiq eine stetige
Losung @(x) der Integralgleichung
(V) ¢($) = J(‘P? x) + H(x; €os v v s cn-—l)»
J(p; @

z n—2

) =
z £

=~ [ma@e@de - [{[[ Yoma@e—ir-=]owada
b b T

b

x n—2
H(@;00, . - > 641) = Gy + [ R(E) dE T2 oly(@),
- b == N N



Asymptotisches Verhalten der Losungen von Differentialgleichungen. 291
wobei die hy(z) limeare Verbindungen von Gliedern der Form

(H) fyw(f)f‘démitogtgn—v—& »=0,1,...,%—2
b

also insbesondere unabhiingig von ¢ (z) sind. Es ist bmita < b beliebig wihlbar.
Fiir @(z) ist dabei iiberdies die Bedingung erfills

(2) lim g(z) ewistiert.

Umgekehrs wird durch jede stetige, (£2) erfilllende Losung ¢ (x) von (V)
vermattelst (Y) evne, (L,_,) erfillende Losung y(x) von L,(y) = h{x) geliefert.

4.4. Diecy, . .., €,_3, 6,1 sind gleich den ,,Anfangswerten* (), . ..,
y®=2(), y* V() von y(z) in = b. Es ist aber eine Lésung y von
L,(y) = h(z) eindeutig in [@, + o) durch ihre Anfangswerte in z =&
festgelegt. Daher geniigt zum Beweise des Satzes in Nr.3 der Nachweis,
daB8 bei beliebig vorgegebenen ¢, ..., ¢,_; (mindestens) eine Losung ¢ (z)
von (V) existiert und daB diese Losung der Bedingung (£2) geniigt, wenn
nur b mit b = ¢ passend gewdhlt wird. Dieser Nachweis gelingt in bekannter
Weise durch Konstruktion mittels schrittweiser Naherung3); und zwar
gelingt die Konstruktion vermége der (bis jetzt noch nicht benutzten) Voraus-
setzung, daf 2" '7"g,(x) bzw. k(z) absolut integrierbar bzw. integrierbar
sein soll (» =0, ..., n—1).

5. Der in Nr. 3 ausgesprochene Satz gibt eine hinreichende Bedingung
dafiir, daf die Differentialgleichung L,{y) = h(z) unter den

»Randbedingungen®: I) () = B,, v =0, ..., n — 1, und

1) lim y®~(z) existiert,

bei beliebig vorgegebenem B, und hinreichend groSem b4) Losungen besitzt.

Der wesentliche Beweisgedanke bestand (Nr. 4.1) darin, zunichst
die aus der Randbedingung II) entspringende Differentialgleichung
L¥ (y) = y®Y(») = p(x) fiir beliebiges, stetiges, bei » — -+ co kon-
vergierendes ¢ (z) zu 16sen und damit eine I'ntegraldarstellung fiir y vermittelst
¢ (%) zu erhalten [vgl. (Y) in Nr.4.1]. Indem man mittels dieser Integral-
darstellung ¢ () an Stelle von y(z) in die Differentialgleichung L, (y) = k(z)
einfithrt, erhilt man eine in ¢ (z) lincare Integro-Differentialgleichung, welche
vermittelst einer Quadratur in eine lineare Integralgleichung (V) zweiter Art
fiir ¢ () tibergeht und welche, zusammen mit der Forderung, daf lim ¢(z)

%) Vgl. HavpT, Uber Losungen linearer Differentialgleichungen mit Asymptoten.
Math. Zeitschr. 48 (1942), S. 212—220.

1) Aus dem REindeutigkeitssatz fir L,(y) = k(z) bzw. far (V) folgt, daB statt
% =b auch ¢ = 4 genommen werden kann. Die Annahme, da8 b hinreichend gro8
sein solle, ist nur zur Vereinfachung des Existenzbeweises in Nr. 4.4 gemacht.

ig#



292 O.Haupt, Asymptotisches Verhalten der Lisungen von Differentialgleichungen.

existiert, gleichwertig ist mit L,(y) = A(z) zusammen mit den Randbedin-
gungen I) II).

5.1. Die soeben erwahnte Zurickfihrung der ,,Randwertaufgabe™ fir
L,(y) = h(x) auf eine lineare Integralgleichung mit der Nebenbedingung, daB
fiir eine Losung ¢ (z) dieser Integralgleichung lim ¢ (z) existiert, ist genau so
auch in dem allgemeinen Falle moglich, in welchem die Randbedingung 1I)
darin besteht, daf irgend ein vorgeschriebener linearer Differentialausdruck
(n — 1)-ter Ordnung

LF () = 4" D + ko (@y™ ™ + - + ko (2)y
fiir © — + oo einen Limes besitzt, wenn fir y die betmchtete Losung y(x)
von L,(y) = h(x) eingesetzt wird.

Um dies einzusehen, braucht man nur L¥* | (y) = ¢(2) zu setzen.

In dieses allgemeinere Problem ordnet sich die in einer vorangehenden
Note3) (fiir # = 2) behandelte Aufgabe ein, Losungen von L,(y) = h(z) zu
bestimmen, welche asymptotische Parabeln (n — 1)-ten Grades besitzen;
diese Aufgabe entspricht n&mlich5) dem Falle, daB

dn——l
Ly (y)=a" Tt Ty @)

5.2. Tritt an Stelle von L¥ ,(y) ein linearer Differentialausdruck
L¥ _(y) der Ordnung (» — 7) mit 2 < 7 = n — 1, so fithrt das in Nr.
geschilderte Verfahren wiederum zu einer linearen Integro—D;fferentml—
gleichung fiir ¢ (z).

5. 3. Eine hier anschlieBende Frage ist die nach weniger fordernden hin-
reichenden Bedingungen dafiir, daB beispielsweise die in vorliegender Note
betrachtete Randwertaufgabe (vgl. Nr.b) zu vorgegebenen B, eine Losung
besitzt; und damit die Frage nach Abschwichung der iiber die ¢, () und iiber
h(z) gemachten Stetigkeits- bzw. Integrabilititsvoraussetzungen ¢). Wir be-
halten uns vor, spiter darauf zuriickzukommen, ebenso wie auf die in
Nr. 5. 1. und B. 2. angeschnittenen Verallgemeinerungen.

5) Vgl. HAUPT, Uber Asymptoten ebener Kurven. Journ. f. d.r. u. angew. Math.

152 (1922), S. 8, (Dy).
¢) Vgl. dazu a. a. 0.3), Nr.2.3.1. In Betracht kiame ferner u.a. der Ubergang

zu LEBESGUE-Integralen. In diesem Zusammenhang sei noch hingewiesen auf eine
[8.a. 0.1) nicht erwihnte] Arbeit von D.CALIGO, Un ecriterio di sufficiente stabiliti
per le soluzioni dei sistemi di equazioni integrali e sue applicazioni, Atti d. reale
Accad. Ttalia, Rend. CL sei. fis., mat. e nat., 7. s., vol. I (1940), 497 ff.

(Eingegangen am 10. 2. 1942.)



