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Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen.
Von
C. Pisot in Greifswald.

Seit LacraNGE ist bekannt, daB die reellen algebraischen Zahlen zweiten
Grades durch die Periodizitdt ihrer Kettenbruchentwicklung gekennzeichnet
sind. Esist vielfach versucht worden, diese schone Eigenschaft auf algebraische
Zahlen hoheren Grades zu iibertragen, und es gibt manche Ergebnisse in dieser
Richtung. Stellt man die formale Einfachheit der Rechnung in den Vorder-
grund, wie das z B. in der Jacosischen Verallgemeinerung der Ketten-
briiche!) geschieht, so ist es bisher noch nicht gelungen, die Frage nach der
Periodizitdt dieser Entwicklung zu entscheiden. Wenn man aber die Schirfe
der Anndherung als erstes Erfordernis ansieht, wie dies unter anderem fiir
H. Mizgowskis Kriterium 2) gilt, so mul man die Periodizitit und besonders
die Einfachheit der Rechnungen aufgeben.

Die Periodizitét bedingt eine gewisse RegelmiBigkeit in der Verteilung
der Néherungsbriiche; darin werden wir die Grundlage unseres Kriteriums
erblicken. Vorliegende Arbeit hat ihren Ausgangspunkt in fritheren Unter-
suchungen des Verfassers3); eine vorbereitende Note erschien in den Comptes
Rendus der Akademie von Paris4). Es wurde aber nach Moglichkeit versucht,
eine geschlossene Darstellung zu bringen und dem Leser die Kenntnisnahme
fritherer Originalarbeiten zu ersparen.

Wir bezeichnen durchweg mit kleinen lateinischen Buchstaben ganze
rationale Zahlen und mit Cy, C,, ... geeignete, von % unabhingige positive
feste Zahlen.

Zuerst wollen wir unser Kriterium an den Zahlen zweiten Grades erliutern.
Es sei & eine reelle algebraische Zahl zweiten Grades. Aus der Periodizitdt
der Kettenbruchentwicklung von & folgt das Vorhandensein von unendlich

vielen verschiedenen rationalen Niherungsbriichen 31‘ , die folgende Eigen-
schaften haben: )

1) JacoBL, Journ. f. reine u. angew. Math. 69 (1868), S. 29—64; Werke 6, 8. 385
—426.

%) MINKOWSKT, Gott. Nachr. 1899, S.64—88; Ges. Abh. 1, S. 293315,

%) P1soT, Annali Se. Norm. Pisa, Ser.2, 7 (1938), S.205—248.

%) Pisor, C. R. Akad. Paris 206 (1938), S.1862—1864. .
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A. RegelmiiBigkeit der Verteilung. FEs ¢ibt eine Zahl o > 1 und ein
festes Zahlenpaar Cy, Cs, so daf zugleich

Y c
- [t 1 — 0U,| < I—;Zi-i- und |41 — 00| < lv—:!
tent.
B. Schirfe der Anniiherung. Es gilt die Ungleichung:
1
Kun - 5’07;! < m'

Beweis. Wir bezeichnen mit g—’ﬁ den k-ten Niherungsbruch bei der

k
Entwicklung von & in einen regelmifigen Kettenbruch. Nach LacrancE
wird der Kettenbruch fiir & periodisch; d. h. es sei &, der k-te vollstindige
Quotient, der durch

Prp1épt Py
1 — Tkt1*k Tk
@) Gr1éet %
erklirt ist, dann gibt es eine natiirliche Zahl A, so daB
(2) Eewn = & fir k> k.
Nach (1) erhilt man

—& Prrn— E4
£, — Py % und Epn = — E+ R k+h

Pry1— ST Pernr1— $%rns

Aus (2) folgt daraus das Vorhandensein einer Zahl g, fiir die

(3) 0 (Pren — & Gran) = (— 12 (P — Eqi)
und zugleich
4) 0 (Prsn+1— EQrins1) = (- 1)" (Pr+1 — &9x+1)

gilt. Durch vollstindige Induktion nach % sieht man, da (3) fiir alle & > %
gilt; o ist deshalb von % unabhéngig. Eliminieren wir & aus den zwei Glei-
chungen (3) und (4), so erhilt man

ePrin  — (—1p e+ — (1 —0.
0Prin+r — (— 1P Pre1 QQrsns1— (— 1? grs1

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen
Prsn Qrensl — Prras1 Gren = (—D¥(Prqrar — Pra1qn) = £ 1

ergibt sich eine Gleichung

®) 2+ag+ (—1F=0,
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wobei @ eine gewisse, von % unabhiingige, ganze rationale Zahl bedeutet. Die
Norm von ¢ hat den Betrag Eins, p ist also eine Einheit, die nach (3) dem
Korper von £ angehort. AuBerdem ist
P~ &4
=(—1p——* "k
e=(=1) Pryn— <%k+n

N

:(__ P, — 4, )(_Pk+1"§qk+1) (__pl;+h—1—"§qlc+h-—l>
Pri1— E o Prro— G ye Prrn— Qs

= fk §k+1 e §k+h—1-

Da aber alle &, > 1 sind, ist auch o > 1.
Die Gleichung (3) fiir k£ und fiir % 4- A gibt

— &g P~ &g
o= (—1p eer T len g e BT I
Prior— ST tan Pryon— $Qron

Durch Eintragen in die Gleichung (5) folgt daraus
(Prs2n — EGrs2n) + @ (Prsn — Eqran) + (— 1P (pr— Eqi) = O.

Da & irrational ist, spaltet sich diese Gleichung in das System

Prren + 0Pxin + (— 1 pe = 0,
Gr+2n + 0qrin + (— g, =0,

das fiir alle & > ko gilt. Bezeichnen wir fiir beliebiges festes & > ko mit ,
die Zahl py,n; und mit v, die Zahl g5, ,5, so gelten also folgende lineare
Rekursionen:

Uy o+ ath, 1 + (— 1)y, =0,

Vppo + @V + ('—' ]-)hlvn = 0.

Es sei o' die zu o konjugierte Wurzel der Gleichung (5). Die Losungen dieser
Rekursionen kann man bekannterweise auf die Form

wy = 2g"+ X

£ I'n

v, = pg" +p'e -
bringen, wo 4, 4, u, ¢’ geeignete Konstanten bedeuten. Aus diesen Formeln
erhilt man:

Upi1— 0%, = A (0 — @)™ und v,y — 0¥, = ' (¢ —0)'™
Da aber |o'| = -}, o strebt ¢’™ mit wachsendem % nach Null, und

ot = ?Zn_' %91n> Cslun|.

Folglich ist

Ao’ — C
u[u-*_l___eu“t: u_%@.«g)l < ;?:J‘



296 C. Pisot.

Ebenso sieht man ein, daf

[onss — 00l < 1o
Die Naherungsbriiche ~ % besitzen also die Eigenschaft A. Die Eigenschaft B
folgt sofort aus der Tatsache, da.ﬁ 2 Kettenbruchniherungen sind.

Diese Eigenschaften lassen smh nun auf beliebige reelle algebraische
Zahlen iibertragen und wir werden nachweisen, da wir darin ein Kriterium
fiir diese algebraischen Zahlen erblicken kénnen. Es gilt ndmlich folgender
Satz I, sowie seine Umkehrung Satz II:

Satz 1. Jeder reellen algebravschen Zahl & vom Grade s kann man eine
unendliche Folge von Niherungsbrichen gf’-’ mit folgenden Eigenschaften zuordnen :

A. RegelmiBigkeit der Verteilung. Es ¢ibt eine Zahl o > 1 und positive
feste Zahlen Cy, Cs, &, so daf zugleich

und  |og 41— v, < —> Cs

lu’n+1 - au‘n! < ‘ !s

Jun*

besteht.
B. Schiirfe der Anniherung. Es gibt eine feste Zahl Cg, so daf mit dem-

selben &
Oy
|2, [°

[ty — E0,| <
gilt.

Tusatz. Jedes o der vorbemerkien Art kann den Wert —— nicht iiber-
schreiten. Man kann aber die Existenz eines beliebig nahe an ?i_i gelegenen &
durch geeignete Wahl von o erzwingen.

Satz IL. Jede reclle Zahl &, die eime unendliche Folge von Ndiherumgs-
briichen ?fﬂ mit der Eigenschaft A besitzt, ist algebraisch; ihr Grad s kann den

Wert 1+ = L ichs dberschreiten, und die Nakemngsbmohe % besitzen die
' Etgenschaft B

Auns dem Satz II fliefit also auch die Tatsache, daf die Eigenschaften A
und B nicht unabhingig sind, sondern daB B eine Folge von A ist.

Um die Schirfe der Anndherung zu beurteilen, kénnen wir bemerken,
daB wir auf diese Weise s — 1 linear unabhingige Zahlen &0, £, £6—D

) =D

des Korpers von & durch Niherungsbriiche ——, —=, «**, —— mit gleichem
n ” n

Nenner annihern konnen. Dabei nennen wir die Zahlen £0, £€® | g6—1

linear unabhingig, wenn wir kein System nicht sdmtlich verschwindender
ganzer rationalen Zahlen ¢y, ¢, ..., ¢, so finden kénnen, dafl

G ED 4P 4o 8P L= 0
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wird. Fiir die Schirfe der Anniherung gilt dann

. c
(6) [ — 70, < " 73,,, fir r=1,2 ..., 5s—1
1

Es ist aber bekannt, daf — der grofite Exponent s ist, der fiir alle Systeme
von s — 1 linear unabhingigen Zahlen gleichzeitige Niherungen mit (6) ge-

stattet. Wenn ¢ = ;—i—i , haben wir also den Typus der bestméglichen gleich-

zeitigen Anndherung durch rationale Briiche mit gleichem Nenner. Dieser
Fall kann aber nur fiir Kérper zweiten Grades oder Korper dritten Grades
mit zwei imagindren konjugierten Korpern erhalten werden.

Um den Satz I zu beweisen, zeigen wir, daB eine Zahl die Rolle von «
spielen kann, wenn sie grofer als Eins und eine ganze algebraische Zahl des
Korpers von & ist, deren simtliche Konjugierten dem Betrage nach kleiner
als Eins sind. Dal es solche Zahlen gibt, lehrt uns folgender Hilfssatz:

Hilfssatz 1. In jedem reellen algebraischen Zahlkérper ¢qibt es gamze
algebraische Zahlen o, die den Ungleichungen

() «>1 wnd o] <1 fiir r=2, ...,
geniigen. Hierbei ist s der Grad des Korpers und o, . . ., o sind die von o ver-
schiedenen Konjugierten von .

Beweis. Es sei w1, w,, ..., o, eine Basis fiir die ganzen Zahlen des
Kérpers; die konjugierten Zahlen o, ,, @, ,, . . ., o, , fiir r = 2, ..., s bilden
eine Basis fiir die konjugierten Korper. Jede ganze Zahl « und ihre Kon-
jugierten sind dann von der Form:

) o = B1Wy + BoWs T
U= B0y, + Tpwy , + -+ o, fir r=2,...,5
mit ganzen rationalen ;, s, ..., #,. Die Determinante 4 der w, , ist die

Quadratwurzel aus der Diskriminante des Kérpers, also von Null verschieden.
Nach dem Mmvkowskischen Satze iiber Linearformen, kann man ganze
rationale z;, @,, ..., x,, die nicht alle verschwinden, so finden, da8

e} =8 uwnd |a,| =y fir r=2, ..., s
wenn nur die Zahlen §, y der Ungleichung
Byt = 4]
gentigen. Wihlen wir nun y < 1, so folgt aus [Norma| = 1, daf
1< |Noma| = |ady. .. < |a]y ™! <«

Die Zahl « oder — « erfiillt daher die Ungleichungen (7). Wir haben somit das
Vorhandensein solcher Zahlen « bewiesen. Wihlen wir noch f so, daB
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By* 1= |4], so erkennen wir sogar die Existenz von Zahlen «, die der
Zusatzbedingung

©) ay' < |4]

gentigen,

Die Gleichung s-ten Grades fiir « ist irreduzibel. Wiirde sie n#mlich in
Faktoren zerlegbar sein, so hétte einer dieser Faktoren nur Wurzeln, deren
Betrag kleiner als Eins wire; die Norm einer solchen Wurzel hitte also
einen Betrag kleiner als Eins und wire somit Null, denn diese Norm ist
eine ganze rationale Zahl. Kine der Zahlen «, wire daher Null; das ist
aber unmoglich, denn die Ausdriicke (8) konnen die Null nur darstellen,
Wenll$1==xg= ..-=$8=0'

Beweis von Satz I. Es sei nun £ eine reelle algebraische Zahl s-ten
Grades; £ 148t sich auf unendlich viele Weisen als Quotient % zZweier ganzen
Zahlen A, u des Korpers von & darstellen. Wir bezeichnen mit dem Index
r= 2, ..., s die Konjugierten der vorkommenden Zahlen des Kérpers von &,
Es sei « eine ganze Zahl des Korpers, die den Ungleichungen (7) des Hilfs-
satzes 1 geniigb. Die Ausdriicke

Uy = Aa® + Agad + -+ + A ab,
Oy = po® + poog + -+ oy
sind ganze rationale Zahlen. Man hat

Up i1 — O U, = 7‘2(“2—'0‘)“2""" R )'s(as_“)‘x:’
Vpp1 — AV = oot — ) oy + - -+ + ps (o — @) &l

Da aber |ap] < 1, ..., |a,] <1, so streben «f, ..., «® mit wachsendem »
nach Null. Denken wir uns die |«,| der GréBe nach geordnet, etwa

loo] = [ag| = -+ = o),
s0 erhalten wir

{11 — o] < Cglagl®,

(10)
l?),,H,l "—O(.‘l)nl < 0910(2&”.
Aus
S (g heaa) e (Ban L e m
¢”—7—(2¢2+ +7¢3)""‘l’; (—”—ocz-!- +#a8)

schlieBen wir das Vorhandensein von Konstanten (4, Cy;, so daB
o > GlO‘”ni und o« > Ollh)n;'
Es sei nun & der Exponent fiir den

[“21‘_‘;13"
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dann ist ¢ > 0, und man erhdlt aus (10)

04 09 05
und Vpg1— Ay < < —=.
j2. ni’“’ { i n] at" 3”75’8

Die Naherungsbruche —* besitzen somit die Elgenschafb A.
Um auch die Exgenschaft B abzuleiten, bilden wir
1 i n
Uy — EVy = Uy — ;—vn = (lz - ;—,ue)ocz + - +(2.3—— }Z‘“‘)“*

Wie oben schliefen wir daraus, daB8

, O,
[ 11 — 0wty | < == <
d

| — £, < fc :
Gleichzeitige Niherungen. In einem Kérper vom Grade s gibt es hochstens
s — 1 linear unabhingige Zahlen; es seien £&®, £ &1 golche s — 1
20

linear unabhéngige Zahlen des Kérpers. Man kann sie als Quotienten £ =
firr =1, 2, ..., s — 1 ganzer algebraischen Zahien mit gleichem Nenner u
darstellen. Die Zahlen:
P =20 4 20l + -+ AP ® fiir r=1,2,...,5—1,
U = po® + oy + gl
sind ganz rational und wie oben erhilt man

| u(r) 5(7} ’Uml < Oy
[2al°
Schiirfe der Anniherung. Um nun den Exponenten ¢ abzuschitzen,
beachten wir, daf
1
(11) ]as|® = 1 < |Nomo| = alog . ..o < afagl L
Daraus folgt

fir r=1,2,...,s— 1.

L2s5—-1 oder e < .
£ s—1

Das Gleichheitszeichen kann hier nur stehen, wenn es in (11) iiberall steht,
also wenn
= |Norm a| = ajay|*

Es muB daher « eine Einheit sein, deren Konjugierte alle den gleichen Betrag
haben. Minkowski5) hat aber nachgewiesen, daf es solche Einheiten nur
gibt in den Korpern zweiten Grades und in den Kérpern.dritten Grades mit
imagindren Konjugierten; ihre Existenz ist in diesen Korpern trivial. Diese
Falle sind also die einzigen, wo wir & = ;—:1:1, also die besten gleichzeitigen
Naherungen haben kénnen. In den Kérpern zweiten Grades erhalten wir so

°) MINEOWSKI, Acta math. 26 (1902), S.333—3851; Ges. Abh. 1, 8.857—371.
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im wesentlichen die Kettenbruchniherungen. Wenn & keinem solchen Korper
zweiten oder dritten Grades angehort, ist ¢ < s—i—l ; wir wollen aber zeigen,

daB ¢ bei geeignet gewdhltem a beliebig nahe an | gewdhlt werden kann.

Im Hilfssatz 1 haben wir das Vorhandensein von Zahlen « nachgewiesen,
die der Ungleichung (9) geniigen. Fiir solche Zahlen ist somit
aleffTl SayT S (4]
Aber |ap] = a™?, folglich ist
OLI—E(S-I) g 1A !,

ez (-5 5

also

Da o beliebig groB gewahlt werden kann, ist es méglich, fiir die GroSe
log|4]

=5

og o 1

In Verbindung mit der Ungleichung ¢ < +—7 ergibt sich dadurch unsere

einen von Kins beliebig wenig verschiedenen Wert zu erhalten.

Behauptung.

Berechnung der Zahlen . Die Zahlen «, deren Bedeutung in dieser Frage
hier hervortritt, konnen auch leicht numerisch berechnet werden. Betrachten
wir némlich fiir eine beliebige ganze algebraische Zahl » des Kérpers von « die
ganze rationale Zahl

w, = vo® -+ voal + -0+ vgal

w,
Dann strebt {iﬁl fiir wachsendes » nach «, und zwar ist
k3

[ “nt1 Cis Cuy
{ w, - < i 1+4¢
” lwy | [%n 41

Man hat also
014 013 + 014 .
411 [, 4+ 412
Dieser Ausdruck strebt nach Null und es gibt somit einen Index m, so daB8
fiir # > m immer

i wn+1 i
iw-n+2'_' w, 'wni-1£ < !wn+2_°"wn+11+[w

2

w,
(12) ars — B <
i
2

Wy,

Ynt1

wird; das heiBt fiir # > m ist w,, 5 die an am néchsten liegende ganze

Zahl. Man kann also die Folge der Zahlen z:n, VOn %,,, W, 41 ausgehend,
durch einfache Rechnungen bestimmen. Als Grenzwert von %’;ﬂ kann dann
die Zahl « mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden; es ist

iw’n-}-l_ * 013
T | 1+e
k4 ;wﬂi
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Wir streifen hier folgende Frage: Von zwei beliebigen ganzen rationalen
Zahlen w,, w, mit |wy| < |w;| ausgehend, bestimmen wir eine Folge von
ganzen rationalen Zahlen w, durch die Ungleichung (12) fiir » = 0. Man sieht

leicht ein, daf —— Untt fiir wachsendes » einen Grenzwert hat. Ich méchte nun
folgende Vermutung aussprechen, deren Beweis neue Einblicke in die Eigen-
schaften der algebraischen Zahlen erdffnen wiirde:

Der Grenzwert von %3 fiir jedes Paar w, wy mit [w,| < [w;] ist eine
ganze algebraische Zahl «, deren Konjugierte Betrige haben, die den Wert
Eins nicht iiberschreiten 8).

Beweis von Satz II. Wir setzen voraus, dal die Naherungsbriiche :—"
n

die Eigenschaft A besitzen. Aus der Ungleichung
Gy

nl

(13) [t p1 —att,| < 1

werden wir ableiten, daBl die Potenzreihe
(14) fO)=u+wml+ - +u, 4
eine rationale Funktion der komplexen Verdnderlichen ¢ darstellt. Daraus
wird sich ergeben, daB « eine ganze algebraische Zahl ist, die den Un-
gleichungen (7) des Hilfssatzes 1 gentigt.

Zuerst zeigen wir: Aus der Ungleichung (13) folgt das Vorhandensein
einer Zahl & > 1 und einer Konstanten Cis, so daf
(15) |t 11 — ] < T2
fir alle n gilt.

Da es unendlich viele verschiedene Naherungsbriiche ::—1’ gibt, ist |u,]

nicht beschrinkt; es gibt daher einen Index m, so daf

(16)

Dann ist
[ 1] > | Ie = |ty — Oy = !”mi(“

Die Zahl u,, . erfiillt also auch die Ungleichung (16) und durch vollstindige

Induktion nach n schlieBen wir, daB dann fiir alle n = m

C
[un| >4

gilt, und die |#,| mit » wachsen. Man hat daher
c C
fn 1] > lua] (= ) > Joal (2 = %)-

¢) Siehe zu dieser Vermutung auch %).

4
«—1"

— k) > lual.

%
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Setzen wir noch

so ist nach (16)
p>1
und es wird fiir » = m

pir] > Blu,| > > B*T1" |y,

Es gibt somit eine Konstante Ci4, so daB fiir alle »

!unf > 016 ﬂn
gilt. Tragen wir diese Abschitzung in die Ungleichung (13), so erhalten wir
die gesuchte Ungleichung (15), wenn wir 6 = . > 1 setzen.
Untersuchung der Potenzrethe (14). Wir setzen
Pl = Upyy — AUy.

Durch Multiplikation der Potenzreihe (14) mit 1 — «{ erhilt man

A=al)f@)=to+ g1l + -+ @ "+
Die Ungleichung (15) zeigt, daB diese Reihe fiir |{| < 6 konvergiert, also
ist f (£) im Kreise |{| < 6 fortsetzbar und reguldr bis auf einen einfachen Pol
im Punkte { = %. BorgL 7) hat aber bewiesen: Fine analytische Funktion,

die eine Potenzreihenentwicklung mit rational-ganzzahligen Koeffizienten wm
den Nullpunkt besitzt wnd meromorph ist in einem Kreise || < & mat 6 > 1,
ist eine rationale Funktion, deren Zihler und Nenner ganze rationale Koeffi-
zenten haben. Farous) hat noch gezeigt, dafl das konstante Glied des Nenners
Eins ist, da8 also alle Nullstellen des Nenners reziproke Werte von ganzen
algebraischen Zahlen sind. Nach diesen Sitzen ist daher f(Z) eine rationale
Funktion. Im Kreise |{| < 4 hat f({) nur einen einfachen Pol im Punkte

¢ =~. Die Zshla ist also ganz algebraisch Bezeichnen «s, . . ., a, die

Konjugierten von «, so smd S, = auch einfache Nullstellen des Nenners
2

von f(£), sie miissen also im Geblet [C] = 0 liegen; folglich gelten die Un-

gleichungen |o,| < % <1 fiir r=2, ..., s, und die ganze algebraische

Zahl « geniigt den Ungleichungen (7).
Bestimmung von w,. Um w, zu berechnen, zerlegen wir die rationale

Funktion f () = PO in Partialbriiche. Q(Z) kann keine anderen Nullstellen

(9]

7) BOREL, Bull. Sci. math. 18 (1894), S.22-25.
8) FATOU, Acta math. 30 (1906), S.369—371. Ein Beweis wird auch 8. 317
dieser Abhandlung gegeben.
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al ; ;1—; . = haben, denn sonst wire @(C) in Faktoren zerlegbar, von
2

denen einer nur Wurzeln hétte mit Betrégen, die mindestens so gro8 wie &
wiren. Ihre reziproken Werte wiren ganze algebraische Zahlen und der
Betrag ihrer Norm kleiner als Eins, also Null. Diese Zahlen wiren somit
Null, und wiirden also in @ ({) nicht auftreten. Man hat daher, mit ge-
wissen Konstanten, 4, Az, ..., 4

PG A As
10 =50 = 1owt T imar T+ o

und zwar ist

—.aﬁ

PG:) 2(z)

fir r = 2,...,s.

A= —
11\’ 1 /1
Z9(5) =)
4 gehort folglich zum Koérper von o, und 4, ..., 4, sind die Konjugierten

von A. Wird jetzt jeder Partialbruch einzeln in eine Potenzreihe entwickelt,
so erhalten wir durch Identifizieren mit der Potenzreihe (14) fiir f ({)

Uy = Ao + Ayof + - -+ Agol.

Schiitzung des Grades s vow «. Aus dem Ausdruck fiir %, leiten wir wie im
Beweis von Satz I ab, daB es eine Konstante Cy; gibt, so daB

|,] > Cyq o™
Tragen wir dies in die Ungleicﬁung (13), so folgt daraus, dafl
| uea] = [th0s1 — o] < 22
Der Konvergenzradius der Potenzreihe
A=al)f@Q)=w+ gl + -+ @ " + -
ist daher mindestens «°; andererseits wissen wir aber, da8 er genau den Wert 1

A
hat, wenn wieder |ap| = |a,| fiir 7 = 3, ..., s ist. Es ist also

< L
i“zi

. . . - 1
Bezeichnen wir mit ¢ den onenten fiir den |ay] = —, so ist ¢ < &',
2 e

so wird

. . 1
Da wir aber schon bewiesen haben, da8 ¢ < =1

s<1+2 =142
Schiuf3 des Beweises von Satz I1. Aus der Ungleichung
Os

lo1°

I@n{-l —wow,,,f <
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folgt in gleicher Weise, da} es eine Zahl 4 des Kérpers von « gibt, so daB
=po tpsay + 0+ g

Daw > 1lund |o,| <1fiicr = 2,...,5 strebt;i’l mit wachsendem # nach 7)[

ka3

Somit erhalten wir & = -g—, also ist & algebraisch.

Man hat noch
2 }. n ;" ”
Uy, — ‘Svn: Uy, —'/Ivn: (}“2'—":”2)0‘2 e + (zs"'ﬁ‘ﬂs)“sa
folglich ist
‘ - E'vn‘ < Gu‘;/ S 06

e’

‘ nl “’n

denn ¢ < ¢'. Die Naherungsbruche » besitzen also auch die Eigenschaft B;

man sieht dadurch, daB diese E1genschafb sich aus der Eigenschaft A ergibt,
somit nicht von ihr unabhingig ist.

Bemerkung. In diesem Beweis hitten wir den Satz von Borer durch
einen Satz von A, TEUEY) ersetzen kdnnen, der sich zwar aus dem BorEeLschen
Satze ableiten 148t, aber von Trur anders bewiesen wurde. Dieser Satz
lautet: Es seien 4, o zwes reelle Zahlen, u,, die an A« am néichsten liegende ganze
rationale Zahl. Gibt es zwei Zahlen 6 > 1 und Csy, so daf fir alle n

Ao — u,] < C%%
1)
ist, so ist o algebraisch. Diese Bemerkung wird uns die Erweiterung von
Satz IT in zwei verschiedenen Richtungen erméglichen.

Besitzt eine Folge von ganzen rationalen Zahlen %, 4., .. ., %,, ... die

Eigenschaft A, dann gibt es einen Index m, so daB

(un-é-l““unl <'% fir N =m

wird. Es ist also %, die an a%, am nichsten liegende ganze Zahl, und die
Folge der u, ist somit fiir # = m leicht berechenbar. Im allgemeinen ist es
aber umsténdlich, diesen Index m zu bestimmen. Im folgenden Satz III werden
wir nun unter den Zahlen « eine Klasse auszeichnen, fiir welche m = 0 ist.
Mit Hilfe dieser Zahlen, die wir mit o bezeichnen, wird also die Ermittlung der

Naherungsbriiche Z«"—‘ einer algebraischen Zahl & mit den Eigenschaften A

und B nur einfa)chenRechnungen erfordern; es ist somit unsere Forderung in
der Einleitung weitgehend erfiilll. Wir werden das Verfahren auch geo-
metrisch deuten.

9) THUE, Norske Vid. Selsk. Skr. (1912—2) Nr. 20 (15 S.).
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Satz HI. In jedem reellen algebraischen Zahlkirper gibt es Zahlen o mit
folgender Eigenschaft:

Bildet man, von wwei ganzen rationalen Zaklen uy <= 0 wnd vy == 0 qus-
gehend, zwei Folgen von Zahlen u, wnd v, nach folgender Vorschrift:

Vorsehrift C. Fiir alle n = 0 st w,., die an ou,, und v, .1 die an ov,
am ndchsten liegende ganze rationale Zakl, also

(17) i'un+1 - Qunl <% wnd f@n.;-l — Q‘Unf <3 fir n =0,

Dann bilden “2 eine Folge won Naiherungsbriichen einer algebratschen

v,

Zahl & des Kb’rpersn von @ mat den Eigenschaften A und B (wobei o die Zakhl o
vertritt). Jede Zahl des Korpers kann auf diese Weise mit Hilfe der gleichen
Zahl o erhalien werden.

Die Folgen u, und v, sind durch die Vorschrift C eindeutig bestimmt,
denn wie wir gleich zeigen Werden, ist ¢ eine erzeugende Zahl des Korpers, also
irrational, und somit niemals

{un-&l - Q'u‘ni =13 oder Ivn-t»l - @vnl = L
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus folgendem Hilfssatz:

Hilfssatz 2 : Es sei ¢ eine ganze algebraische Zakhl, o, fiirr = 2, .. ., s ihre
Konjugierten, und sie gentige der Ungleichung:

8
(18) I7(+]el))=2
a) In jedem reellen algebraischen Zahlkorper gibt es solche Zahlen o.
b) Hs sei ug, %y, . . ., Uy, . . . eine Folge von ganzen rationalen Zahlen, die

nach der Vorschrift C aus v, gebildet ist. Dann ist jeder Zahl uy == 0 eine Zahl
% == 0 des Korpers von o so zugeordnet, dafs

Wy = Agh + I+ -+ gl
gult.

Beweis von a). Wir bemerken zuerst, da8 aus der Ungleichung (18) folgt,
daB jede Zahl g eine Zahl o ist, folglich ist sie eine erzeugende Zahl des Karpers.
In den Kérpern vom zweiten Grade ist sogar umgekehrt auch jede Zahl «
eine Zahl g, denn aus |«y| < 1 folgt 1 + |as] < 2. In den anderen Korpern
kann man das Vorhandensein solcher Zahlen ¢ mit der gleichen Methode wie
im Hilfssatz 1 nachweisen. Man kann aber auch fir o eine ganzzahlige
Potenz o einer Zahl « wihlen. Die Konjugierten von o™ sind die Zahlen o
fiir r = 2, ..., s; sie streben also mit wachsendem m nach Null, und man
kann die Ungleichung (18) erfiillen, wenn man m geniigend groB wihls.

Beweis von b). Es sei

(19) O+ =0
Mathematische Zeitschrift. 48. 20
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die irreduzible Gleichung mit ganz-rationalen Koeffizienten, der o geniigt.
Wir setzen
P+l = Uiy — QU,
und errechnen daraus, daf:
Upir = Poir T+ 0Pnir-1+ "+ Qr-19'7n+1 + 0" .
Bilden wir nun die ganze rationale Zahl
Wy = Upys+ G Upis 1+ ° G Uy,

so wird, unter Berficksichtigung von (19),

(20) 0, = @uis+ (0+01) Pars1+ -+ (@ T @1 TF 4+ Ge) Pry
= @nis+ 01 Puss1t+ - F O 190,
wobel wir fiir r =1, 2, ..., s — 1
b, =0 +amd  +-ta
gesetzt haben. Es gilt folgende Identitdt in (:
C— @+ h b ) =C+al "+ ta,
Daraus ersehen wir, daB die 6, die elementarsymmetrischen Funktionen der

s — 1 Zahlen g, ..., ¢, sind. Es ist folglich
T4 10+ -+ 10| =1+ e+ -+ o]+ +]oz... 0

8

= ,H X+ le.)

=2

A
A

2.
Aus der Bedingung (17)

[ns1 — 0% = | Prsa] <3 fir alle wn = 0
folgt nun in (20):

Jw,] <3Q@Q 4|0+ -+ 16,4 S L
Die ganze rationale Zahl w, verschwindet also fiir alle », das heiBt aber, die
. Zahlen u, geniigen der linearen Rekursion
(21) Upys + ¥y ys_ 1+ 0+ a5, = 0.
Betrachten wir wieder die Potenzreihe in £

fO) = +uwl+ -+ 4"+,
so wird

A+al+---+al®)f)= P,

wobei P({) ein Polynom mit rational-ganzzahligen Koeffizienten ist, dessen
Grad s — 1 nicht fiberschreitet, denn die Koeffizienten der hoheren Potenzen
von ¢ verschwinden alle nach (21). Es ist somit f(Z) eine rationale Funktion
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von {, deren Pole in den Punkten %, Qi,
2

von Satz II entnimmt man dieser Tatsache, dafl
un = AQ” + 2’29& + e + ;*sgzla
wo A = O eine Zahl des Kérpers von g bedeutet und 4, ..., 4, ihre Kon-
jugierten.
Aus der erhaltenen Formel fiir #,, schliefen wir wie im Beweis von Satz I,
daB

e El_ liegen. Wie beim Beweis
8

[Uny1 — 0] <

unl”
Der Exponent ¢ ist die schon eingefiihrte GroBe, fiir die |gq|0® = 1 ist,
wenn | go| die groBte der Zahlen | g5, ..., | o,] bedeutet. Da ¢ eine Zahl «
des Hilfssatzes 1 ist, so gilt .

1

s—1"

e =
Man kann aber auch ¢ = o™ wihlen mit geeignetem m; in diesem Falle ist ¢
mit dem entsprechenden Exponenten fiir « identisch. Es gibt also auch
Zahlen p, fiir die ¢ beliebig nahe an — ! gewahlt werden kann.

SchluB des Beweises von Satz III Betrachten wir nun zwei Folgen
Uy, Ugy o o oy Uy, ... und Vp, V1, ..., Uy, . . ., die nach der Vorschrift C aus den
Zahlen 4y == 0 und v, == O entstehen. Nach Hilfssatz 2 sind ihnen zwei
Zahlen 4 == 0 und u 7 0 des Kérpers von g so zugeordnet, dafl
U, = A" + 205 + - + 2'397;9
= " 4 pagy 4+ ps0gs
somit geniigen dann die Folgen %, und v, den schirferen Ungleichungen
Cyy C
[ns1—0%| < —2- und |o,41— pw,| < —2-.
{2 [%a]
Der Bruch %* strebt mit wachsendem # nach —i: = £, also nach einer
algebra.lschen Zahl die dem Korper von ¢ angehort. Fiir die Schirfe der
Anngherung gilt die Ungleichung

|t — E,] < 22

ur'

Die Nahemngsbruche “» besitzen daher die Eigenschaften A und B.
Umgekehrt sei & eine beliebige Zahl des Korpers von p. Man kann immer &

als Quotient 72'- zweler ganzen Zahlen 4 und p des Korpers darstellen, die

auflerdem den Ungleichungen

©2) oo — e[+ -+ Al — el <3

[uz(o — @2)] + - -+ + |uslo — 05)] <}
2{}*
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geniigen. Bezeichnen wir namlich mit A’, ¢’ zwei ganze Zahlen des Korpers
fiir die £ = — gﬂt Die Konjugierten der Zah! 2’ g™ sind dann die Zahlen 2, o™,

wor=2,...,s; diejenigen von u’ ¢™ sind die Zahlen y, o™ fiir r = 2, .
Mit wachsendem Exponenten m streben diese Konjugierten nach Null und
man kann m so bestimmen, daB die Ungleichungen

[ o(e — e -+ + [Ael(e — el <1

(e — 0| + - +lmel(e— e <3
gelten. Die ganzen algebraischen Zahlen 4 = 4'¢™ und p = y’ o™ erfiillen
dann die Bedingungen (22), und es ist & = 3,: = ﬁ— Die Zahlen -

4, = A"+ Aooh + -+ + A0},
= po" +p20f 4+ psly
sind ganz rational, und es ist
Uns1— QU = a0z — 0)oz + "+ Ales — Q) ey
Vns1 — QU = pa(02 — @)0f + A pses — o) e
Die Ungleichungen (22) zeigen uns dann, daf
tps1 — 0t <3 und Joeq — o] <1
fiir alle » = 0 gilt. Die Folgen %, und v, entstehen also aus %, und v, durch
die Vorschrift C, und die Quotienten :—fﬂ sind Ngherungsbriiche von &, welche

n

die Eigenschaften A und B besitzen.

Geometrische Konstruktion der Niherungsbriiche. In einer Ebene betrachten
wir das Gitter der Punkte mit rational-ganzzahligen Koordinaten in bezug
auf ein rechtwinkliges Achsensystem OX, OY. In dieser Ebene zeichnen wir

die Geraden G und @, deren Gleichungen Y = pX und ¥ = %X lauten.

Von einem Gitterpunkt %, auf O X ausgehend, ziehen wir die Parallele zu O Y
bis zum Gitterpunkt, der am nichsten an G liegt; von diesem Punkte aus
ziehen wir die Parallele zu O X bis zum Gitterpunkt, der am néchsten an ¢’
liegt, und wiederholen diese Konstruktion ins Unendliche. Auf diese Weise
erhalten wir einen unendlichen Streckenzug K, der aus den Strecken Ko,
K., ..., K,, ... zusammengesetzt ist, die abwechselnd parallel zu 0 Y und 0 X
sind. Es sei I, bestehend aus den Strecken Ly, Ly, . . ., L, . . ., der Strecken-
zug, der auf entsprechende Weise von dem Gitterpunkt oo auf OY ausgeht,
wo wir aber mit L, parallel zu OX beginnen. Die Strecken mit gleichem
Index K, und L, stehen dann senkrecht aufeinander; sie oder ihre Verlinge-
rungen schneiden sich in Gitterpunkten, deren Koordinaten wir mit %,, n
bezeichnen wollen, und zwar soll w, fiir gerades n die Abszisse und fiir un-
gerades n die Ordinate des Punktes bedeuten. Satz III lehrt uns dann, dafl
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sich die erhaltenen Gitterpunkte %,, v, zwei Geraden ¥ = £X und Y= —15— X

so ndhern, dall
iun - ‘f ”n! < _Gﬁ{ .
jonl
Die GréBe & ist eine algebraische Zahl des Kérpers von g, und jede algebraische
Zahl dieses Korpers kann auf diese Weise mit Hilfe der gleichen Geraden G
und G’ angendhert werden.

Wenn der Korper vom zweiten Grade ist, erhalten wir die besten
Niherungen, wenn wir fiir ¢ eine Einheit wihlen, dann tritt uns der Fall der
Kettenbruchniherungen wieder entgegen. Wir kommen sogar hier mit einer
einzigen Zahl o fiir alle Zahlen des Kérpers aus. Das kommt daher, da wir
die fiir die Kettenbruchniherungen giiltige Ungleichung

[ — 0] < 157
durch die etwas weniger fordernde Bedingung

Oss
12|

[, — Evn] <
ersetzt haben.

Wir hatten angedeutet, daB der Beweis von Satz II sich entweder auf
den Beweis von Taur oder auf denjenigen von BomgL stiitzen konnte, die
von verschiedenen Grundgedanken ausgehen. Diese beiden Richtungen
konnen nun ausgebaut und wesentlich verschiirft werden; sie fithren so zu
zwei verschiedenen Erweiterungen Satz IV a) und Satz IV b) von Satz II,
der in beiden Sétzen enthalten ist. Wir werden die Beweise von den Sétzen IVa)
und IV b) vollstindig geben, so daB dadurch auch Satz II vollstindig be-
wiesen ist, ohne daB die vorherige Kenntnis der Arbeiten von THUE oder
Borzy erforderlich ist. Satz IV lautet:

Satz IV, Die reclle Zahl & besitze eine unendliche Folge von verschiedenen
Niherungsbriichen :—f—“. Wir setzen

P+l = Upi1 — AU, und Yut+1 = Uns1 — Ay
Die Zahl £ ist algebraisch, wenn man eine Zahl o > 1 so finden kanmn, dafl eine
von beiden folgenden Bedingumgen erfillt ¢st:
a) Es gilt zugleich

= 2ea(l+loglu])’
fiir allen = 1,2, . ... Die Zahl e bedeutet die Basis der natiirlichen Logarithmen.
Der Grad von & kann die Fleinste der beiden Grofen 1 + log |ug| und 1 + log |vo]
wicht diberschreiten.

1
| @al uo=§=9 wnd l%lém:%*c
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b) Es gilt zugleich
1

i%F -+ i¢n+1i2 R o f‘}’zn{Z = pe

und
1
m2

il/\

lonl® 4 (e + oo+ [y2af

fiir alle gendigend grofien n, also fir alle n = m.
Beweis von SatzIVa). Wir zeigen zunichst, daB aus der Ungleichung

1 fir n=12,..

@23) l9al = 5o @ TogTaD

folgt, daB « eine ganze algebraische Zahl ist, fiir deren Konjugierten as, . . ., &,
die Ungleichungen

(24) fo,] =1 fir r=2,...,5s

gelten. Hierzu geniigt es zu zeigen, daB fiir die u, eine lineare Rekursion mit
ganzen Koeffizienten besteht. Wie wir beim Beweis vom Hilfssatz 2 gesehen
haben, stellt nimlich dann die schon dort betrachtete Potenzreihe

(25) O = to+ual + Lt 4o

eine rationale Funktion von ¢ dar, deren Zihler und Nenner ganz-rationale
Koeffizienten besitzen. Da nach (23) der Ausdruck |u,.; — a%,| beschrinkt
ist, so hat f(¢) im Kreise |Z| < 1 nur einen einfachen Pol im Punkte { = —
Nach dem Satz von Farou ist daher a eine ganze algebraische Zahl und alle
ihre Konjugierten liegen im Kreis | | < 1, geniigen also den Ungleichungen (24).
Auf dem Kreis |{| = 1 konnen aber Nullstellen des Nenners von f({) Iiegen,
die zu —1— nicht konjugiert sind; wir bezeichnen solche Nullstellen mit ——, wo-
bei & > s+ 1. Die Zahlen o, mit A = s 1 sind auch ganz algebralsch die
Betriige ihrer Konjugierten kénnen den Wert Eins nicht tiberschreiten. Aus
den Ungleichungen ’
1 < |Normma, <1

folgt, daB «, und alle Konjugierten den Betrag Eins haben; diese Zahlen a,
sind also Einheitswurzeln und liegen alle auf dem Kreis |[{]| = 1. Sie
konnen eventuell auch mehrfache Nullstellen des Nenners sein; mit «, fiir
h=3s+1, ..., I bezeichnen wir dann die verschiedenen unter ihnen.

Mit noch unbestzmmten ganzen rationalen Zahlen £, b, bl, ..., by bilden
wir die ganze rationale Zahl )

W, = bo Uy 3+ b1Up i1+ -+ byt

Wir bezeichnen mit b eine obere Schranke fiir alle | by, |84], . .., | bz] und mit ¢
eine obere Schranke fiir alle | ¢,|. Wir wollen nun zeigen:
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Bestimmi man die Zahlen by, by, ..., by so, daff wy = 0, und st

1
< FEFDB’
so folgt daraus w, = 0 fiir alle n = 0.

Beweis. Wir schlieBen durch vollstindige Induktion nach #. Nehmen
wir an, daB schon w, = 0 bewiesen ist, dann wird

Wyl = Wyyl — AWy = Do Ppirs1 + 01 Pupx+ -+ 51:%4—1:
also

041] < B+ Db <L

Da aber w, ., ganz rational ist, muBl w,,; = 0 sein.

Wir wollen nun untersuchen, wie wir wy = 0 erhalten kénnen. Dazu
zeigen wir:

Fiir jedes & = 1 kann man ganze rationale by, by, . . ., by so finden, daf
wo = 0, wenm die obere Schramke b der Zahlen |by|, |b1], . . ., |bi| und die obere
Schranke ¢ der Zahlen | @1}, | s, ..., | @ul, - . . den Ungleichungen

1
- 1
b= 20({%0"‘——1 und @ < [ESY)
geniigen. .

Beweis. Wir beniitzen das DiricErersche Schubfachprinzip. Wir

betrachten alle Ausdriicke von der Form

Wy = by || + by ws_y1| + -+ by 4],

wo die b, nichtnegative ganze rationale Zahlen mit

0<b.<b fir r=01,..., k
bedeuten. Solche Ausdriicke gibt es genau (b + 1)**1. Fiir jeden wird
(26) wo < ble| + || + - + [uo]).

Aus
o] =t —au, 1| = @ .
schlieBt man durch vollstindige Induktion nach r, daB
|ue| = m’({uof + Zf) < a”(‘uol -+ %’) fir r < k.
Wir erhalten somit aus (26)

, k(&
wh < et {(k+ 1) juo| + 2EED ),
Da aber

1
? <EIXDB
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so folgt daraus

wh < (b -+ 1) bo® |uo| + (b + 1)«76-2—;@"—4_—1—) < b+ 1) (b + 1) o fip| — 1,
denn
1
<= — < _
gy <2 <! (k+1)o® = ol (k+1)oF’

Ist nun die Anzahl der Ausdriicke w, gréBer als die Anzahl der Werte, die
von der ganzen rationalen Zahl w, angenommen werden kénnen, so gibt es
zwei verschiedene Systeme nichtnegativer ganzen Zahlen by, b;, ..., b; und
by, by, ..., b, so daB

bo o] + By o] + oo+ By lo] = By o] + B[] + -+ + 8] ).
Dann ist
(Bo — bg) [ + (by — BY) [i_a| + - - - + (b, — by) |wg| = O.
Die Koeffizienten der |, | sind hier nicht alle Null, und ihre Betrige iiber-
schreiten nicht die Schranke 5. Durch geeignete Vorzeichensinderung folgt
daraus das Vorhandensein eines Ausdruckes
Wo = bo Uy + by %y 1 + - + bruy = 0,

wobei |b,| < b fiir r =0, 1, ..., k ist.

Die Anzahl der Ausdriicke w, ist aber (b 4 1)¥+1, diejenige der Zahlen-
werte, die w, annehmen kann, ist kleiner als (b -+ 1) (k + 1) a¥lup|. Es gibt
also einen Ausdruck w,, der den Wert Null hat, wenn

k 1 1 [

(27) G+ 1FY = b+ 1)k + 1) ok |,
also wenn
1 1
b+ 1=+ 1) alult.
Aber
1
k+1* <2 fir k=1,

die Ungleichung (27) ist daher sicher erfiillt, wenn

we]

b+12=2a|ul
gilt, und unsere Behauptung ist erwiesen.
Wir zeigen nun:
Wenn die ganze Zahl k den Ungleichungen

log |} <k < 1+ log |u]
gendigt, so ist

1
’ (®+ D]uo|* < e(1+ log |upl).
Die Zall ¢ ist die Basis der natiirlichen Logarithmen.



Kriterium fiir algebraische Zahlen. 313

Beweis. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem OX, OY be-
trachten wir die Kurve H, deren Gleichung

| Y=1+log@+ X)
lautet. Die Gerade D, die der Gleichung
(D) Y =3 X +1log(k+ 1)

geniigt, schneidet H, wie man sofort sieht, fiir X = k. Fir X = k —1 ist
aber

T—1)+log(k+1) <1+log(l+k—1),
denn

log (k + 1) = logk-i-log(l-{—%) <logk+ 1.

Der Punkt X = k£ — 1 von D liegt also unter dem entsprechenden Punkt
von H. Aber H ist nach unten konkav, somit liegt im ganzen Intervall
k—1=< X <k die Gerade D unter der Kurve H. Anders ausgedriickt: Fiir
X<t=1+X
gilt
X +log (b+1) <1+ log (1 + X).
Setzen wir hier X = log |%,|, so gilt fiir

log |uy| <k =1+ log |uo]
die Ungleichung

Zlog |to] + log (b +1) < 1 + log (1 + log|wg])

oder
1

(k+ 1) lupl* < e(l+log|ul).
Schlufl des Beweises von Satz IVa). Es sei nun
1
. ¢ S SeadFogla
Wir wihlen eine ganze Zahl %, die durch die Ungleichungen

log [uo| <k =1+ log ||

bestimmt ist, dann wird

1
<

T
2o (k1) fupl®
Es sei b diejenige ganze Zahl, die den Ungleichungen

1

1
E_1<b < 2|4t

2 o [ ]
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geniigt, dann ist

1
?P< FFns

Alle Zwischens#tze werden anwendbar, und es ist somit bewiesen, dal o eine
ganze algebraische Zahl ist, deren Grad s den Wert & =< 1 4 log || nicht
iberschreiten kann und deren Konjugierte den Ungleichungen |o,| < 1 fiir
r = 2, ..., s genfigen. Fiir die Folge u, gilt die lineare Rekursion
(28) bo Upsr + b1%y ko1 + o by, = 0.
Es ist also
Q) =bo+ bl + -+ b

der Nenner der durch die Potenzreihe (25) dargestellten rationalen Funktion.
Die Wurzeln von Q(f) = 0 sind die Zahlen — und — fiir r = 2, , 1.
Die Zahlen — fiir b= 541, , 1 sind die eventuell auch als mehchache
‘Wurzeln von Q(Z) =0 auftretenden Einheitswurzeln. Die Methode, die wir
in Satz II beniitzt haben, zeigt uns, daB die Losung der Rekursion (28) auf
die Form

Uy = A"+ Joay + -+ Aol + g 1 Py () + -+ o Pi(n)
gebracht werden kann. Hierbei ist 4 eine algebraische Zahl des Kérpers
von ¢ und P, (n) fiir k. = s + 1, ..., I bezeichnet ein Polynom in #, dessen
Grad kleiner als die Vielfachheit der Wurzel % von Q(Z) = 0 ist. Wir wollen
nun zeigen, dafl der Grad dieser Polynome Null sein muB, also:

Die Polynome Py (n) fiirh = s + 1, . . ., | reduzieren sich auf Konstanten 4.
Es sei g = 0 der héchste Grad der Polynome P (n), der fiir b = s + 1, ..., 1
wirklich vorkommt. Bezeichnen wir mit 4, den Koeffizienten von #¢ in
Py (n), so verschwinden fiir » = s + 1, ..., I nicht alle 4,. Es wird

P+l = Upp1.— XY, = 2‘2(‘12 —“) 0‘3 + 1&(“3 - <>(') “? + On>
wobei
0= (a1 Posa (1) — aPya ey, + - + fn Pl + 1) — o Py(m)} o
Der Koeffizient von #¢ in g, ist . .
(29) Aor1(tser — @) dgpr ot Al — @) of
Dieser Koeffizient nimmt unendlich oft einen von Null verschiedenen Wert
an. Betrachten wir nimlich folgendes Gleichungssystem fiir A, (%1 — &),
PR 2.1(otl - “):
Aow1(@spr —a) + oo+ yloy — ) = 0

(30) “z'sévl(as-{-l —a)agyy + o+ Aoy — @)y = 0

2’$+1(as+1 “) “ﬁ:?{wl i zl(“l — d) al—_s'—l = (),
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Die Determinante der Koeffizienten ist von Null verschieden, da wir a,, 4,
- ., &; verschieden voneinander vorausgesetzt haben. Das System hat also
nur die Losung

ls+1(°‘s+l ""x) == Al(“l —a) =0,
Aber auch « ist von allen «; mit 2 = s + 1, ..., I verschieden, denn & > 1
und |o| = 1; somit wire 4,.; = ---= A, = 0, was wir ausgeschlossen

hatten. Mindestens eine der Gré8en (30) ist folglich eine von Null verschiedene

Zahl 7. Es gibt also einen Exponenten ¢ mit 0 < ¢ <1 — s, so daB
Zs-i—l(“-s-i-l - c"‘)‘1§+1 + o+ 2!(“1 — @) o‘? =n=0.

Da die Zahlen «,_. 5, . . ., «; Einheitswurzeln sind, gibt es einen Exponenten d,

so daB fir alle A=s+1, ..., 1

a
oy =1
gilt. Der Ausdruck (29) nimmt also den Wert # an fiir alle Exponenten von

der Form

n=di+ e,
wo ¢ eine beliebige nichtnegative rationale ganze Zahl ist. Fiir diese Werte
von # wird daher o, unendlich gro8, wenn g = 1. Die Summe
}»2(0&2”“)@'2'-% T+ Zs(ds“—d)“?= Pn+1 — Op
bleibt aber beschrinkt. Aus den Voraussetzungen von Satz IV a) folgt auch,
daB | ¢, 1| beschrinkt ist. Wir haben somit einen Widerspruch, wenn g > 0,
folglich ist g = 0 und %, hat die Form
U,, = 20‘”“1"120(3'*" M +ls“?+2's+1“:+1+ et +)kl°‘?-
In gleicher Weise folgt aus der Bedingung

1"/’7:] < 23‘:!(1+10g (”ol) fiir aﬁe n g 1,

daB es Zahlen u, po, ..., u, gibt, so dafl
Uy = o+ pgay + - - + ps ot +ﬂs+l°‘;il+ Tt +/u’f°‘;'n=
wobei y dem Korper von « angehdrt und f=s. Die Zahlen «j fiir

h=s+1,...,f sind etwaige vorkommende Einheitswurzeln, und es ist
}<S¥ =1+]log|n|. Da a die einzige Zahl ist, deren Betrag gréBer als
Eins ist, so streben die Briiche %’—‘ mit wachsendem » dem Grenzwert '—3— zu;
folglich ist & = % eine algebraische Zahl des Kérpers von o, und Satz IV a)
ist bewiesen.

Beweis von Satz IVb). Es geniigt wieder zu zeigen, daB die Be-
dingung :
(1) a2 + 11l + o+ [gual S 1oy tir 0 >m
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das Bestehen einer linearen Rekursion mit ganzen rationalen Koeffizienten

(32) b0un+k+blun+k—l+ "'+bkun: 0

bedingt. Schreiben wir diese Rekursion (32) fiir £ + 1 aufeinanderfolgende
Werte von #, so ergibt sich, daff die Determinanten
1 t

Uy, U1 cen Uy
dm — ! Upi1 Upyg cee Upipsa
T g |
......................... '
! 1
fUpir Unipsel .- Ungor |

fiir alle #n verschwinden. Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden der De-
terminanten di" fiir alle n, daf alle Gleichungen (32) auflosbar sind in rationalen,

also auch in ganzen rationalen Zahlen by, by, ..., by, die nicht alle verschwinden.
Zum Beweis wollen wir annehmen, dal % die kleinste Zahl ist, fiir die
dM =0 fir alle n= 0,1, ....

Es ist dann d© ;= 0. Bildet man nimlich die Determinante der Unter-
determinanten der vier Eckelemente von dg“, so erhalt man nach einer be-
kannten Larracmschen Formel die Beziehung

(33) Gy dhD — (D) = AP A
Aus dieser Formel schlieBt man, unter Beriicksichtigung von d{ = 0, daB aus

dP =0 folgt d*V = 0 und, falls » = 2, auch d{ 7}’ = 0. Wire also
d® , = 0, so wiirden auch alle anderen Determinanten di™ , verschwinden,

das aber widerspricht der Wahl von %. Die gleiche Schluweise zeigt uns noch,
daB die Determinanten d{ , fiir n = 1 entweder simtlich verschwinden oder
sdmtlich von Null verschieden sind.

Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, wo alle d{» ; == 0. Fiir jeden
Wert von #» = 0, 1, ... hat das System

bO“n«Hc + bl Up 4 3—1 + -+ bkun =0
boty i1 1% A+ T brU; =0

boYpion-1F b1Upior_n+ o+ Oty 1=0
eine Lésung in ganzen rationalen Zahlen by, by, . .., by, und es ist by =+ 0
und by, % 0, weil d® , == 0 und d**Y == 0. Formt man mit Hilfe dieser
Gleichungen die Determinante d um, so ergibt sich
1
0=dp = 5 (Botosor + b1 Upyop—1+ B thyin) 4.

Es ist also -
bo Uy rop + D1 ¥niop1+ 0 F D%y =0,
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und die Zahlen &y, by, .. ., by sind auch Losungen fiir das System, das dem
‘Werte n + 1 entspricht; folglich sind &y, b4, - . ., b; von % unabhéngig, das heifit
die Folge u, geniigt einer Rekursion (32).
Betrachten wir nun den Fall, da alle d}:‘l ; fiir # = 1 verschwinden,
Das System
bothy Fbiuz_, +cc+by =0
botrpiy +b1% A+ by =0

bots g1+ bytoy_o+ -+ b1 =0

148t fiir by, nur die Losung b, = 0 zu, denn d® ; == 0 und d{® ; = 0. Inder
Rekursion tritt folglich %, iiberhaupt nicht auf. Die Determinanten d® ,, die
aus der Folge w4y, #4s, ..., %,, ... gebildet werden, verschwinden aber alle,
somit sind wir fiir diese Folge auf die Anfangsaufgabe zuriickgefiithrt mit einem
kleineren Wert fiir k. Da aber unendlich viele %, nicht verschwinden, erhalten
wir auf diese Weise nach endlich vielen Schritten eine Folge, fiir die der erste
Fall vorliegt. Es gibt also auch in diesem Falle eine Rekursion (32) fiir alle «,
mit » = 0, 1, ..., aber einige der letzten Koeffizienten by, b, ... ver-
schwinden.

Satz von Fatou. Ist k die kleinste Zahl, fiir welche die Determinanten d™
alle verschwinden und sind die Zahlen w, alle ganz rational, so kann man n der
Rekursion (32) by = 1 nehmen. Wegen der Bedeutung dieses Satzes fiir unsere
Theorie wollen wir der Vollstdndigkeit halber auch diesen Beweis hier bringen.

Beweis. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt, da8 d® , = 0;
wir kénnen also ganze rationale Zahlen yy, . . ., ¥, die nicht alle verschwinden,
30 bestimmen, dafl die Zahlen

2y = Y1y + Yoty + 0 Y thnip1

firn=20,1, ..., &k — 2 verschwinden. Haben alle Zahlen z; gemeinsame
Teiler, so sei z der grofite unter ihnen, sonst setzen wir z = 1. Die Zahlen

2y = Z_n = ’g‘(?h Uy + Yolhn i1+ 0t YrUnir—1)
sind dann ganz rational und haben keinen von 1 verschiedenen gemeinsamen
Teiler; sie geniigen auch der Rekursion (32). Es sei p ein Primfaktor von b,
und es sei 2, die erste Zahl der Reihe z;, 21, ..., 2,, ..., die nicht durch p
teilbar ist. Dann ist ¢ = %k — 1 und (32) mit 2, fiir n = ¢ — (£ — 1) an-
gewandt, gibt

bizg=—(bozgp1 T bz 1+ -+ B2e_pi1)
Jeder Summand in der Klammer ist durch p teilbar; da z, es nicht ist, so ist by
durch p teilbar. Wenden wir nun (32) mit z, fiir » = ¢ — (k — 2) an, so wird

byz, = — o2y +br2,0 1 + byzy i+ - + b2, p10)
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Da auch b; durch p teilbar ist, ist wieder jeder Summand der Klammer durch
. p teilbar, also auch b,. Man schlieBt auf diese Weise der Reihe nach, daB p
alle Zahlen b, b1, by, . . ., by teilt. Man kann also jeden von Eins verschiedenen
Primfaktor von by aus (32) wegdividieren, und daraus folgt unsere Behauptung.
Kronecrersches Determinantenkriterium 10). Nach KroNECKER ist fiir das
Bestehen einer linearen Rekursion fiir die. %, notwendig und hinreichend,
daB die Determinanten d fiir alle # = & verschwinden. Es leuchtet ohne
weiteres ein, daB die Bedingung notwendig ist, denn alle d{ verschwinden.
Die Bedingung ist auch hinreichend; aus der Determinantenrelation (33)
schlieBt man némlich durch vollstindige Induktion nach %, da8 aus d© = ¢
fiir n = & folgt d® = O fiir n = k, und daher d¥ = O fiir alle b = 0, 1, .. ..
Anwendung auf den Beweis. Wir werden zeigen, daB aus der Bedingung (31)
folgt, daB die Determinanten d fiir wachsendes n nach Null streben. Da sie
aber ganze rationale Zahlen sind, ergibt sich daraus das Vorhandensein einer
Zahl k, so daB d{ = 0 fiir n = k.
Die Bezichung
‘ Upip1 — XUy = @piq

gestattet uns die Determinante d%’ auf folgende Weise umzuformen:

1
Yy Uy cee Uy ! %y @1 o Pn
4o — }ul Uy [P un_f,li % @ ces Ppga
n | - .
Up Upiy ... Uzg { Up Pri1 -« Pan

Nach einem Satz von Hapamarp 1) gilt aber die Ungleichung
@) = (1l +|wl + - +wl) T (@l + o+ + | gasal?).

Wir wollen nun obere Schranken fiir alle Klammerausdriicke ermitteln. Es
sei # so grofl gewihlt, daB #n = m. )

Zuerst betrachten wir die Zahlen %, die den Ungleichungen m < % < n
geniigen. Die Reihe der » + 1 aufeinanderfolgenden Indizes , A+ 1, ...,
k + n spalten wir in f + 1 Abschnitte, die jeweils mit den Zahlen 4, 24, . . .,
2' b beginnen, wobei f der Ungleichung

(34) Phr<h+n<2tl}
geniigt. Aus der Bedingung (31) ergibt sich dann die Ungleichung
1
[o2+ P+ o2 < (F+ Dy

10y KRONECKER, Monatsber. Akad. Berlin 1881, S. 566—567; Ges. Abh.2, S. 146
bis 149. Siehe auch: BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie 2 (1927), S. 314
bis 815. Berlin.

1) HADAMARD, Bull. Sci. math. 17 (1893), S.240—246.
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Nach (34) ist aber

1 h4n 1 1 n—»h n—h _n
1= ogzlog 5= =iog3? ("" % )gl oge 2k <1t =%-

Es wird daher

hgﬁ(f%?"* lpns1ff 4+ oo+ | @neal?) < E;)”gn}rm,hg(l—i-ﬁ

— (Gqem-2Em! 1
B o G
Die Srirnivasche Formel fiir Fakultiten und die Tatsache, da der Exponent

2m — 2 von n unabhingig ist, zeigen uns das Vorhandensein einer Kon-
stanten Coy, so dafl

2n)! g2n

(2“)2771—*2 ((”1;';2 024 V—

Somit erhalten wir

(35) [Tl +1mal + o 4 gy < 2.
h=m

Nun wollen wir uns den Zahlen 2 mit 1 < % < m zuwenden. Wir setzen
1
(36) e+ l@al2+ -+ guif = Cos — 55,
Cos ist von # unabhiingig. Die Reihe m, m + 1, ..., b + n zerlegen wir wie
vorhin in g + 1 Abschnitte, die mit den Zahlen m, 2m, . .., 29m beginnen,

wobei g durch 29m < b + n << 29t m erklart ist. Wie oben ist dann

1 )3 1
‘¢m|2 + l?’m+1{2 + b + “ph-{—n{z é (}- +E‘g§log’:tlb)

m ] do?
1 m-ny 1 1
< (1+ gz los™ ) g = (1 gz log2a) -
Da aber log 2 > } ist, erhilt man

1+io—g1—élog2n=2—£— logn < 24 2logn.

log 2 og 2
Beachten wir noch (36), so wird fiir 1 < b <m

[l + {pneal? + - + [ @aral? < Cos + g},slogn < Cgp +logn
und

m-—1
(37 hl_Zl (a2 + 1 @narl2+ - + | @rsal®) < (Co5 + logmy™~ 1.
. Endlich schitzen wir den Ausdruck [ug)2 + |uy]2 + - -+ + |4,[2. Es
ist fiir b = m .

[ —auy s = | < 271"‘



320 C. Pisot.
Durch vollstindige Induktion nach A erhilt man
1
(] S =ty + 53— (L a7 Y <ot ([uy |+ :,a(m_l))so%a 3
Fiir 2 < m kann man eine feste Zahl Cs; so bestimmen, da8
[ta] = Cor o,

und es wird, wenn Cog die groBte der beiden Zahlen Cgy, Csy bezeichnet,
(38) ol A [mP+ o+ w2 S O (L + @+ - + ") < Oy ™™

Durch Zusammenfassen der drei Ungleichungen (35), (37) und (38)
erhilt man

0 ¢ m— n (Cas + log )™ *
(I < 324= (Cos + logm)n~1 Copa2n = G, Oy 2B

Der Exponent m — 1 ist aber auch eine von % unabhéngige feste Zahl. Fiir
wachsendes n strebt daher dieser letzte Ausdruck nach Null, und es gibt somit
eine Zahl %, so daB d© = 0 fiir n = £.
SchluB des Beweises von Satz IVb). Wir haben somit gezeigt,

daf aus der Bedingung (31) das Bestehen einer linearen Rekursion

Up+ % + blun+k—~1 + + bkun =0
fiir die u, erfolgt. Betrachten wir, wie im Beweis von Satz IV a), die Potenz-
reihe

FO) = o+t 4wl
so folgt aus der Rekursion, dafl f({) eine rationale Funktion von { ist, deren
Nenner das Polynom

QO =1+b L+ +b, 2

ist. Nach (31) ist | @,| beschrankt, somit sieht man wie in Satz IV a), dafl «
eine ganze algebraische Zahl ist, deren Konjugierte as, ..., o, den Unglei-

chungen (24), also || < 1 fiir r = 2, ..., s geniigen. Ubrigens ist

G byl g by =0
eine Gleichung, welche die Zahlen «, s, . .., «, als Wurzeln besitzt; hat sie
noch andere Wurzeln a1, ..., «;, so haben wir gesehen, da8 es Einheits-

wurzeln sind. Wie in Satz IV a) gilt dann
(39) Uy, = Ao + 22“"; + et )‘s“? + }'s+1 ‘1:4.1 R Ald?y
wobel A eine Zahl des Korpers, von « ist. Aus der Bedingung
1 ..
h"n§2+lefz-i-“*-i—%?/)znizém fir n =m
folgt in gleicher Weise, dal
40) v = pa® oy o pso e E o ™
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wo auch u eine Zahl des Kérpers von o ist und o, , . .., a, etwaige vor-
kommende Einheitswurzeln bedeuten. Der Grenzwert & der Briiche g—’—‘ ist
also die algebraische Zahl % des Korpers von o und Satz IV b) ist bewiesen.

Aus den Formeln (39) und (40), die auch im Satz IV a) gelten, sieht man,
daf die Naherungsbmche —% nur dann die Elgenschaften A und B nicht be-

sitzen, wenn unter den Zahlen Gas ..y gy Gy s - - .5 O SOlche vom Betrag
Eins vorkommen; dann wird nimlich ¢ = 0 und wir kénnen nur behaupten,
daB | ¢,|, | .| und |u, — &v,| unter festen Schranken bleiben.

Zum Schlufl unserer Betrachtungen wollen wir noch zeigen:

Satz I ist ein Sonderfall sowokl von Satz IV a), wie won Saiz IV D).
Wir hatten in Satz IT aus der Eigenschaft A auf das Vorhandensein einer Zahl
8 > 1 geschlossen, so daf§

) . ol < %2 und (g <%

Betrachten wir zuerst die Voraussetzungen von Satz IV b). Aus (41)

folgt, daf die unendlichen Reihen

T L e e L e SR N et i ol ) i e o L7 e
konvergieren. Es gibt also eine Zahl m, so daf fir n = m
1 1
Jgul2 + [gnal - S wnd [ [yl S
Die Voraussetzungen von Satz IV b) sind folglich erfiillt.
Um Satz IV a) anzuwenden, miissen wir ihn etwas umformen, so dafl nur
die Indizes # > m in Betracht kommen. Beginnen wir die Folgen #, und v,
mit # = m, so lautet die Bedingung IV b)
1

1
19l = sori T iosTanD

byl = 2ea(l-log|v,l) fir n > m.

und

Aus der Eigenschaft A in Satz II folgt aber, wie wir gesehen haben, das Vor-
handensein von Konstanten Cg, Css, so daf

Ttty| < Cape™ und |0, | < Cgga™.
Beachten wir noch (41), so sehen wir, dal unsere Bedingung IV b) sicher

erfiillt ist, wenn

i

Cao 1 c 1

= < 81

o T 2ea(l+log032+mloga) und & = 2ea(l + log g+ mloga)
fir » > m.

Das ist aber der Fall, wenn m gro genug gewihlt ist. Wie in Satz IT schlieBt
man noch aus den Ungleichungen (41), daB keine der Zahlen «, fiir r = 2 den
Mathematische Zeitschrift. 48. 21
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Betrag Eins haben kann; somit besitzen die Naherungsbruche d1e Eigen-
schaft B. Unsere Behauptung ist also bewiesen.

Unabhingigkeit der Bedingungen IV a) und IVD). Es stellt sich nun die
Frage, ob die Bedingungen IV a) und IV b) wirklich voneinander verschieden
sind. Gibt es eine Zahl 6 > 0, so daf§ alle ¢, der Ungleichung

1
0= loal = s TrozTan

geniigen, so ist die Bedingung IV a) erfiillt, aber nicht die Bedingung IV b).
" Es miiite also Satz IV b) eine Folge von Satz IV a) sein.
Dies ist aber auch nicht der Fall. Die Bedingung IV b) fiir ¢, ist z. B.

erfiillt, wenn

3 "
]¢”!<5aﬁ fir % = mq.

Es wird dann nidmlich
. 9 /1 1 1
P+ Pnsal + o+ lo2al < s (7 +ar1 o +aa)

Der Ausdruck %— -+ n—i——i B R ?71; strebt aber mit.wachsendem # nach

log 2 < g‘:—;; somit wird fir genﬁgend grofle n
. 9 25 1
[@al? + [ @uraf® + - + [p2af? < o5 36
Wenn nun eine Folge | ¢, | beschrankt ist, so ergibt sich daraus das Vorhanden-
sein einer Konstanten Cy, so da8
!‘l&mj > 034 o™,
somit ist
1 < 1
2ea(l+ loglunl) ~ 2ea(l + logCy + mloga)”
Es gibt aber eine ganze Zahl mg, so daB fiir alle m = m,
1 < 3
2ea{l 4 log Oy, -+ m log «) 5a¥m
gilt. Genugen nun die @, folgenden Ungleichungen

1 .
1%!>m fir n < m,

und
1

Senll Tlog Oy T nlogs) < 191 < 5“3‘/7,,

so ist die Bedingung IV b) erfiillt, aber die Bedingung IV a) fiir kein .
Komplexe algebraische Zahlen. Es ist leicht einzusehen, daf sich diese
Uberlegungen auch auf komplexe algebraische Zahlen iibertragen lassen. Zur
bequemeren Ubersicht haben wir es vorgezogen, uns zuerst auf die reellen

fir n = mg,
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Zahlen zu beschrinken. Wir wollen nun noch einige Bemerkungen zum Fall
der komplexen Zahlen machen. Die ganzen Zahlen u,, v, werden wir dann
sinngemiB einem imaginir-quadratischen Kérper & entnehmen. Adjungiert
man dem Kdorper & die komplexe algebraisehe Zahl s-ten Grades &, so erhilt
man einen Korper &(£). Mit der Methode des Hilfssatzes 1 kann man in K (&)
das Vorhandensein von ganzen algebraischen Zahlen « vom Grade s iiber &
nachweisen, die mit ihren Konjugierten as, ..., «, in bezug auf & den Un-
gleichungen

| > 1, fe,| <1 fir r=2,...,s

geniigen. Daraus ergibt sich der Satz I. Da der Borgrsche Satz auch gilt
fiir Potenzreihen, deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen eines imaginir-
quadratischen Korpers & sind, bleibt auch Satz IT bestehen. Ebenso gilt
Satz IV b), denn der Hapamarpsche Determinantensatz sowie der Satz von
Farou bleiben auch fiir komplexe Elemente richtig. Einige Unterschiede
gegeniiber dem Fall der reellen Zahlen & treten in den Sitzen III und IV a)
auf. Wird in Satz III die Vorschrift C so beibehalten, da8 unter w,., die
zu ou, und unter v,,, die zu g, am nichsten liegende ganze Zahl des
Kaérpers & verstanden wird, so sind die Zahlen g, welche die im Satze geforderten
Eigenschaften besitzen durch folgende Ungleichung erklirt:

2 fir d= —1 (mod 4),

y Vi +1
1+ o) <
#gz( +ler) 4Vd g d= —1 (mod 4).

dri

Hierbei bezeichnet d die kleinste positive ganze rationale Zahl fiir die ¢ Vd
eine erzeugende Zahl von & ist. Es gibt somit nur Zahlen ¢ in den
Korpern & fiir die d = 1, 2, 3, 7, 11 ist, also in denjenigen Korpern &, in
welchen ein BEuklidischer Algorithmus existiert12). Satz IV a) gilt, wenn wir
die oberen Schranken fiir | ¢,| und | ¢,| des reellen Falles durch die Zahl o
dividieren, die durch o = 4Vd fir d= —1 (mod4) und & = 2Vd + 1
fir d= —1 (mod 4) erklirt ist.

%) DICKSON, Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927, S.150~152.

(Eingega‘ng‘en am 31. Dezember 1941.)



