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Ein neues Verfahren der schrittweisen Niherungen
zur Losung von ' =f (a,¥).
Von
W. Quade in Karlsruhe.

Das Picarpsche Verfahren der schrittweisen Niherungen liefert be-
kanntlich nicht nur einen Existenzbeweis, sondern ist auch zur praktischen
Losung der Differentialgleichung brauchbar?). Die bei ihm auftretende Funk-
tionenfolge konvergiert sogar mit derselben Giite wie die Reihe der Ex-
ponentialfunktion. Unbefriedigend ist jedoch der Umstand, daf man nur
ein verhiltnismiBig Kleines Intervalt angeben kann, in welchem die Funk-
tionenfolge konstruierbar ist und gegen die Losung konvergiert. Nur bei
speziellen Klassen von Differentialgleichungen ist es bisher gelungen, groBere
Konvergenzintervalle anzugeben2), Wenn man auch bei der Differential-
gleichung % = f(=, ), wie sich zeigen wird, durch eine schirfere Abschitzung
im Picarpschen Existenzbeweis zu einem Konvergenzintervall gelangen
kann, das groBer ist als die von E. LiNDELSF angegebenen, so ist damit der
eben erwihnte MiBstand immer noch nicht beseitigt. Eine weitere Schwiche
des Prcarpschen Verfahrens ist darin zu sehen, daB bei ithm die Kurven der
aufeinanderfolgenden Niherungsfunktionen weder ausschlieBlich oberhalb
noch ausschlieBlich unterhalb der Losungskurve verlaufen; es liefert also, ab-
gesehen von besonderen Klassen von Differentialgleichungen, keine monotonen
schrittweisen Naherungen.

Die eben erwiahnten Schwichen vermeidet das im folgenden beschriebene
neue Verfahren der schrittweisen Niherungen. Es liefert aufler einem kon-
struktiven Existenzbeweis monotone Funktionenfolgen, welche die Ldsung
entweder von ,,0ben‘ oder von ,,unten* her anndhern und in einem weit
groBeren Intervall konvergieren als die Picarpschen. Dabei werden keme
weitergehenden Voraussetzungen iiber die rechte Seite der Differential-
gleichung benétigt, als zur Fithrung des Prcarpschen Existenzbeweises
erforderlich sind (Stetigkeit und Lipschitz-Bedingung).

Bei den bisher vorliegenden Untersuchungen iiber die Konstruktion
monotoner Funktionenfolgen werden iiber f(z, y) besondere Voraussetzungen

1) Vgl z B. L.BIEBERBACH, Theorie der Differentialgleichungen, 3. Aufl,
Berlin 1930, S.27 oder E.KAMKE, Differentialgleichungen reeller Funktionen,
Leipzig 1930, S.53.

2 Vgl. hierzu M. MULLER, Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 163.
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gemacht3). Das ist auch in der Abhandlung von F.Téra der Fall, obgleich
die dort beschriebenen Funktionenfolgen den hier benutzten nahestehen.

In einer Arbeit von N. W. Apamorr4) werden zwar keine Monotonje-
voraussetzungen iiber f(x, y) gemacht, aber die dort benutzten Funktionen-
folgen sind nicht, wie in der Arbeit behauptet wird, immer monoton.

Das neue Verfahren griindet sich auf die Methode der Ober- und Unter-
funktionen, eine Methode5), welche schon O.Prrroxé) zur Fihrung eines
Existenzbeweises benutzt hat.

Kurz das Wichtigste aus dem Inhalt der folgenden Untersuchungen.
Aus einer schiirferen Abschitzung des Unterschiedes zwischen Naherungs-
funktion und Losung wird ein neues Konvergenzintervall fiir das Prcarpsche
Verfahren gewonnen. Nach einer kurzen Rinfithrung in die Begriffe Ober- und
Unterfunktion werden einige Verfahren zur Konstruktion solcher Funktionen
beschrieben. AnschlieBend werden zwei grundlegende Sétze bewiesen, von
denen der erste zeigt, wie man aus einer Ober-(Unter-)funktion eine ver-
besserte Ober-(Unter-)funktion gewinnen kann. Der zweite enthilt eine
Konstruktion, die aus einer Ober-(Unter-)funktion eine Unter-(Ober-)
funktion erzeugt. Durch wiederholte Anwendung der in diesen beiden Sitzen
beschriebenen Prozesse kann man Folgen von Ober- oder von Unterfunk-
tionen konstruieren, oder Folgen, bei denen Ober- und Unterfunktionen ab-
wechseln. Fiir alle diese Folgen werden Konvergenzintervalle bestimmt, in
denen sie gleichm#Big gegen die Losung konvergieren. An Hand verschiedener
Beispiele wird gezeigt, dafl einige dieser Folgen ein weit groferes Konvergenz-
intervall besitzen als die Picarpschen. Des weiteren werden verschiedene
Verfahren vorgefiihrt, mit deren Hilfe sich die Losung durch eine Doppelfolge
(diese enthilt eine Folge von Ober- und eine solche von Unterfunktionen)
einschachteln 1iBt. SchlieBlich wird nochmals das Picarpsche Verfahren
betrachtet und gezeigt, wie man sich auch bei diesem Folgen von Ober- und
Unterfunktionen verschaffen und eine Einschachtelung der Losung vornehmen
kann. Am SchluB einige Ergebnisse iiber die Prcarpschen Funktionenfolgen,
wie sie bei Monotonievoraussetzungen iiber f(z, y) auftreten.

3) 1. BENDIXSON, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar
1897, 8. 605; M. MULLER, Math. Zeitschr. 26 (1927), S.619; Sitzungsber. d. Heidel-
berger Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Klasse, 1927, 9. Abh., S. 31; M. GAvas, Bull.
4. Sciences math. (2) 58 (1934), 8. 236, vgl. hierzu das Referat von M. MULLER, Jahrb.
iiber d. Fortschr. d. Math. 60, (1934), S. 374; F. TOTH, Mat, fiz. Sap. 48 (1941), S. 176.

%) N. W. ApaMo¥F, Comptes Rendus (Doklady) de P’Académie des Sciences de
PURSS 18 (1938), 8. 219, vgl. hierzu das Referat von M. MULLER, Jahrb, iber d.
Fortschr. d. Math. 64; (1938), S.1126.

S 5) Vgl. hierzu M. MULLER, Jahresber. d. Deutschen Math. Vereinigung 37 (1928),
. 41,

€) O. PERRON, Math. Annalen 76 (1915), S.471.
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§ L.
Verbessertes Konvergenzintervall des Picardschen Verfahrens.
Ausgangspunkt und Grundlage der folgenden Untersuchungen ist das
Prcarpsche Verfahren der schrittweisen Niherungen. Es sei daher kurz an
das Ergebnis des Picarpschen Existenzbeweises erinnert, das wir hier in
seiner einfachsten Form aussprechen.

Ist in der allgemeinen expliziten Differentialgleichung

“) ¥ =1y
die Funktion f(x, y) in dem rechteckigen Bereich
B: |[z2—%|=Za, |ly—9| =0 (@>00b>0)

stetvg, und st fir jedes Pumktepaar (v, Y), (2, y) aus B

wo L emne positive Zahl ist (Lipschitz-Konstante), dann besitzt die Gleichung (A)
. fiir hinreichend nahe bei zy gelegene Werte x eine und nur eine mit stetiger Ab-
lettung versehene Losung y = y(x), die fiir © = zy den Wert y, annimmt.

E.Livprior hat zwei Intervalle angegeben, in denen die Konvergenz
des Verfahrens der schrittweisen Niherungen gesichert ist. Das eine ist

J: |z — 3] <9,
wobei  die kleinere der beiden positiven Zahlen ¢ und % ist; M ist der Maximal-
betrag von f(z, y) in B. Das andere, das groBer als J sein kann, ist

J': |2 — | = 6,
wobel 8’ die kleinere der beiden positiven Zahlen o und % log (1 + %75) ist;
N ist der Maximalbetrag von f(w, y,) in B.

Im folgenden wird gezeigt, wie man durch eine schirfere Abschitzung
zu einem Konvergenzintervall gelangen kann, das im allgemeinen groBer
ausfillt als die Intervalle J und J’. Zur Vereinfachung der Darstellung
bedienen wir uns, wenn nichts anderes gesagt wird, der folgenden Verein-
barungen und Voraussetzungen:

1. Es werden nur reelle Funktionen reeller Verinderlicher betrachtet.

2. Mit B sei ein konvexer Bereich der #, 4-Ebene bezeichnet, in welchem

f(z, y) erklért und stetig ist, sowie in bezug auf y einer Lipschitz-
Bedingung geniigt; (o, %), der Punkt, durch welchen die Losung
von ¥ = f(z, y) hindurchgehen soll, sei ein innerer Punkt von B,
ausgenommen den Fall, daB B der rechteckige Bereich

=T =T+a |y—y|=b (@>0,b6>0
ist, wo (%, ¥o) Randpunkt ist.
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3. Es wird immer angenommen, daf z = w, ist, da sich die entgegen-
gesetzte Annahme durch die Substitution * — 2, = — 2’ auf die erste
zuriickfithren 188t. ’

4. Unter uy(z) (gelegentlich auch mit anderer Bezeichnung) werde eine
durch (%, %) gehende, in einem Intervall
I: =cs=x+a (@ >0)
erklirte und dort mit beschriankter integrierbarer Ableitung versehene
Funktion verstanden; eine solche Funktion #,(z) nennen wir eine
geeignete Ausgangsfunktion.

5. Rechter Endpunkt von [ ist, wenn nichts anderes gesagt wird, die
Abszisse des Punktes, in welchem die Kurve von (%) erstmals den
Rand von B trifft (Fig. 1). Aufler  wird noch ein Intervall
K: TS c =25+ 0 0O<dé=a)
bendtigt, das meist die Rolle des Konvergenzintervalls einer Funk-
tionenfolge spielen wird. I und K sind, wenn nichts anderes gesagt
wird, abgeschlossene Intervalle.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Verfahren der schritt- |

weisen Niherungen nach Prcarp. Bei diesem konstruiert man von einer
in einem Intervall I erklirten geeigneten Aus-

gangsfunktion uy(z) ausgehend die Funktionen- ~
folge
z
Uy (2) = Yo + jf[t, u, 1@)]dt (n =1,2,...) X
0 I
: AN
und hat dann die Konvergenz der unendlichen i
Reihe £ Zea | I
(1) y =+ (uy —tg) + (g —u3) + -~ Fig. 1.

nachzuweisen, insbesondere ein Intervall K aufzusuchen, in welchem alle
Funktionen u, existieren. Die iibliche Darstellung des aus diesem Verfahren
flieBenden Existenzbeweises wandeln wir etwas ab, indem wir den Begriff
des ,,Fehlers‘ oder ,,Restes” einer Differentialgleichung 4 = f(, y) einfiihren.

Sind die Funkiionen y = w(z) und [z, uw(z)] i einem Intervall erklirt
und ewistiert dort ' (z), dann newmen wir die Funkiion

h(z) = v (z) — [ [=, u(z)]
den mit u(x) gebildeten Fehler oder Rest der Differentialgleichung y' = f(2: y)-

Aus dieser Erklirung des Fehlers folgt unmittelbar: Ist die Ableitung
@ (z) im Definitionsintervall beschrinkt und integrierbar, dann gilt das
Gleiche auch fiir den Fehler, vorausgesetzt, daB f [, u(z)] diese Eigenschaft
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besitzt, was immer der Fall ist, wenn f(z, y) im Definitionsbereich stetig ist.
Fillt #(z) mit einer Losung von 4 = f(%, y) zusammen, dann verschwindet
der Fehler identisch in .
Nun zum Existenzbeweis. Der mit der geeigneten Ausgangsfunktion
o () gebildete Fehler ,
ho(z) = uy — f(z, o)
ist in 7 beschrinkt und integrierbar, und es ist

u; — g = — | ho(t) dt.
Daher ’
g — u| < [|ho(t)] dt.

Nehmen wir zunichst einmal an, daBl es ein Intervall K gibt, in welchem
alle u, existieren, so folgt aus

Uy — 4y = [ [F(t, u2) — [ (¢, uo)] d

auf Grund der Lipschitz-Bedingung

@

lus — 1| < L[ fuy —uo| dt < L | (& — 0)|Ro(t)] dt
xo o
Allgemein gilt, wie man durch vollstindige Induktion bestitigt,
. —t n—1 -
t— s | < I “‘f_n__)lTiho Wldt =12 ..)

To

Auf diese Weise erhilt man die folgende Majorante der Reihe (1)

@ Y(@) = S{I—E—L(x—t)-{-w -] hay] e
- j'ew—» [ho(t)| dt.
£
Damit ist die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe (1) in K
bewiesen. Thre Summe lim w,(2) =y(z) ist eine stetige Funktion,
n—>0 .
welche in K durch die Folge der u, gleichmafig angendhert wird.
Um die Giiltigkeit der Entwicklung zu sichern, haben wir noch ein
Intervall K aufzusuchen, in welchem alle w, existieren. Vergleich von (1)
und (2) zeigt, daB fiir jede natiirliche Zahl n

Wn‘"%}f—ﬁy-
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Wir betrachten die Kurven der beiden Funktionen V(z) =4, + Y,
v(x) = uy — Y, die beide durch (%, y,) gehen, sowie den ebenfalls konvexen
Bereich B’, der aus B hervorgeht, indem man die rechts der Vertikalen
x = #y + @ gelegenen Punkte von B weglifit (Fig. 2). Da V() und v(z),
solange sie in B’ verlaufen, beschrinkte integrierbare Ableitungen besitzen,
trifft jede der beiden Kurven den Rand von B’ erstmals in einem Punkte.
Die kleinere der Abszissen der beiden Punkte ist dann gleich der Abszisse
des rechten Endpunktes des Konvergenzintervalls K. Fir alle w, gilt in K

uO”‘YéunéuO"}' Y-

In der iiblichen Weise zeigt man nunnoch, da lim u, wegen der gleich-
n—>oo

mifBigen Konvergenz eine Losung von y' = f(z, y) ist, und daB dies, da
f(, y) einer Lipschitz-Bedingung geniigt, die einzige Losung ist, welche die
Differentialgleichung durch den Punkt
(%o, yo) schickt. Damit ist der folgende
Satz bewiesen:

Satz 1. Bildet man mit einer durch
den Punkt (9, yo) gehenden, in einem
Intervall I erklirten, geeigneten Ausgangs- }
funktion ug(z) den Fehler %

ho(2) = uy — (2, o)
der Differentialgleichung ' = f(z, y) und mit diesem das Integral

%

Fig. 2.

Y = [ @0 ko (1)) dt,
2o

dann gibt es immer ein Intervall K, in welchem die Funkiionen uy + Y und
uy — Y existieren und in diesem existiert fir die mach PicarD konstruierte
Funktionenfolge

Uy = Yo + [ 1(t, w_1) dt w=12..)
zo

gleichmafig im w,(z) = y(z); diese Funktion stellt die einzige Losung dar,
>0
welche die Differentialgleichung durch den Pumki (24, 4o) schickt.

Das fiir die Bestimmung des Kenvergenzintervalls magebende Integral Y
kann man dadurch beliebig klein machen, daB man eine hinreichend nahe bei
der Losung y verlaufende Ausgangsfunktion wy(z) nimmt. Daraus folgt, dal
beim Prcarpschen Verfahren die Linge des Konvergenzintervalls von der Giite
der Annéherung abhingt, mit welcher die Ausgangsfunktion die Lésung approwi-
miert, und bei giinstiger Ausgangsfunktion das Konvergenzintervall K grofler
ausfallen wird als die eingangs erwihnten Intervalle J und J'.
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Ist der Bereich B rechteckig,
B: LT =3+a, |Yy—yo| <0 (@>0,b>0),

und geht man bei der Bestimmung des Konvergenzintervalls von der besonderen
Ausgangsfunktion %y () = yo aus, dann ist der Fehler ky(2) = — f(a, Yo) und

Y = [ €2 0|f (1, yo)| dt.

Ist N der Maximalbetrag von f(z, %) in B, dann gilt
Y <[t e 1,

Ersetzt man bei der Bestimmung des Konvergenzintervalls Y durch die
rechte Seite, so kommt man gerade auf das von E.LiNDELOF angegebene
Konvergenzintervall J”. Die Livperorsche Intervallbestimmung erweist
sich somit als ein Sonderfall des hier beschriebenen allgemeineren Verfahrens.

Beispiel 1. Die durch den Anfangspunkt gehende Lésung der Riccari-
schen Gleichung %’ = z — y2 soll fiir hinreichend kleines positives z im Ver-
fahren der schrittweisen Niherungen ermittelt werden. Als Bereich, in
welchem die rechte Seite die Voraussetzungen des Picakpschen Existenz-
beweises erfiillt, nehmen wir den rechteckigen B: 0 < z < 2, ly] <1. m B
ist dann L = 2. Mit M = 2, dem Maximalbetrag von f(z, 4) in B, ergibt sich
das Konvergenzintervall J: 0 < # < 0,5; dagegen mit L = 2 und N = 2
das Intervall J': 0 < 2 < 0,34, das hier kleiner als J ist.

Ein groBeres Intervall liefert das eben beschriebene Verfahren. Mit der
Ausgangsfunktion wy(2) = 0 wird der Fehler hy(z) = — z und

Y = Iez‘z"‘)tdt =1 —1—22).
0
Der rechte Endpunkt von K ist derjenige Wert von z, fiir den Y erstmals
den Wert 1 annimmt. Man findet so das Intervall
K: 0=2z<097.

Auf ein noch groferes Intervall kommt man, wenn man von der die Losung
besser annihernden Funktion () = $ #* ausgeht. Man hat dann den

Fehler hy(z) = 2 und
z - "
Y =6‘62( 1) ‘Z’dt.

Von den beiden Funktionen V(z) =322+ Y, v(2) = 4 22 — Y erreicht V
den Wert 1 fiir # = 1,2, wihrend o fiir 0 < 2 < 1,2 in B bleibt. Somit
konvergiert das Prcarpsche Verfahren, wenn man von der Ausgangsfunktion
% (z) = } 22 ausgeht, im Intervall

K': : 6212
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§2.
Ober- und Unterfunktionen.

Beim Picarpschen Verfahren der schrittweisen Niherungen kann man
sich, wie wir gesehen haben, nur fiir ein kleineres Intervall der Konvergenz
des Verfahrens versichern. Im folgenden wird ein neues Verfahren der schritt-
weisen Naherungen entwickelt, das ein ausgedehnteres Konvergenzintervall
als das Picarpsche besitzt und auBerdem monotone Naherungen liefert. Es
griindet sich auf die Begriffe Ober- und Unterfunktion einer Differential-
gleichung, die schon O.Prrrox zur Fithrung eines Existenzbeweises fiir
y' = f(x, y) benutzt hat?). Bei der Bedeutung dieser Begriffe moge eine
kurze Einfiihrung in dieselben vorangeschickt werden, wobei die PErrRoxschen
Definitionen etwas abgedndert werden, um sie den Erfordernissen der folgenden
Untersuchungen anzupassen 8).

Erklarung. Ist in den beiden Differentialgleichungen

y =1y y=Fy),

in der Umgebung des Punktes (2o, yo) stets F(x, y) = f(x, y) — die Identstit
sev ausgeschlossen — und besitzt y' = F(z, y) eine durch den Punkt (2o, ¥o)
gehende, in einem Intervall I existierende Lésung, welche in I keine der durch
(%o, Yo) gehenden Lésungen won y' = f(x, y) unter-{iiber- Jschreitet, dann sagen
wer, diese Losung von y = F(z, y) sei in I eine Ober-( Unter-)funktion von
Yy = f (, y)-

Einen ersten Anhaltspunkt, unter welchen Bedingungen die Gleichung
Yy = F(z, y) eine Oberfunktion von ¥’ == f(z, y) liefert, gibt der folgende

Hilfssatz. Gendigen die beiden in der Umgebung des Pumktes (2o, ¥o)
erklirten Funktionen f(z, y) und F (z, y) dort der Ungleichung f(z, y) < F(, y),
und besitzt jede der beiden Differentialgleichungen y' = f(z, y) und y' = F (=, y)
eime durch den Punkt (zo, yo) gehende in einem Intervall I: 2y < ¢ < 79 + @
(@ > 0) existierende Losung — diese Losungen seten w(x) und U(x) — dann
st im links offenen Intervall 1

U(z) > u(z),

d. h. Vergroferung (Verkleinerung) der rechten Seite der I)z'fferemialg}lez'chung
Y = [(x, y) fhrt fiir x > xo auf eine Ober-( Unter- ) fumktion, welche fir x > xp
wmamer ober-(unter-)halb jeder Losung von y = f(zx, y) verlduft.

Wegen des Beweises dieses Hilfssatzes sei auf E. Kamxg, Differential-
gleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, S. 82 verwiesen.

) O. PERRON, Math. Annalen 76 (1915), S.471.
8) Vgl. hierzu auch die Darstellung bei E.KaMKE, Differentialgleichungen
reeller Funktionen, Leipzig 1930, S.81.
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Tritt in der Ungleichung f < F zu dem Ungleichheitszeichen noch das
Gleichheitszeichen — der Fall f(z, y) = F (, y) sei, da er trivial ist, aus-
geschlossen —, dann gilt der folgende

Satz 2. Unterliegen die beiden in dem rechteckigen Bereich
B: =T =d+a |y—y| <> (@ >0, b>0)
erklirten stetigen Funktionen f(x, y) und F(z, y) iberall in B der Bedingung

i@ y) <F(zy), ((®y) 27¥(=y)
und sind w(z) wnd U(x) durch den Pumkt (o, yo) gehende im Intervall I:
2y < 1 < 3o + a evistierende und 2wischen yo — b und yo + b verlaufende
Lésungen der Differentialgleichungen
¥y =1y, y=F(y),
dann ist, wenn F(z, y) in B einer Lipschitz-Bedingung gendigt, in I stets
U) 2 u@), (U(2) < u(@),
d. h. U(x) ist eine Ober-( Unter-)funktion von y' = f(x, y). Dabes wird U (z)
grofer (kleiner) als u(x), sobald F[x,u(x)] erstmals grofer (kleiner) als
Flz, w(z)] wird und bletbt dann gréfer (kleiner) als u(zx)®).
Beweis. Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall f < F durch. Setzt
man in

U —w =F(z, U) — f(z, u)
U — u = 2z, so folgt fiir 2z die Differentialgleichung
2 = F(x, u + 2) — f(z, u);

denkt man sich auf der rechten Seite « als Funktion von z eingesetzt, so
erhilt man schlieBlich
7 = g(z, 2).

Bringt man nunmehr die Differentialgleichung in die Form
7 —g(#,0) = g(z,2) — 9(=, 0),

wobei nach Voraussetzung g(z, 0) = 0 ist (identisches Verschwinden aus-
geschlossen), und nimmt man fiir den Augenblick an, daBl z = 0 ist, dann
gilt auf Grund der Lipschitz-Bedingung

— Lz < g(z, 2) — (2, 0) < Lz,

%) Vgl. hierzu E.KAMKE, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig
1930, S. 91. Der eben ausgesprochene Satz folgt aus dem dort angegebenen allgemeineren
Satz 5; jedoch kann infolge schirferer Voraussetzungen der Beweis des ersteren mit
einfacheren Hilfsmitteln erbracht werden als der des letzteren.
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also auch
— Lz <2 —g(z,0) = Lz,
oder
z + Lz =g¢g(x,0), 2 —Lz=g(z0).

Nach der ersten der Ungleichungen geniigt z einer linearen Differential-
gleichung
z + Lz = ¢(z),

in welcher @(z) = ¢(#, 0) ist. Die fiir # = %, verschwindende Losung dieser
Gleichung ist

z —j a0 (1) dt >j ~L &0 (1, 0) dt.

o

In entsprechender Weise ergibt sich aus der zweiten Ungleichung

2 < [ " @ hg(t, 0) dt.
To
Daraus entnimmt man, daf 2(z) positiv wird, sobald ¢(x, 0) positiv wird, und
dann positiv bleibt, w. z. b. w.

Gibt man sich in Umkehrung des b;.shengen Vorgehens eine in der Um-
gebung von # = z, mit beschrinkter integrierbarer Ableitung versehene
Funktion u(z) vor, die fiir x = x, den Wert g, annimmt, dann kann man sich
die Frage vorlegen, ob diese Funktion eine Ober- oder Unterfunktion von
y = f(z, y) ist. Um dies zu entscheiden, hat man den Fehler

h(z) = o' () — | [z, u(2)]

zu bilden0). Sofern dieser existiert und fiir x = z, stets positiv ist, ist u(z)
dort nach dem Hilfssatz eine Oberfunktion von y’ = f(x, . Dies bestitigt
man, indem man schreibt

w = f(z, 4) + h(z).

So ist beispielsweise die Funktion u(z) = y, eine Ober- oder Unter-
funktion von ¥’ = f(z, y), je nachdem ob f(x, yo) fiir z = 2, negativ oder
positiv ist, denn der mit u(z) = y, gebildete Fehler ist & = — f(2, yo)™1).

Sind «’ () und f(z, y) stetig und geniigt f(z, y) auBerdem einer Lipschitz-
Bedingung, 50 ist % (2) fiir # = 2, nach Satz 2 Oberfunktion von %' = f(=,¥),
wenn dort der nicht identisch verschwindende Fehler A(z) = 0 ist.

10) Es sei hier darauf hingewiesen, dafl nicht jede Punktion U(x), welche im links
offenen Intervall I der Ungleichung U > y geniigt, eine Oberfunktion von ¥’ = f(%, ¥)
im Sinne der oben abgegebenen Erklirung ist. Auch braucht die Ableitung einer
Oberfunktion U (x) nicht im ganzen Intervall gréBer zu sein als die einer Losung y{(x).

1) M. GAvAS, Bull. d. Sciences math. (2) 58 (1934), 8.236 und M. MULLER,
Jahrb. iiber d. Fortschr. d. Math. 60, (1934), S.374.
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§ 3.
Einige Verfahren zor Konstruktion von Ober- und Unterfunktionen.

\ Im Anschluf an die eben bewiesenen Sitze werden im folgenden einige
Verfahren beschrieben, mit deren Hilfe sich Ober- und Unterfunktionen
konstruieren lassen.

1. Sowohl der Hilfssatz als auch Satz 2 des vorhergehenden Paragraphen
liefern jeder eine Konstruktion einer Ober-(Unter-)funktion von y' = f(z, y).
Man wird dabei F (z, y) so einrichten, daf die Gleichung ' = F(z, y) elementar
integrierbar wird.

2. Will man einen Streckenzug konstruieren, der eine Oberfunktion
darstellt12), so kann mar in shnlicher Weise wie bei der Konstruktion des
Evrer-Cavcryschen Streckenzuges verfahren. In der Umgebung von
(%o o) sei f(z, y) stetig, und es mdge fiir ¥ = 1w, ein Streckenzug konstruiert
werden, der eine Oberfunktion darstellt. Hierzu sucht man zunichst einen
rechteckigen Bereich By: 2y = 2 < 2, + @,

(Z5:3) |4 — 90| = b mit hinreichend kleinem posi-

(T2 tivem @ und b auf (Fig. 3), in welchem f(z, y)

2 stetig ist; M, sei der grofite Wert von f(z, y)

& in By,. Dann stellt nach Satz 2 die Gerade

b ey y = yo + Mo(z — x,), solange sie in B, ver-
Zodlo) 4 lauft, eine Oberfunktion von y' = f(x, y) dar.
5 Diese Gerade erreiche den Rand von B, im

Fig. 3. Punkte (21, 41). Zur Konstruktion der nichsten

Strecke des Streckenzuges suchen wir den
groften Wert M, von f(z, y)in dem Bereich By: @3, <z <2 +a, |y — 91 |< b
auf, wobei ¢ und b dieselben Konstanten sein mdégen wie bei By, und f(z, )
in B; als stetig vorausgesetzt wird. Dann liefert die Gerade y = y; +
+ M;(x — z;), solange sie in B; verliuft, eine weitere Strecke des zu kon-
struierenden Streckenzuges. Indem man in der angegebenen Weise fortfahrt,
erhilt man einen Streckenzug, von dem noch zu zeigen ist, dafl er eine Ober-
funktion von ¥ = f(2, y) darstellt. Die Konstruktion 148t sich solange fort-
setzen, bis man auf einen Bereich st68t, in welchem f(z, y) nicht mehr iiberall
erklirt oder stetig ist. '
Wir zeigen jetzt, daB die durch den Streckenzug dargestellte Funktion
U(z) keine Losung w#(x) von ¥y’ = f(z, y) unterschreiten kann. Zunichst

12) Hierbei wird also zugelassen, da8 die Oberfunktion eine stiickweise differentiier-
bare Funktion ist. Die hier beschriebene Konstruktion ist gegeniiber der PERRONschen
{O. PERRON, Math. Annalen 76 (1915), S.472/473] insofern verschirft, als in der
Definitionsgleichung D, , > f(x, y) zu dem Ungleichheitszeichen noch das Gleich-

heitszeichen hinzugefiigt ist.
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folgt fiir das Intervall #y < 2 < %, nach Satz 2, da U(z) der Gleichung
U'(z) = M, geniigt, da U(z) dort keine Losung u(z) von y' = f(z, y)
unterschreitet. Weiter lehrt Satz 2, daf U(z) begiont gréBer als u(z) zu
werden, und es dann auch bleibt, sobald /[, u(2)] < M, wird. Unter dieser
Voraussetzung ist dann U(z;) > #(z;). Wir nehmen nun an, daf es im
Intervall z; << z < =z, eine Abszisse X gibt, fiir welche % () erstmals wieder
U (z) erreicht, und zeigen, dafl diese Annahme auf einen Widerspruch fithrt.
Es wire dann fiir hinreichend nahe bei X liegendes z

U(z) — u(z) = [ [My — (¢, w]dt.

. X
Fiir z << X wiirde dann, da der Integrand nicht negativ ist, folgen

U(2) < ula),

was unserer Annahme widerspricht, daBl w(z) fiir # = X erstmals wieder
U(z) erreichen soll. Ist entgegen der eben gemachten Voraussetzung im.
Intervall 7, < @ < =; stets f[z, u(2)] = Mo,
so ist dort U(x) = #(x), und man kann
dann dieselben Schliisse anwenden, indem
man jetzt vom Punkt (2,,y;) ausgeht.
Damit ist gezeigt, daB U(z) = u () ist.

In entsprechender Weise kann man
einen Streckenzug konstruieren, der eine

Unterfunktion darstellt. Man hat dabel in
jedem Bereich B; jeweils M, durch m; zu

ersetzen, wo m; der kleinste Wert ist, den 0 /A, z
{(z, y) in B; annimmt, ! % X
Bei der eben beschriebenen Konstruk-
Fig. 4.

tion. haben wir der Einfachheit halber an-

genommen, daB die Bereiche B, rechteckig

und- alle von gleicher GréBe sind. Die

Konstruktion 148t sich aber auch durch-

fithren, wenn man an Stelle der rechteckigen Bereiche geeignete konvexe
nimmt, die von verschiedener Gestalt und Grofle sein konnen.

Besonders einfach gestaltet sich die Konstruktion eines solchen Strecken-
zuges, wenn man in der Umgebung von (%, %), in welcher f(z, y) stetig ist,
ein Tsoklinenfeld, d. h. die Schar der Kurven f(z, y) = konst. zeichnen kann.

Will man beispielsweise eine Ober- und eine Unterfunktion der durch den
Anfangspunkt gehenden Lésung von y =17 = |V22 + y2| bestimmen, so
hat man als Isoklinen Kreise mit dem Anfangspunkt als Mittelpunkst (Fig. 4.)
Zeichnet man die Kreise Ky, K,, ... mit den Radien 7 =1, 2, ..., 50 hat



336 W. Quade.

.

man bei der Konstruktion der Oberfunktion im Innern von K, eine Gerade
durch den Anfangspunkt mit der Steigung 1 zu zeichnen, anschlieBend
zwischen K und K, eine Gerade mit der Steigung 2 usw. ; bei der Konstruktion
der Unterfunktion in K, eine Gerade durch den Anfangspunkt mit der
Steigung 0, anschlieBend zwischen K; und K, eine Gerade mit der Stei-
gung 1 usw. Man erhilt so zwei stetige Streckenziige, von denen der eine
Ober-, der andere eine Unterfunktion von ¢’ = r darstellt.

3. Eine weitere Konstruktion schlieBt sich an die Konvergenzunter-
suchungen des §1 an. Die dort eingefithrten Funktionen

V() =u+ Y, v@)=94—Y
stellen némlich eine Ober- und eine Unterfunktion von ¢’ = f(z, y) dar. Um
dies zu bestétigen, stellen wir das Vorzeichen des Fehlers fest. Er ist bei V (z)
V=@, V) =uy+ ¥ — f(2, 4 + Y).
Nach-(2) ist Y’ == |ho| + LY, und damit schreibt sich der Fehler

ILO‘*“ ih(}! +LY +f(x’u0) “f(“f"“o*i" Y)-

Solange V in B bleibt, folgt daraus auf Grund der Lipschitz-Bedingung, dafl
der Fehler = kg + |ho| ist und somit niemals negativ sein kann. Aus den
Darlegungen des §1 folgt unmittelbar, daf V fiir # > 2, die Losung y nicht
unterschreiten kann und somit Oberfunktion von %' = f(=, y) ist13).

In entsprechender Weise zeigt man, daB v eine Unterfunktion dieser
Gleichung ist.

Setzt man beispielsweise (%) = ¥o, 50 hat man in

z

V= yo+ | 0| y0)| dt,

Zo

x
0 =go— [ f(t, yo)| dt,
zo

eine Ober- und eine Unterfunktion von 4 = f(z, y).

§ 4.
Konstruktion einer verbesserten Ober-(Unter-)funktion
aus einer Ober-(Unter-)funktion.

‘Wir haben eben einige Verfahren beschrieben, welche bei der Differential-
gleichung ¢ = f(%, y) die Konstruktion von Ober- und Unterfunktionen

13} Pas in Satz 2 gegebene Kriterium reicht nicht aus, wm dies zu entscheiden,
da die rechte Seite der Differentialgleichung, der ¥ geniigt, bei stetigem f («, y) nur
beschrinkt und integrierbar, also im allgemeinen nicht stetig ist.
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leisten. Damit hat man einen ersten groben Anhalt iiber den Verlauf der
Losung, denn Ober- und Unterfunktion stellen zwei Schranken dar, auflerhalb
welcher keine Losung von ' = f(2, y) verlauft. Wir zeigen nun, wie man diese
Schranken verbessern kann, d.h. aus einer Ober-(Unter-)funktion eine
Ober-(Unter-)funktion gewinnen kann, welche die Losung besser annihert
als diejenige, von welcher man ausgegangen ist. Das im folgenden beschriebene
Verfahren zur Konstruktion verbesserter Ober-(Unter-)funktionen bildet
die Grundlage einer Methode zur Gewinnung von Folgen von Ober-(Unter-)
funktionen, die gegen die Ldsung konvergieren. Kennzeichnend fiir dieses
Verfahren ist, daB es die zur Fihrung des Picarpschen Existenzbeweises
notwendige Lipschitz-Bedingung in stirkerem Mafle ausnutzt, als dies beim
Picarpschen Verfahren der schrittweisen Niherungen geschieht.

Wir beweisen zunichst einen Satz, der zeigt, wie man aus einer Ober-
(Unter-)funktion eine verbesserte Ober-(Unter-)funktion gewinnen kann.

Satz 3. Istu(z) eine durch den Pumkt (2o, o) gehende, in einem Intervall 1
erklirte, geeignete Ausgangsfunktion, und ist der mit u(x) gebildete Fehler

h(z) = u'(z) — f[2, u(2)]

der Differentialgleichung y' = f(w, y) dort nicht negativ (positiv), dann gibt
es ein Intervall K, in welchem w(z) Ober-{ Unter-) funktion von y' = f(z, y)
sst, und die mit dem Fehler h(x) konstruterte Funktion

vV=u —-J- e LEDh(e)dt

eme verbesserte Ober-(Unter-) fumktion von y' = f(x, y) darstelli. Der rechte
Endpunkt von K ist gleich der Abszisse des Punkies, in welchem die Kurve von v
erstmals den Rand von B trifft.

Beweis. Ist 4(z) eine im Sinne der Vereinbarungen des § 1 geeignete
Ausgangsfunktion, deren Fehler sein Vorzeichen nicht wechselt, und sieht
man eine solche Funktion als Niherungslosung von (A) an und setzt dem-
entsprechend y = % - z, so geniigt z der Differentialgleichung
3) 7 = f(z, u+2) — {2, u) — h(2).

Damit ist die Bestimmung der Losiing y von (A) auf die der fiir z = w, ver-
schwindenden Lésung z von (3) zuriickgefiibrt. '

An Stelle der Gleichung (3) betrachten wir die bei Einfithrung der Lip-
schitz-Bedingung aus (3) hervorgehende lineare Gleichung
) 7' = —LZ—h.

Thre an der Stelle 2 = x, verschwindende Losung ist

Z = —[ete-dn()de.
To .

Math ische Zeitsehrift 48. 22
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Ist & = 0, dann ist fir © = 2, immer Z < 0, und die Funktion
®) v=u+Z=u— [t Oh()dt
2o

fibertrifft daher in einem Intervall K die Funktion « nicht. Existiert ¢ im
Tntervall 7, dann ist der rechte Endpunkt von K gleich o + a. Im anderen
TFall trifft die Kurve von » den Rand von B erstmals in einem Punkte, dessen
Abszisse Kleiner als 2, + @ ist. Diese Abszisse ist dann der rechte Endpunkt
von K (Fig.5). Der mit v gebildete Fehler von (A) ist aber

f(x,u)——f(m,v)—}—L(u—v)

und somit in K stetig und niemals negativ. Da die Funktion v demnach der
Differentialgleichung
o = — Lo+ f(z, u) + Lu

geniigt, deren rechte Seite stetig ist und eine Lipschitz-Konstante besitzt,
stellt » nach Satz 2 eine Oberfunktion von (A) dar. Da v auBerdem, wie wir

8 8
u(z) w(z)
viz)
) v(z] _
To Tgta / IH L /Z',,fo' Toed I=4
Fig. 5.

eben gesehen haben, die Funktion  nicht iiberschreitet, ist gleichzeitig
bewiesen, daB u ebenfalls eine Oberfunktion von (A) ist. Formel (5) setzt uns

somit instand, aus einer gegebenen Oberfunktion eine verbesserte zu kon-
struieren. °

Ist entgegen der eben gemachten Annahme kb < 0, dann ist Z = 0 und
die Funktion v stellt in einem Intervall K eine Unterfunktion von (A) dar,
welche dort die Funktion  nicht unterschreitet. Daraus folgt, da8 u ebenfalls
eine Unterfunktion von (A) ist. Formel (5) leistet somit in diesem Fall die
Konstruktion einer verbesserten Unterfunktion.

Der eben bewiesene Satz lehrt insbesondere, daB eine geeignete Ausgangs-
funktion u(z) mit einem Fehler & = 0 (kb =< 0) unter den iiber f(z, y) ge-
machten Voraussetzungen immer eine Ober- (Unter-)funktion von y' = f(, 9)
ist. Da der Fehler % nach Voraussetzung nur beschrankt und integrierbar ist
und der Hilfssatz und Satz 2 infolgedessen nicht zu entscheiden gestatten, ob
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#(x) eine Ober-(Unter-)funktion ist, mufl diese Eigenschaft von w(x) hier
nachgewiesen werden.

‘Wir betrachten nochmals die Gleichung (3). Aufler durch (4) kann man
auch durch die folgende Gleichung (6) zum Ausdruck bringen, da8 f(z, y)
einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

(6) Z =LZ—h.

Thre an der Stelle z = x, verschwindende Losung ist

Z = — [0 dt.

o

Ist der mit u(z) gebildete Fehler 2 = 0, dann ist Z < 0; die Funktion

z
) : v=ut+Z=u—|E0ht)de

EN)
stellt dann aber nach Satz 2 in einem Intervall K eine Unterfunktion von (4)
dar, denn der mit v gebildete Fehler ist

f(fli, 'u’) - .f(xa 'U) —'L(u -—-'U),

also stetig und niemals positiv. Ist dagegen % =< 0, dann stellt die nach (7)
gebildete Funktion v eine Oberfunktion von (A) dar, welche die Losung dieser
Gleichung nicht unterschreitet. Damit ist der folgende Satz, ein Gegenstiick
zu Satz 3, bewiesen.

Satz 4. Ist u(z) eine Ausqangsfunkiion mit den in Satz 3 geforderten
Eigenschaften, dann gibt es ein Intervall K, wn welchem die mit dem Fehler h(x)
konstruierte Funkiion

=y — je"‘""‘)k(t) dt
To

eime Unter- (Ober-) funktion von y' = f(x, y) darstellt. Der rechte Endpunkt
von K ist gleich der Abszisse des Punktes, in welchem die Kurve von v erstmals
den Rand von B trifft.

Der erste der beiden eben bewiesenen Sitze zeigt, wie man aus einer
gegebenen Ober-(Unter-)funktion eine verbesserte Ober-(Unter-)funktion
gewinnen kann, der zweite, wie man aus einer gegebenen Ober- (Unter-)funktion
eine Unter-(Ober-)funktion konstruieren kann. Die in diesen beiden Satzen
geschilderte Erzeugungsweise von Ober- und Unterfunktionen bildet die
Grundlage der im folgenden beschriebenen Verfahren der schrittweisen
Néherungen.

227
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Mit Hilfe der im letzten Satz beschriebenen Konstruktion ist man in der
Lage, die durch den Punkt (z,, o) gehende Losung y von (4) in Schranken
einzuschliefien. Ist beispielsweise v () eine in I existierende, geeignete Unter-
funktion von ¢ = f(«, y), und & der mit ihr gebildete Fehler, dann gilt in K

u<ysu ——fe“"“”k(t)dt.

T

Der Unterschied zwischen Ober- und Unterfunktion ist
— [eteon() de.
Zo

Man sieht, wie die Schranken, in welche die Losung eingeschlossen ist, um so
niher beieinander liegen, je kleiner der Betrag des Fehlers ist.

Bemerkung, Wir kommen hier nochmals auf den in §1 gegebenen
Konvergenzbeweis fiir das Picarpsche Verfahren zuriick. Nimmt man dort
als Ausgangsfunktion eine geeignete Ober-(Unter-)funktion, dann erhilt
man als Majorante gerade die im letzten Satz konstruierte Unter- (Obex-)funk-
tion. In der Tat, ist die Ausgangsfunktion 4, (xz) eine Unterfunktion, dann ist
by = 0, und aus |y — up| < Y folgt

y — U é — j‘eL (x—t)ko(t) dtq
Die’ Funktion “

o+ Y =g — [ " O ho(t) dt

To
ist aber genau die Oberfunktion, welche nach Satz 4 aus der Unterfunktion
uo(z) folgt.

Geht man beim Prcarpschen Verfahren von einer Ober- oder Unter-
funktion aus, dann besitzt die nach diesem Verfahren konstruierte niichste
Néherung im allgemeinen nicht mehr die Eigenschaft, Ober- oder Unter-
funktion zu sein. Das erkennt man schon an dem folgenden Beispiel:

Nimmt man bei der Bestimmung der fiir # = 0 verschwindenden Losung
der Differentialgleichung ¢ = sin y die aus %’ = 1 folgende Oberfunktion
o (%) = x als Ausgangsfunktion, so erhdlt man nach Picarp als nichste
Nazherung

x x

“y =_fsintdt =1—cosz.
b

4, ist aber weder Ober- noch Unterfunktion, denn der mit ihr gebildete
Fehler ist
by = sin ¢ — sin (1 — cos z),
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und dieser ist, da A ( 323) > 0 und %; (%) < 0, im Intervall 0 < # < 7 nicht

von einerlei Vorzeichen.

Daf} das Picarpsche Verfahren bei geeigneten Monotonievoraussetzungen
iiber f(z, y) eine Folge von Ober- oder Unterfunktionen liefert, ist bekannt;
wir werden weiter unten in § 9 darauf zu sprechen kommen.

§ 5.
Anniitherung der Losung durch eine Folge von Oberfunktionen.

Die mit der oben beschriebenen Konstruktion gegebene Moglichkeit, aus
einer Oberfunktion eine verbesserte zu gewinnen, legt den Gedanken nahe,
durch fortgesetzte Verbesserung aus einer Oberfunktion eine Folge von Ober-
funktionen zu erzeugen, und so die Lésung durch eine Folge solcher Funk-
tionen anzunihern. Von einer solchen Folge hat man dann zu zeigen, daB sie
gegen die Losung der Differentialgleichung konvergiert. Damit hat man
ein neues Verfahren der schrittweisen Niherungen, das gegeniiber dem
Prcarpschen den Vorteil hat, daB der Unterschied zwischen Niherungs-
funktion und Losung stets von einerlei Vorzeichen ist. AuBerdem zeigt sich
bei diesem Verfahren, daB es in einem weit gréBeren Intervall konvergiert als
das Prcarpsche.

In einem konvexen Bereich B erfiille f(z, y) die in Satz 3 formulierten
Voraussetzungen, und es sei #y(z) eine Oberfunktion von y = f(z, y) mit
den dort geforderten Eigenschaften. Aus wy(x) konstruieren wir eine Folge
von Oberfunktionen.

Da #, Oberfunktion ist, ist der Fehler

ho(z) = ug(x) — [z, %o(2)]

in I niemals negativ. Nach Satz 3 gewinnt man aus 4, die verbesserte Ober-
funktion .

uy (Z) = uy — '(e"‘("‘) ho(t) dt.
7o

Sofern es ein Intervall gibt, in welchem diese existiert, folgt aus dem mit ihr
gebildeten Fehler

kl = u;_ - f(xy ul)

eine weitere wiederum verbesserte Oberfunktion ..

x
Uy = Uy — je““"“" ki (t) dt.
*o
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Indem man in dieser Weise unbegrenzt fortfahrt, erhilt man eine unendliche

Folge von Oberfunktionen %, %;, %s, .... Allgemein hat man
x
® Uy =ty — [EFEOh_ () @ =12..),
Zo
(9) hﬂ = ‘M’: - f(x: un) (n = 0, 1, . .).

Alle u, nehmen nach Konstruktion an der Stelle z, den Wert y, an.

Nehmen wir zundchst einmal an, daB es ein Intervall K gibt, in welchem
alle u, existieren, dann haben wir zu zeigen, daf lim u, existiert und die

N >0

durch den Punkt (%, 9,) gehende Losung von (A) darstellt. Um die Existenz
dieses Grenzwertes nachzuweisen, beweisen wir die gleichmifige Konvergenz
der Reihe

10) Y = g + (U — %) + (U — %1) + - - -

Indem man die in Klammern gesetzten Differenzen mit Hilfe von (8) ausdriickt
und in (10) einsetzt, erhilt man

x
(11) y = thg— [ (g + by + by + - - ) dt.
Zo
Daraus folgt, da8 die Reihe (10) gleichmifig konvergent ist, wenn die

Reihe Y h, es ist.

n=0

Durch Differentiieren von (8) bekommt man
x
W, =ty —hy_y+ L0k, () dt,
zo
und daraus unter Beriicksichtigung von (9)
z
Uy, = f(@, upa) + L LD,y dt.
0
Damit wird der durch (9) definierte Fehler A,
(12) by = (2, 1) — f(@ ) + L [ =Gk, d1.
o
Auf Grund der Lipsehitz-Bedingung und vermoge (8) folgt daraus

13) by <2L[e @O,  dt =12..)
x9
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Nunmehr erkliren wir eine Funktionenfolge H, (x) durch

. x
(14) H,=2L|ete"H, \di (m=12..)
*o
wobeil Hy(z) = ho(x) ist. Dann ist )E‘o H, ='8 eine Majorante der Reihe
o n=0 .
2 hy.
n=0

Diese Majorante 1iBt sich in geschlossener Form darstellen. Um dies
zu zeigen, leiten wir (14) nach # ab und erhalten so

H,=2LH, ,—LH,.

Bei Benutzung des symbolischen Differentialoperators schreibt -sich die
letzte Gleichung

(15) (D+LyH,=2LH, 4 n=12,....

Aus diesem Gleichungssystem folgt, wie man durch vollstindige Induktion
bestiitigt,

(16) (D + Ly H, = 2Ly H, n=12...).

Eine partikulire Losung dieser linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten ist14)

x

1 W E=0" ey
( 7) (2L) Tn—:—l')T € H()(t) di (n = 1, 2, .o .).

o
Bleibt zu zeigen, daB diese partikulire Losung dieselben Anfangsbedingungen
erfiillt wie H,(2). Da die Funktionen H,, H,, ... alle an der Stelle x, ver-
schwinden, schlieBt man aus dem Gleichungssystem (15), daB H,, diejenige
Losung von- (16) ist, die an der Stelle z, mitsamt ihren # — 1 ersten Ab-
leitungen verschwindet. Das sind aber dieselben Anfangsbedingungen, denen
die partikulire Lésung (17) geniigt. Somit ist
x

H,,=2Lj‘

Zo

2 L(z—t)P* ¢
[-—(—jf—_%%-ﬂw—»ho(t)dt (n=12..).
Tst y die obere Grenze von hy(z) im Intervall I, dann zeigt eine leichte Ab-
schitzung, da8

@ La)®
Hn é .uO nl .

14) Vgl. z. B. C. DE LA VALLEE-POUSSIN, Cours d’Analyse Infinitésimale, Bd. II,
6. Aufl., Louvain 1928, S.211; E.KaMkE, Differentialgleichungen reeller Funk-
tionen, Leipzig 1930, 8. 257.
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Damit ist die absolute und gleichmifiige Konvergenz der Reihe Z' H, und
zugleich die der Reihe Z h,, bewiesen.

Die Summe der Ma.;orante ist
S= ¥ H,=hy+2L j'e—L<ac~f>[1~§—?~I—‘—(—I’f,:-Q +.. Jhe@as,
n=0 !
Zo

oder

(18) 8 = ko + 2L [ X =0 ho(t)dt.
Zo

Um den vorstehenden Konvergenzbeweis durchfithren zu konnen, hatten
wir angenommen, dafl es ein Intervall K gibt, in welchem alle u, existieren.
Ob dies der Fall ist, kann man in folgender Weise entscheiden. Zuniichst
ergibt sich aus (11), da die Funktion

Uy = Ug — f el E=08( dt

die Losung y nicht iibertreffen kann. Auf Grund der gleichmifBigen Kon-
vergenz der Reihe Z Hn folgt durch Summierung der Gleichungen (14)

(19) 8 =hy+2L j L @0 8 () dt.
Vergleichen von (18) und (19) zeigt, daB
[ere280)dt = [ e @D hy(t) di.
zg Zo

Damit erhilt man

x
(20) vo = thg — | € = ho(t) dt.

Zg
Das ist aber gerade die Unterfunktion, welche nach der in Satz 4 beschriebenen
Konstruktion aus der Oberfunktion u, hervorkommt.

Nimmt man nun fiir K das in Satz 4 angegebene Intervall, so existieren
in diesem alle Oberfunktionen u,. Allgemeiner kann man an Stelle der durch
(20) erklirten Unterfunktion v, irgendeine in einem Intervall I': z, < 2
< %, + o erklarte Unterfunktion » nehmen, wobei z, + a’ die Abszisse des
Punktes ist, in welchem die Kurve von ¢ erstmals den Rand von B trifft.
Dann ist K das kleinere der beiden Intervalle 7 und I’. Da in ihm alle 4,
existieren, ist es das Konvergenzintervall des Verfahrens.
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Um den Beweis vollstiindig zu machen, haben wir noch zu zeigen, da
y(z) = lim %,(z) Losung von ¥y ='f(w,y) ist. Hierzu setzen wir den
>

Ausdruck
(21) Y~ o+ [ 11 w) — 1, 9] @t + [ by dt =1, (2).

Da die Funktionenfolge der %, mit wachsendem # in K gleichmiBig gegen ¥
und die der %, dort gleichmiBig gegen Null geht, strebt die der 7, dort, gleich-
mifig gegen Null. Aus (21) folgt unter Benutzung von (9)

Y=, + [ 1t y)dt — [, dt + 1,

o 0

oder, da u, (1) = 9, ist,
y = yo+ [ 1t y)dt + 1.
EZ)

Da die Folge der 7, mit wachsendem # gleichmiBig in K gegen Null geht,
kommt

y =1+ |1t y) s,
zo

woraus nach Differentiation folgt, da8 y Lésung von ¢’ = f(z, y) ist.

In bekannter Weise zeigt man schlieBlich noch, da8 Y = {(#, ), wenn
{(z, y) einer Lipschitz-Bedingung geniigt, eine und nur eine Lésung durch
den Punkt (o, 9,) schicken kann.

Damit ist in allen Teilen der folgende Satz bewiesen:

Satz 5. Es sei ug(x) eine durch den Punkt (24, yo) gehende, in einem Inter-
vall 1 existierende, geeignete Oberfunktion der Differentialgleichung y' = f(, y).
Konstruiert man von vy ausgehend die Folge der Oberfunktionen

Uy = Uy 1 — ,f e”L(z—t}}‘n—l(t) dt (”’ =12,.. '),
wobes B
b, =, — {2z, u,(2)] r=01...)
dann gibt es ein Intervall K, in welchem diese mit wachsendem n abunehmende
Folge gleichmifig gegen die durch (x4, yo) gehende Losung der Differential-
gleichung konvergiert. Dabei 15t der rechte Endypunkt von K gleich der Abszisse
des Punlites, in welchem die Kurve der Unterfunktion

x
Vo = Uy — feL(x—,t)}LOdt
To

oder sonst eimer durch (2o, yo) gehenden gecigneten Unterfunkiion ersimals den
Rand von B trifft.
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§ 6.
Anniiherung der Losung durch eine Folge von Unterfunktionen.

Ebenso wie wir eben die Losung von y' == f(x, ¥) aus einer Folge von
Oberfunktionen gewinnen konnten, kann man sie auch aus einer Folge von
Unterfunktionen erzeugen. Man geht hierbei von einer durch den Punkt
(%o, Yo) gehenden in einem Intervall I erklirten geeigneten Unterfunktion
%4 () aus, und konstruiert aus ihr nach Satz 3 eine verbesserte Unterfunktion «; .

Uy = Uy — fe'““‘”ko(t) dt.
Zo
Indem man aus %; wiederum eine verbesserte Unterfunktion u, erzeugt und
in dieser Weise unbegrenzt fortfihrt, erhdlt man eine unendliche Folge von
Unterfunktionen: %, %1, %s, . ... Auch hier ist die Folge der , durch die
Gleichungen (8) und (9) bestimms, nur daB jetzt die A, negativ sind. Dem-
entsprechend wird man der Einfachheit halber in (12) %, = — k, setzen
und hat, dann eine Folge positiver Funktionen k,, die nach (12) der Ungleichung

k,<2L j;e—L @0k . (t)ds m=12..)
¥,

geniigen. Mit der in § 5 eingefithrten Funktionenfolge der H, folgt als
Majorante der Reihe Zokn

n=

S = ZOH,, =ko+ 2L [ " CP ko (t) dt.
Daraus ergibt sich die gleichmiBige Konvergenz der Folge der u, in einem
Intervall K nach denselben Uberlegungen wie in § 5. Aus der letzten Formel
findet man nach (11) die Oberfunktion
z
Vo = Uy — je‘L""‘) S(t) dt,

To

die in entsprechender Weise wie in § 5 umgeformt lautet

vy = Uy — j’e““’“" ho(t) dt.
zo
Sie ist identisch mit der Oberfunktion, die nach Satz 4 aus der Unterfunktion #,
hervorkommt. Damit ist der folgende Satz bewiesen, der ein Gegenstiick
zu dem vorhergehenden darstellt.

Satz 5. Es gilt ein dem Satz 5 in allen Sticken entsprechender Satz,
den man aus dem ersteren erhilt, indem man ,,Oberfunktion’ mit ,, Unterfunkizon®
vertauscht und ,,abnehmende’‘ durch ,,zumehmende’ ersetzt.
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Beispiel 2. Es soll die durch den Anfangspunkt gehende Losung der
Riccarischen Gleichung 4 = z — 2 in dem rechteckigen Bereich

B: 0<e<V2 |y =1

durch eine Folge von Oberfunktionen angenihert werden. Wir gehen von
der aus w, = = folgenden Oberfunktion u, = % 2% aus. Sie erreicht den Wert 1

gerade fiir = V2. Da v = 0 eine Unterfunktion unserer Gleichung ist, und

Y%y und ¢ im Intervall I: 0 S 2 =< Vé existieren, konvergiert nach Satz 5
die Folge der Oberfunktionen %y, %, %s, ... in diesem Intervall gleich-
miBig gegen die durch den Anfangspunkt gehende Losung der Riccarischen

Gleichung. Als verbesserte Oberfunktion u; erhdlt man mit hy = %‘—

x
4
Uy = %— 22 — 3.6‘2(”“)-4—(”.

0

Wie man sieht, ist das Konvergenzintervall hier ausgedehnter als dasjenige,
zu welchem wir oben beim Picarpschen Verfahren gelangt sind.

§7.
VergroBerung des Konvergenzintervalls,

Die bisherigen Ergebnisse iiber die Annéherung der Losung durch Folgen
von Ober- oder Unterfunktionen legen es nahe, sich von der Einschrinkung
zu befreien, die durch die bisher benutzte Voraussetzung eines konvexen oder
gar rechteckigen Bereiches in die Betrachtungen hineingetragen wird. Dabei
zeigt sich dann, daf sich bei geeignetem Bereich ein sehr ausgedehntes Kon-
vergenzintervall unseres Verfahrens angeben laft.

In der Differentialgleichung % = f(z, y) sei die rechte Seite in einer
gewissen Umgebung des Punktes (#,, 1) erklart und stetig, und es existiere
in einem Intervall I: zy < 2 < %y + @ (¢ > 0) eine durch den Punkt (%, yo)
gehende mit beschrinkter- integrierbarer Ableitung versehene Ober- und eine
solche Unterfunktion von (A). Die Oberfunktion y = Uy(x) werde dar-
gestellt durch die Kurve C, die Unterfunktion y = u,(«) durch die Kurve (.
Zeichnet man dann eine Vertikale S, welche die Abszissenachse im Punkst
Ty + @ schneidet, so wird durch die Kurven € und (" und die Gerade § ein
Bereich begrenzt. Bereiche solcher oder Zhnlicher Art seien im folgenden
mit B bezeichnet.

Ist in einem solchen Bereich B die Funktion f(z, y) stetig und besitzt
sie dort eine Lipschitz-Konstante L, dann kann man entweder von der Obez-
funktion U, ausgehend eine Folge von Oberfunktionen U, konstruieren, oder
von der Unterfunktion w, ausgehend eine Folge von Unterfunktionen u,.



348 W. Quade.

Jede dieser Folgen konvergiert nach Satz 5 oder 5’ im Intervall I gleichméfig
gegen die durch (%, yo) gehende Losung von y' = f(z, y). Daher gilt:

Satz 6. Besitzt die Differentialgleichung y' = f(x, y) eine wn einem
Intervall I: 2y < x < 2y + @ (¢ > 0) existierende, geeignete Ober- und eine
solche Unterfunktion, die beide durch (x4, 1o) gehen, und erfillt f(z, y) in dem
durch die Vertikale x = xy + a und die Kurven der Ober- und der Unter-
fumktion begremzien Bereich B die geforderten Voraussetzungen, dann existiert
die Lésung der Differentialgleichung im Intervall I, und die in den Sitzen 5°
und 5 beschriebenen Folgen von Ober- und Unterfunktionen konvergieren in I
glesckmipig gegen die dwrch (o, Yo) gehende Losung der Differentialgleichung.

Ein wichtiger Sonderfall des eben ausgesprochenen Satzes ist der, daf
sich das Intervall I ins Unendliche erstreckt. Wenn sich némlich eine Ober-
und eine Unterfunktion angeben lassen, die beide fiir endliches # > 2, endlich
bleiben, und f(z, y) in dem durch die Kurven der Ober- und der Unterfunktion
sowie die mit endlichem positivem ¢ konstruierte Vertikale S begrenzten
Bereich B die Voraussetzungen des Satzes 6 erfiillt, dann konvergiert unser
Verfahren fiir alle endlichen # > z, gegen die fiir alle endlichen z > z,
endliche Losung.

Beispiel 3. Bei der Riccarischen Differentialgleichung y' = z — %2
ist, wenn man die durch den Anfangspunkt gehende Losung aufsucht, 4y = 0
eine Unterfunktion und U, = } 22 eine Oberfunktion. Zieht man die Vertikale
# = a (¢ > 0), dann ist in dem damit abgegrenzten Bereich B die Lipschitz-

Konstante L gleich dem Maximalbetrag von g-’; = —2y. Da yinBden

Maximalbetrag 3 a2 besitzt, kann man L = a2 setzen. Somit bleibt L endlich
fiir jeden endlichen Wert von ¢ und unser Verfahren konvergiert in diesem
Fall fiir alle endlichen positiven z und liefert die fiir diese existierende Losung
der Riccarischen Gleichung?s),

Im allgemeinen wird man bei einer Differentialgleichung nur ein Kon-
vergenzintervall von endlicher Linge zu erwarten haben. Die Linge dieses
Intervalls wird von den Eigenschaften von f(z, y) abhingen, sei es, daBl wie
bei 4 = 1+ 42, also bei regulirem f(x,y), die Losung in einem Punkte
singulér wird, oder da die Lésung durch einen im Endlichen gelegenen Punkt
geht, in welchem f(z, y) nicht mehr regulir ist. Aus der Fiille der Moglich-
keiten, die sich hier darbieten, sollen im folgenden einige typische Beispiele
gebracht werden, an denen sich die Leistungsfihigkeit des neuen Verfahrens
erweisen wird.

1. Die Differentialgleichung y' = f(#, y) besitze eine durch den Punkt
(%o, 9o) gehende in einem rechts offenen Intervall I erklirte mit endlicher

18) Vgl. hierzu auch O.PERRON, Math. Annalen 76 (1915), S. 480.
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integrierbarer Ableitung versehene Unterfunktion 4,(z), die fiir ¢ — 2, + a
gegen + oo geht. In dem durch die Halbgerade 2 = #, ¥ = Yo und die
Kurve der Unterfunktion u,(z) begrenzten Gebiet G sei f(z, y) stetig und
besitze daselbst fiir endliches y eine endliche Lipschitz-Konstante. Dann kann
man einen in I hinreichend nahe bei z, + @ gelegenen Punkt mit der Abszisse a,
angeben (Fig.6), so daB b = up(a0) — %o einen beliebig grofien positiven
Wert annimmt. In dem in & gelegenen Bereich B, der durch die Gerade
¥ = Yo + b aus G ausgeschnitten wird, 148t sich jetzt eine Folge von Unter-
funktionen

z
Uy = Uy 1 — 5e"L @-vp, _dt n=12..)
Zo

konstruieren. Dabei existiert nach Konstruktion die Unterfunktion u, in
einem Intervall I,: ¢, = * < a,, wo a, diejenige Abszisse ist, in welcher u,
erstmals den Wert yo + b erreicht. Da
@p.1 = a, und die Folge der a, be-
schrankt ist, existiert Ii_r;n a, = Ty +a’, G

wobei 0 <o =a i ist, denn der “ol®)
Schnittpunkt der mit M = f(z, y) ge-
bildeten Oberfunktion yo -+ (¢ — %) M
mit der Geraden y = yo - b besitzt die Y5 Sy

Abszisse zp + ﬂ% < 2+ 0. In dem /

damit erklirten Intervall existieren
alle u,, und es konvergiert daher die Rl PR W7
Folge der u, in diesem Intervall Fig. 6.
gleichmifig gegen die Lésung von

y =f(z,y.) Diese nimmt an der Stelle z = @, + o' den Wert y, + b an.

Da sich aber a, beliebig nahe bei z, + ¢ wihlen und dadurch b ein be-
liebig groBer positiver Wert erteilen lat, konvergiert das Verfahren in einem
Tntervall K: zy < < %, + 8, wobei %, + 6 = %o+ @ diejenige Abszisse
ist, fiir welche die Losung gegen -+ oo geht.

Besitzt die Differentialgleichung eine Oberfunktion Uy(z), die fiir
€ —> %4 + a gegen — oo geht, dann kann map in entsprechender Weise eine
Folge von Oberfunktionen konstruieren, die gleichmaBig gegen die Losung
konvergiert. In beiden Fillen reicht das Konvergenzintervall bis zur Abszisse
desjenigen, Punktes, in welchem die Lisung singuldr wird.

(agt+l)

Y=o

2. Die Differentialgleichung sei von der Form g’ = W%?) , wo @(z,y)

i

in der Umgebung von (Z, %) stetig ist, und ¢ (%o, 9o) == O ist. Geht die
durch (2o, 9o) gehende Liosung dieser Gleichung' durch einen Punkt, in welchem
9 (2, y) verschwindet, dann zeigt die Ableitung der Losung in diesem Punkt
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ein simgulires Verhalten. Fir gewﬁhnli;zh studiert man die Losung in der
Umgebung eines solchen Punktes, indem man die Gleichung durch Ver-

tauschen der Verinderlichen auf die Fo = ¢ (%, y) bringt. Wir wollen

hier aber zeigen, wie sich die Losung im neuen Verfahren bis zur singuliren
Stelle hin konstruieren 148t, wenn man bei der urspriinglichen Form der
Gleichung bleibt. Es handelt sich dabei wieder darum, einen moglichst aus-
gedehnten Bereich B zu bestimmen, in welchem die rechte Seite der Diffe-
rentialgleichung stetig ist und eine Lipschitz-Konstante besitzt. Wie man
dabei vorgeht, soll der Einfachheit halber an Hand zweler Beispiele erliutert
werden.

Beispiel 4. Es sei ¢ = 1 — xy, und es soll die durch den Anfangs-

punkt gehende Losung von ' = % durch schrittweise Naherungen ermittelt

werdenls). ¢ verschwindet auf einer

¥ Kurve O, der gleichseitigen Hyperbel
zy =1 (Fig. 7). AuBer C bendtigen
(1 wir eme Kurve ¢, die durch ¢ = ¢
gegeben ist, wobei ¢ eine hinreichend
) Qg ) kleine positive Zahl ist. C’ ist ebenfalls
P

eine gleichseitige Hyperbel. Eine Unter-
> £ funktion von ¢ = %’ ist ¥y (2) = 2,
o(z) & ihre Kurve schneidet ¢’ im Punkte Q.
Eine Oberfunktion ergibt sich aus der
exakten Differentialgleichung

. 1+
Fig. 7. y = 1——2a:y‘

Die durch den Anfangspunkt gehende Losung dieser Gleichung ist durch
. 2 Uo
=3rUR

gegeben, Diese Oberfunktion schneidet die Kurve € im Punkte (v% V2).

In dem durch ¢’ sowie die Kurven der Ober- und der Unterfunktion

begrenzten Bereich B ist —1— stetig und besitzt dort eine Lipschitz-Konstante;
X
a—zy)p?
werden. Nunmehr kann man nach Satz 3 aus u, eine verbesserte Unter-
funktion konstruieren, ihre Kurve schneide €' in Q,. Aus u; eine weitere

esisﬁ%___z;undwegen aay(l\) undx<1kaml)v~—~gesetzt

o . . ! Ly
16) Die Gleichung ist elementar integrierbar, ihre Losung ist z = | &® di..

0
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Unterfunktion #,, usw. Auf diese Weise erhiilt man eine Folge von Unter-
funktionen, von der man an Hand ahnlicher Uberlegungen wie bei dem vorigen
Beispiel zeigt, daf sie in.einem Intervall K gleichmiBig gegen die Losung
konvergiert. Die Losungskurve trifft ¢’ in einem Punkte @, dessen Abszisse
den rechten Endpunkt des Intervalls K liefert. Da sich ¢ beliebig klein
wahlen 148t, kann man die Losung bis zu dem Punkt hin bestimmen, in
welchem sie die Kurve C trifft, also bis za dem Punkt, in welchem ihre
Ableitung unendlich wird.

x

Beispiel 5. Die durch den Punkt (0, 1) gehende Losung von ' = — 7

ist y = fVl — 22|. Um sie zu konstruieren, stellt man zunichst fest, daB die
rechte Seite der Gleichung auf der z-Achse nicht erklirt ist. Oberhalb der
Geraden y = ¢, wo ¢ eine hinreichend kleine positive Zahl ist, ist die rechte
Seite stetig und besitzt dort eine Lipschitz-Konstante. Eine durch (0, 1)
gehende Oberfunktion ist Uy = 1 — % 22. Das durch die Punkte (0, 0), (0, 1)
begrenzte Stiick der y-Achse kénnen wir als ausgeartete Unterfunktion
ansehen. In dem durch die Kurven der
Ober- und der Unterfunktion sowie die Ge- ¢
rade y = ¢ begrenzten Bereich 8B ist dann .
die rechte Seite stetig und besitzt dort eine
Lipschitz-Konstante (Fig.8). Nunmehr kann Wbiz)
man von der Oberfunktion U, ausgehend 8 Yz

eine Folge von Oberfunktionen konstruieren,
wobei die Abszissen der rechten Endpunkte G N

der Intervalle, in denen die Oberfunktionen s Nz
existieren, bestindig abnehmen. Es gibt Fig. 8.

dann wieder ein Intervall K, in welchem

alle Oberfunktionen existieren und ihre Folge gleichmaBig gegen die Losung

von y = — % konvergiert. Da sich ¢ beliebig klein wihlen 1a8t, kann man

die Losung bis zu dem Punkt hin konstruieren, in welchem die Losungskurve
die z-Achse schneidet, d.h. bis zu dem Punkt, in welchem ihre Ableitung
unendlich wird.

3. Wir untersuchen weiter das Konvergenzintervall des Verfahrens an

dem Beispiel einer Differentialgleichung vom Typus y = %% Y, wo P

und @ in der Umgebung von (z,, ¥o) stetig sind, und Q(x, yo) == O ist; es
soll also (2, %) nicht mit dem singuliren Punkt der Gleichung zusammen-
fallen; d. h. dem Punkt, in welchem P und @ gleichzeitig verschwinden. Geht
die durch (%, ;) gehende Losung nicht durch den nichstgelegenen singuldren
Punkt der Differentialgleichung, dann kann man unter den iiblichen Voraus-
setzungen die Losung in einem Intervall konstruieren, dessen rechter Endpunkt
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eine gr6fere Abszisse als die des singuliren Punktes besitzen kann (vgl. das
eben behandelte Beispiel). Bleibt der Fall zu untersuchen, daf die durch
{0, Yo) gehende Losung in den singuliiren Punkt einmiidet. Wir untersuchen
diesen Fall an Hand des folgenden Beispiels.

Beispiel 6. Wir zeigen an dem Beispiel der Differentialgleichung

¥ = ;{—’?j, wie man einen Bereich B bestimmen kann, in welchem sich die

Losung durch schrittweise Naherungen bis zum singuldren Punkt hin ge-
winnen 148t. Die durch (— 3,1) gehende Losung dieser Gleichung ist durch
1 — x = (y + 1)2 gegeben. Die Losungskurve ist eine Parabel, deren Scheitel
im Punkt (1, —1) liegt, und die durch den singuliren Punkt geht, der hier
in den Anfangspunkt fallt (Fig. 9). Der Nenner der rechten Seite verschwindet
in den auf der Parabel z = y2 gelegenen Punkten, der Zihler in den auf der
2-Achse gelegenen. Eine durch (—3, 1) gehende Oberfunktion ist U, = 1,

eine Unterfunktion ist die

-39 Yo(=) y? e Gerade uy = — 3 (1 + ).
. e Diese berithrt die Parabel

z-y 2z = y? im Punks (1, — 1).

Mit Hilfe der Parabel

r— Y2 = — ¢ WO ¢ eine

hinreichend kleine positive
Zah] ist, grenzen wir nun
einen Bereich B ab; er wird
Fig. 9. auBler durch die eben er-
wihnte Parabel durch die
Kurven der Ober- und der Unterfunktion begrenzt. In B ist die rechte
Seite unserer Differentialgleichung stetig und besitzt dort eine Lipschitz-
Konstante. Von der Oberfunktion U, ausgehend liBt sich jetzt eine Fo'ge
von. Oberfunktionen konstruieren. Dabei nehmen die Intervalle, in denen
die aufeinanderfolgenden Glieder der Folge existieren, in ihrer Linge ab,
und es gibt wieder ein Intervall K, in welchem die Folge der U, gleichmiBig
gegen die Losung geht. Da ¢ beliebig klein gewihlt werden kann, 158t sich
auch hier die Losung bis zum singuliren Punkt hin konstruieren.

§ 8.
Einschachtelung der Lisung.
Es sei B ein Bereich; der durch die Kurven einer Ober- und einer Unter-
funktion sowie eine Vertikale im positiven Abstand ¢ vom Punkte (2o, %),

durch welchen die Kurven der beiden Funktionen hindurchgehen, begrenzt
wird. In diesem Bereich sei f(z, y) stetig und besitze dort eine Lipschitz-
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Konstante. Konstruiert man von einer geeigneten Oberfunktion ausgehend
eine Folge von Oberfunktionen, so weil man, dafl diese unter den Voraus-
setzungen des Satzes 6 gegen die Losung konvergiert. Das gleiche gilt, wenn
man von einer Unterfunktion ausgehend eine Folge von Unterfunktionen
konstruiert. Beide Folgen gehen, da y' = f(z, y) zufolge der Lipschitz-Bedingung
eine und nur eine Losung besitzen kann, gegen die Losung, die Folge der
Oberfunktionen von oben her, die der Unterfunktionen von unten her. Man
erhilt auf diese Weise eine Doppelfolge von Funktionen, durch welche die
Losung eingeschachtelt wird. Ist Uy, Uy, Us, . . . die Folge der Oberfunktionen,
und %, Y%, Y, ... die der Unterfunktionen, dann gilt gleichméBig in I
im (U, —u,) = 0.
n—>

Das eben geschilderte Einschachtelungsverfahren machte die Bestimmung
zweier getrennter Funktionenfolgen erforderlich, von denen die eine aus einer
Ober-, die andere aus einer Unterfunktion gewonnen wurde. Im folgenden
zeigen wir, wie man aus einer Ober-(Unter-)funktion allein eine die Lsung
einschachtelnde Doppelfolge herstellen kann.

Es sei

Up=Upy— [ 20 h, _dit n=12..)

eine unter den Voraussetzungen des Satzes 6 aus einer Oberfunktion U,
konstruierte Folge von Oberfunktionen. Aus jeder dieser Oberfunktionen U,
148t sich nach Satz 4 eine Unterfunktion

z
Uy = Up_y — | @ Oh,_1ds m=12..)
£

gewinnen. Uber die so erhaltene Doppelfolge gilt der folgende Satz:

Satz 7. Ist Uy, Uy, U, ... eine unter den Voraussetzungen des Satzes 6
aus evner Oberfunkiion Uy von y' = f(x, y) konstruierte Folge von Oberfunkiionen,
so kowvergiert die aus thr nach Saiz 4 konstruierte Folge der Unierfunkiionen

Wy = Up_y — [0k, _y dt m=12..)
xg

in I gleichmdifig gegen die Losung der Differentialgleichung, vorausgesetzt, daf
die erste der Unterfunktionen u, in I existiert. Die Folge der Unterfunktionen u,
nimmt mit wacksendem n zu,

hWsUs - =ys- =0, =0, 20,
Mathematische Zeitsehrift. 48. 23
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Beweis. Nimmt man zunéchst an, daB alle %, in I existieren, so folgt
aus den beiden Gleichungen

x

. x
Un = Un—l et j‘ 6-I.‘(a:——l) h’n-1 dt, U, = Uy 3 — j@L (z-0) kn——l di (n = 1, 2, . ..)~

Ty o

Up—tt,=2[h, 1 GnLw—0dt (n=12...).

o

Da die Folge der £, in I mit wachsendem # gleichm#Big gegen Null geht, gilt
lim (Un - un) =0,
N —>

woraus man entnimmst, da die Folge der Unterfunktionen u, in I gleichmiBig
gegen die Losung konvergiert.

Bleibt noch zu zeigen, dafl alle Unterfunktionen 4, existieren, sobald u;
existiert. Hierzu weisen wir nach, dafl die %, mit wachsendem n zunehmen.
Es ist ;

x €
Uiy — thy = Uy — Up_y -+ | €400, 3 - jel @=0 p, dt,
o x5
oder, indem man die erste Differenz nach (8) durch ein Integral ersetzt,

z

Uy g — Uy = 2 jkn_l Sin L(z — t)dt — j el =0 p dt.
£

o
Setzt man die rechte Seite von (13) gleich ¢,, so folgt wegen %, < g,

5 f)?
Yy — Uy = 2_{72,,_1 Gin L(z —t) dt — j el @ g dt.
To Ty
Der Ausdruck rechterhand verschwindet aber identisch in z. Setzt men ihn
nimlich G,, so findet man nach Differentiieren und geeignetem Zusammen-
fassen

¢ =LG,.

Da G, an der Stelle © = z; verschwindet, verschwindet es auf Grund der
letzten Gleichung identisch in . Damit ist gezeigt, daB die Unterfunktionen w,
mit wachsendem n zunehmen. Existiert also w; in I — dazu ist hin-eichend,
daB die Kurve von #, fiir alle z aus 7 in B verlduft —, dann existieren
erst recht alle weiteren w,, w.z.b. w.

Bei der praktischen Durchfithrung dieser Einschachtelung wird man
nicht zu jeder Oberfunktion die entsprechende Unterfunktion bestimmen,
sondern die Folge der Oberfunktionen bis zu einem gewissen Glied U,_1
berechnen und die zu der Oberfunktion U, _; gehorige Unterfunktion u, auf-
suchen. Dann weifl man, daB die Losung 4 in I zwischen U, _; und u, verlduft.
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Wir sind eben bei der Bestimmung der Doppelfolge von einer Ober-
funktion ausgegangen, haben eine Folge von Oberfunktionen konstruiert
und zu jeder derselben eine Unterfunktion. In entsprechender Weise kann
man von einer Unterfunktion ausgehen, aus dieser eine Folge von Unter-
funktionen gewinnen und aus jeder derselben nach Satz 4 eine Oberfunktion.
Von der Folge dieser Oberfunktionen gilt ein dem Satz 7 entsprechender Satz.
Sie nimmt mit wachsendem # ab und geht in I gleichm#8ig gegen die Losung.

Neben den beiden eben geschilderten Moglichkeiten, die Losung einzu-
schachteln, gibt es noch eine dritte. Sie beruht ebenso wie die vorige auf der
in Satz 4 beschriebenen Konstruktion einer Unter-(Ober-)funktion aus einer
Ober- (Unter-)funktion. Es sei B ein konvexer Bereich, in welchem f(z, y)
stetig ist und einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Ferner sei #,() eine durch
den Punkt (7, ) gehende, in einem Intervall I existierende, geeignete
Oberfunktion von y' = f(z, y). Dann ist nach Satz 4

Uy = Uy — 5€L(z_t) }lo di
e
eine durch (%, y) gehende Unterfunktion. Mit derselben Konstruktion
folgt aus w; die Oberfunktion

z
u2 = ‘ul - fell(z—-t) 721 dt,
Zo

daraus weiter die Unterfunktion
x

Uz = Ug — j 6L(x"0 kg dt, ’
To

usw. Indem man in dieser Weise unbegrenzt fortfihrt, erhilt man eine
Funktionenfolge %, u;, ws, . .., deren Glieder mit geradem Index Ober-, mit
ungeradem Index Unterfunktionen sind.

Wir nehmen zunéchst wieder an, daB es ein Intervall K gibt, in welchem
alle Funktionen dieser Folge existieren. Dann kénnen wir zeigen, daB
lim w,(z) = y(v) existiert und gleich der durch (z, yo) gehenden Losung
n—>c

von y' = f(@, y) ist. Dazu hat man die Konvergenz der Reihe

Y =ty + (uy — to) + (U — uy) + - - -

nachzuweisen. Mt

z
(22) Uy — Uy = — feL(“"” k’n—i dt (’ﬁ = 1, 2, .. .)
erhilt man ’ '
(23) y—tho = — [0 o+ by + by .. ) da.

o

23*
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Abnlich wie in §5 wird man auch hier zeigen, da8 die Reihe 2 A, in K absolut
n=0

und gleichmiBig konvergent ist. Differentiieren von (22) liefert

= {(@ Uy 1) —~ L[ Ok, 1 dt  (n=1,2...);
2o
somit ist
(24) by = (@ Uy_q) — f(@, ) — L [ 2@ Ph, _1dt (n=12...).
Auf Grund der Lipschitz-Bedingung und der Gleichung (22) ergibt sich
hieraus

n :<: jr L(x—*t)l}],n_lldt ('n = 1, 2) .. .)_

To

Wie in § 5 suchen wir eine Majorante der Reihe Z; b, auf. Die Glieder dieser
o

Majorante sind durch die Rekursionsformel
<
H,=2L[c®YH, dt m=12..)
2o

erklirt, wobei Hy = hy gesetzt ist. Durch Ableiten der letzten Gleichung

kommt
H,=2LH, .+ LH, n=12...).

Unter Benutzung des symbolischen Differentialoperators schreibt sich dieses
System

(b—LYH,=2LH,_,,
aus 1hm folgt

(D — Ly"H, = (2 L)"H,,

und daraus nach denselben Uberlegungen wie in § 5

x

(25) H,= 3"’?7:)1) L@ QLY Hodt (0= 1,2,...).

Lo

Ist o die obere Grenze von ky(z) im Intervall 1, so gilt demnach

H,<u E!fit_x")] PACEEN) Ty < ¥ < 3+ a,

womit die absolute und gleichmaBige Konvergenz der Reihe Z k, nach-

gewiesen ist. Nach (23) konvergiert somit die Folge der u, in K gielchmaﬁlg
gegen eine Grenzfunktion, lim «,(z) = y(z).

B ==
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Als Summe der Majorante ):.' H, erhilt man

§= 3 Hy=H+ 2L eruo1 42220 4 BEEZOE L (4

Zo

8 =hy+ 2L [ L0 hodt.
o

In gleicher Weise wie in § 3 zeigt man noch, daf lim w,(z) = y(2)
T~ OO

Losung von y = f(z,y) ist. Da f(w,y) einer Lipschitz-Bedingung geniigt, ist
sie die einzige Losung, welche die Gleichung durch den Punkt (7, yo) schickt.
Um den Beweis vollstindig zu machen, bleibt noch nachzuweisen, da8
es ein Intervall K gibt, in welchem alle u, existieren. Als K kann man en
Intervall nehmen, in welchem %, #; und w, existieren und %, — %, = 0 ist.
DaB es immer ein solches Intervall gibt, kann man so einsehen. Es ist

uy — g = | " F O (hy = hy)dt = | &8 0 (hy — Hy) d.

Setzt man den Wert von H; nach (25) ein, so folgt nach einer leichten Um-
formung

wy—uy = [ FE 1 —2L(z - O] hodt = [1 — 2 L(z — 20)] [ €& “O hodt,
Zy zo

. . . 1
woraus man abliest, daB %, — 4, mindestens im Intervall 2o = # = %o + 537

nicht negativ ist. In einem solchen Intervall K verlaufen dann die Kurven
aller Funktionen #, in B, und die Folge der Oberfunktionen nimmt dort mit
wachsendem % ab, wihrend die der Unterfunktionen zunimmt. In der Tat,
nach (23) ist

Uy — Uz = jeL (zAt)(hl -+ kg) dt.
Da nach (24) °
hy + by = f(z, o) — f(®, u2) — L4y — %)

und wuy — 4y = 0 ist, folgt h; + hy = 0 und damit w; — ug < 0. Daraus
schlieBt man in der gleichen Weise weiter, dafl 4y — 4y = 0, 43 — 45 = O usw.,
womit gezeigt ist, daBl die Folge der Oberfunktionen in K mit wachsendem
abnimmt, wihrend die der Unterfunktionen zunimmt. Allgemeiner kann man
sagen, daB man fiir K jedes Intervall nehmen kann, in welchem die Funktionen
o, Uy, . o oy Uy, Up 41, Uy - o eXistieren und die Differenz u, — #, . bei geradem
(ungeradem) # nicht negativ (positiv) ist.
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Ein etwas kleineres, dafiir aber einfacher zu bestimmendes Konvergenz-
intervall Liefert die folgende Betrachtung. Man kann zeigen, da8 alle Funk-
tionen unserer Folge unter einer gewissen Ober- und iiber einer gewissen
Unterfunktion liegen. Um die Oberfunktion zu bestimmen, schreiben wir (23)
in der Form

€

(26) ‘ Uy = Uiy 1 +j L0}, dt.

Zo
Ist % gerade, dann ist w, eine Ober-, u, ; eine Unterfunktion und h, = 0.
Ersetzt man auf der rechten Seite von (26) die Unterfunktion u, ., durch die
Oberfunktion «, und %, durch H,, so folgt

u, u0+‘L(xt)Hdt

o

oder, indem man H, durch die rechte Seite von (25) ausdriickt,

u, < 4y + jM L@ by dt ;

n!
o
somit ist erst recht

z
w, < uy + j’egf“”“‘)hodt.
xT

Alle Funktionen u, liegen also unter der rechten Seite der letzten Ungleichung,
von der man leicht zeigt, daB sie eine Oberfunktion von (A) ist.

Ist dagegen » ungerade, also 4, eine Unterfunktion, dann ist 4, ; Ober-
funktion und %, < 0. Ersetzt man in (26) die Oberfunktion u,., durch die
Unterfunktion #; und A, durch — H,, so kommt

u, = Uy — (U — %) — f et @Y H, dt,
To
oder

v

4 7
w, = Uy — jeL(x—t) (1 + Efiﬁ%:fﬂ.)kodg;
Zo

Somit gilt erst recht

un jesux t)k dt.

Alle Funktionen «, bleiben also oberha,lb der rechten Seite dieser Ungleichung,
die eine Unterfunktion von (A) ist. Alles zusammengenommen ist damit
gezeigt, da

k2

xz
%4y — £63L‘”“}kgdt S, < ug - f SLEDpdt (n=0,1,...)
N

zgy
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Daraus schliefit man, da8 es ein Intervall K gibt, in welchem die Folge der u,
gleichmifiig gegen die Losung geht. Der rechte Endpunkt von K ergibt sich
hier nach denselben Uberlegungen, wie wir sie zur Bestimmung des Kon-
vergenzintervalls des Prcarpschen Verfahrens beim Beweis von Satz 1 benutzt
haben. Man hat dabei nur Y mit

x
ST D p dg

zu identifizieren. ’

Anstatt von emer Oberfunktion auszugehen, kann man das Verfahren
auch mit einer Unterfunktion beginnen. Man erhilt dann eine Funktionen-
folge, bei welcher die Glieder mit geradem Index Unter-, die mit ungeradem
Index Oberfunktionen sind. Der Beweis fiir die Konvergenz der so erhaltenen
Funktionenfolge ist Schritt fiir Schritt beinahe derselbe wie eben. Die
Schranken, zwischen denen alle Funktionen der Folge verlaufen, sind hier
gegeben durch

x z
o + ) SLEDhodt < u, < up — j'eSL(z-t)hOdt.
Lo g

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 8. Ist uy(x) eine durch den Punkt (xzy, yo) gehende, in einem Inter-
vall I existierende geeignete Ober-(Unter-) funktion von y = f(z, y), wnd
konstrusert man von uy ausgehend die Funktionenfolge

xz
Uy = Uy, — je“““)kﬂ-l dt n=12..)
@,
mat ’
hnzu;—f(x’un) (%:071"")!

dann gibt es ein Intervall K, in welchem die Folge der w,, gleichmifig gegen die
durch (xo, yo) gehende Lisung von y' = f(z, y) konvergiert. Bei dieser Folge
sind die Glieder mit geradem Index Ober-(Unter-) funktionen, die mit ungeradem
Unter- (Ober-) funktionen. Als K kanwn man entweder ein Intervall nehmen,
in welchem wy, %y und Uy existieren und die Differenz uy — us positiv (negativ)
wt, oder allgemeiner eimes, in welchem g, %y, ..., U, o evistieren und die
Dijferenz zweier aufeinanderfolgender Ober- bzw. Unterfunktionen %, — w, o
positiv bzw. negativ ist, oder eines, in welchem die beiden Schranken

@
T j'e“(”“ ho dt
. Zo
existieren.

Zu diesem Satz zwei Beispiele.
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Beispiel 7. Wir zeigen am Beispiel der Gleichung y' = H/xz + 42,
wie man die durch den Anfangspunkt gehende Losung fiir positives z nach

dem in Satz 8 geschilderten Verfahren einschachteln kann. Hier ist gé in
der ganzen z, y-Ebene beschrinkt, I = 1. Bei der Aufstellung der die Losung
einschachtelnden Funktionenfolge gehen wir von der Unterfunktion wg(x) = 0
aus. Mit hy = — z erhilt man als nichste Niherung die Oberfunktion
%, = j‘ez’itdt =t —1—uz,

0
daher

0=sy=se*—1—u

Das Verfahren konvergiert hier fiir alle positiven z, denn alle u, liegen zwischen
den Schranken

— 1" —1—82)<u, <:(* —1—32).

Beispiel 9. Es soll die durch den Anfangspunkt gehende Losung der
schon mehrfach behandelten Riccamischen Gleichung ¢ =z — 2 fiir

positives # eingeschachtelt werden. Eine Unterfunktion ist %, = 0. Da

% = — 2y ist, kann man in dem Gebietsstreifen z = 0, |y| =<1 die
Lipschitz-Konstante' L = 2 setzen. Als Schranken der #, erhilt man mit

= — X
x

4+ [dEDids = L L (" —1 —62).
0

Die u,, existieren demnach in einem Intervall K, in welchem diese Schranken
den Betrag 1 nicht iiberschreiten. Dies ist der Fall fiir 0 < z = 0,19.
Als nichste Niherung bekommt man die Oberfunktion

z

u = [ 0tdt = 1 —1—2u).
&

Sie erreicht den Wert 1 fiir z = 0,97 und existiert daher im Intervall
0 <2 <0,97. Aus u, ergibt sich der Fehler
by =31~ 1) — o+ 5(*—1— 222,
und damit
ho+hy =1 —1) — 25+ L (¥ —1—22)2
Wir suchen nun ein Intervall auf, in welchem %y — %y, = %, = 0 ist. Das ist
sicherlich der Fall, solange Ay + %, =< 0 ist. Da

ho+hi =3 —1) -2z,
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ist Ay -+ Ay sicherlich nicht positiv, wenn es die rechte Seite nicht ist. Diese
wechselt ihr Vorzeichen fiir # = 0,63. Damit haben wir ein groBeres Kon-
vergenzintervall gewonnen. Ein noch groBeres erhilt man, wenn man die
Stelle bestimmt, an welcher u, sein Vorzeichen wechselt.

Wie das Beispiel zeigt, ist das mit Satz 6 beschriebene Verfahren der
schrittweisen Naherungen dem des letzten Satzes iiberlegen. Beim ersteren
konvergiert das Verfahren fiir alle positiven #, wihrend beim letzteren der
Konvergenznachweis nur fiir ein kleineres Intervall gelingt.

§9.
Uber das Picardsche Verfahren.

Das eben beschriebene Verfahren und das Prcarpsche weisen insofern
eine gewisse Ahnlichkeit auf, als man bei ihnen im allgemeinen nur ein kleines
Konvergenzintervall angeben kann. Bei beiden tritt auch die bekannte
Erscheinung auf, daB es ein groBtes Konvergenzintervall gibt. Untersucht
man nimlich die Linge des Konvergenzintervalls in Abhingigkeit von der
Breite & des Gebietsstreifens, so findet man, da8 die Linge des Konvergenz-
intervalls zuniichst mit der Breite des Gebietsstreifens zunimmt, bis sie einen
grofiten Wert erreicht, um dann mit wachsender Breite abzunehmen.

Wenn auch das Proarpsche Verfahren im allgemeinen nicht unmittelbar
Folgen von Ober- oder Unterfunktionen liefert, so kann man sich doch mit
seiner Hilfe eine Folge von Ober- und Unterfunktionen verschaffen, durch
welche die Losung eingeschachtelt wird. Es gilt da folgender Satz:

Satz 9. Ist uy() evne durch den Pumkt (2o, yo) gehende, in einem Inter-
vall I erklirte geeignete Ausgangsfumktion, dann gibt es ein Intervall K, in
welchem die Picirpsche Funktionenfolge

z

= yo + [t ) dt n=12..)

o

gleichmapig gegen die Lisung von o = f(z, y) geht, und die mit dem Fehler
hn = u;z, _ j(m’ Uy) = f(xr Uy 1) — f(% )

gebildete Fumktionenfolge

Vo=, + | "0k, 1) dt m=01,..)

Lo

ewne mit wachsendem n abnehmende Folge von Oberfunktionen darstellt, wihrend

Uy = Uy — | €X @ V| b, (t)|dt (n=01,...)

o
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eine zunehmende Folge von Unterfunktionen darstellt. Die beiden. letzten Folgen
gehen in K gleichmifitg gegen die durch (o, yo) gehende Losung von y' = f(z, y),
liefern somit eine Binschachtelung der Losung. Das Konvergenzintervall K ist
dasselbe wie in Satz 1.

Beweis. Aus

hn = u:», - f(il?, Uy) = f(ma u’n-l) - f(x: un) (n=12,.. )

schliefft man
K4

(w __t)n—l

T e@]dt (n=12..),

[l S L Jtty — ] < I |
wo die letzte Ungleichung aus den Entwicklungen in § 1 folgt. Daraus ent-
nimmt man, daf die Folge der %, in K mit wachsendem # gleichmiBig gegen
Null geht. DaB die V, Ober- und die », Unterfunktionen von y' = f(, y)
sind, folgt in derselben Weise, wie dies fiir ¥ und v in § 3 gezeigt wurde. Man
hat dort nur iiberall den Index # an ¥V und » anzuhingen. Damit hat man eine
Folge von Oberfunktionen ¥V, und eine von Unterfunktionen v,, durch welche
die Losung eingeschachtelt wird. Denn beide Folgen konvergieren, da die %,
in K gleichmiBig gegen Null und die %, gleichmiBig gegen die Losung gehen,
in K gleichmaBig gegen die Losung, die erstere von ,,0ben®, die letztere von
,,unten‘ her.

Bleibt noch zu zeigen, dafl die ¥V, mit wachsendem % abnehmen. Zur

Vereinfachung der Schreibweise setzen wir |k, (z)| = H,(z). Dann ist zu
beweisen, daf

Vo= Vs =t — s+ | €0 (Hy @) — Hr (@11 2 0.
Nach §1 ist ”
Hyor < Lltgsr — ] = L | Byl = Gy,
Damit wird . ”
Voe Vs 2| by + Hyydt + [ 5 O, G,y dt — f Hndt].
H 2 4

Der in eckige Klammern gesetzte Ausdruck verschwindet aber identisch in z,
denn seine Ableitung ist gleich dem mit L multiplizierten Ausdruck, und
dieser verschwindet an der Stelle » = z,. Daher

£
Vo= Vas1 = | (b + |Ba]) dt = 0,

woraus man abliest, da§ die Oberfunktionen V, mit wachsendem # abnehmen.
In entsprechender Weise zeigt man, daB die Unterfunktionen v, mit
wachsendem % zunehmen, womit der Satz bewiesen ist.
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Wie bekannt, liefert das Picarpsche Verfahren unter geeigneten Mono-
tonievoraussetzungen iiber f(x, ) unmittelbar Folgen von Ober- oder Unter-
funktionen. Uber die Erzeugung solcher Folgen gibt der folgende Hilfssatz
Auskunft.

Hilfssatz. Ist die rechte Seite der Differentialgleichung y' = f(z, y)
in der Umgebung des Punktes (o, yo) stetig und vy () eine durch (2o, o) gehende
in esmem Intervall I existierende geeignete Ober- ( Unter-) funktion von y' = (2, y),
deren Fehler dort fast iiberall positiv (negativ) ist, damn ist die nach PIicarp
konstruterte néchste Niherung

Uy = Yo T ff(% o) dt,
o

sofern sie ebenfalls in I existiert, eine verbesserte Ober- ( Unter-) funkiion, wenn
f(x, y) in der Umgebung von (xg, Yo) mit wachsendem y monoton 2UNTIINE.
Nimmt dagegen f(z, y) monoton ab, so ist uy eine Unter-(Ober-) funktion.

Beweis. Nimmt f(z, y) mit wachsendem y monoton zu, und ist %y (z)
eine Oberfunktion mit den geforderten Eigenschaften, y(x) irgendeine durch
(%o, o) gehende Losung von (A), so hat man in I zunichst 4y = y. Ist I so
gewihlt, daB die nach Prcarp gebildete nichste Naherung

Uy = ?Io+jf(t,uo)dt = Uy — jkodt

in T existiert, so gilt w; < w4, fiir # > o, denn nach Voraussetzung ist
in I fast iiberall positiv, d.h. es soll dort nur in einer endlichen Anzahl isolierter
Punkte verschwinden. Hier ist aber 4, eine verbesserte Oberfunktion, denn
der Fehler von w4,

by = f(z, up) — f(%, u1)

ist fiir @ > x, positiv, und es ist #; = y, da

uy—y = | [t %) — 1 (&, p)]dt.

Damit ist gezeigt, daB das Prcarpsche Verfahren in diesem Fall eine ver-
besserte Oberfunktion liefert. Ebenso zeigt man, da8 unter den gleichen Be-
dingungen aus einer Unterfunktion u, eine verbesserte Unterfunktion u;
erzeugt wird.

Nimmt dagegen f(2, y) mit wachsendem gy monoton ab, und ist #, wieder
eine Oberfunktion, dann ist in I wieder %o = y und wie eben w; << 4, fiir
z > x,. Hier ist aber %, eine Unterfunktion, denn der Fehler von %,

&

by = f(x, wo) — [ (= %1) T
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ist fiir > , negativ, und es ist 4; < ¥, da

uy — y = | [ uo) — f(t )] dt,

und f(x, y) mit wachsendem ¥ monoton abnimmt.
Ebenso folgt, daB «; eine Oberfunktion ist, wenn %, eine Unterfunktion ist.
Uber die Prcarpsche Funktionenfolge, die auftrits, wenn f(z, y) mit
wachsendem y monoton zunimmt, hat I. BExpIxsox 17) einen Satz bewiesen,
der spiter von M. MULLER 18) richtiggestellt wurde.

Satzvon BENDIXSON-MULLER. I'n der Differentialgleichung y' = f(z, y)
sei f(x, y) wn der Umgebung des Punktes (%, yo) stetig und die Gleichung besitze
ene durch (%o, yo) gehende, in einem Intervall I: xy < x < 1, + a existierende
geevgnete Oberfunktion Uy (x), deren Fehler dort fast wberall positiv ist; ug(x) ses
eine i demselben Intervall existierende, ebenfalls durch (24, yo) gehende geeignete
Unterfunktion, deren Fehler dort fast diberall negativ ist. In dem duwrch die
Vertikale x = z + a und die Kurven von Uy (x) und u, () begrenzten Bereich B
set [(x, y) stetig und nekme dort mit wachsendem y monoton zu. Dann ist die
aus der Oberfunktion U,(x) erzeugte Picarpsche Funktionenjolge

Uy =yo+ [ 1(t. Up_y) dt m=12..)

eine mat wachsendem 1 monoton abnehmende Folge von Oberfunktionen, die in I
gleschmaflig gegen eine Losung von y' = f(z, y) geht. Die aus der Unterfunkiion
uo () erzeugte Folge ist eine monoton zunehmende von Unterfumktionen, die
ebenfalls gegen eine Liosung von y' = f(z, y) geht.

Beweis. Da f(x, y) in der Umgebung von (%, 9,) stetig ist, lassen sich
nach den in § 3 unter 1. und 2. beschriebenen Verfahren je eine Ober- und
Unterfunktion U, (2) und w0 (z) von der im Satz angegebenen Art konstruieren.
Bei der Beweisfiihrung wollen wir uns auf die aus der Oberfunktion U,(z)
erzeugte Folge von Oberfunktionen beschrinken. In dem Bereich B ist
f(z, y) beschrinkt, |/(x, y)| = M. Nach unseren Voraussetzungen existieren
alle U, im Intervall Z. Bleibt zu beweisen, dal die Folge der U, in I gleich-
m#Big konvergent ist. Da

[Un(@) — Up(a)] =sz<t, U, dt| < M|z’ — a],

17} I. BEXDIXSON, Sur la convergence uniforme des séries, Ofversigt af Kongl.
Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar 1897, S.605; vgl. auch P. PAILLEVE, Enzykl.
d. Math. Wiss., Bd. II, 1. Teil, 1. Halfte, 8. 200.

#) M. MﬁLLER, Math. Zeitschr. 26 {1927), S. 619, insbes. S. 623.
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sind die U, in I gleichmiBig stetig. Nunmehr unterteilen wir das Intervall 1
durch die Punkte

fDo:Xo,Xl,Xg,..-,Xk=$Q+a

in k Teilintervalle, deren Lingen unter einer beliebig klein vorgegebenen
positiven Zahl ¢ bleiben. Dann gibt es immer ein X, das sich von einem be-
liebigen 2 aus I um weniger als & unterscheidet. In

Usso(2) — Un(2) = Upip(®) — Upin(Xi) + Uni (X)) — Un(X,) +

kann man aber U, ,(X;) — U,(X;) durch Wahl eines hinreichend grofen

Wertes von # kleiner als ¢ machen, denn die Zahlenfolge der U, (X,) besitzt,

da sie monoton abnimmt und nach unten beschrinkt ist, einen Grenzwert.
Damit ergibt sich

[Uprp(@) — Upl)] < eM + &+ ¢ M = e(1 4+ 2M).

Infolgedessen konvergiert die Folge der U,(x) in I gleichmiBig gegen eine
stetige Grenzfunktion. Von dieser zeigt man in der iiblichen Weise, daB sie
eine Losung von ¢ = f(z, y) ist, womit der Satz fiirr die Folge der Ober-
funktionen bewiesen ist. Der Beweis fiir die Folge der Unterfunktionen ver-
lauft entsprechend.

Der folgende Satz bezieht sich auf die Prcarpsche Funktionenfolge,
die man erhilt, wenn f(z, y) mit wachsendem ¥ monoton abnimmst. Er ist
ein Gegenstiick zu dem Satz von BexDixsox-MULLER.

Satz 10. Es set B ein Lonvexer Bereich, wn welchem die rechte Seite der
Differentialgleichung y' = f(x, y) stetig ist und mit wachsendem y monoton
abnimmit. Ferner set uy(z) eine durch den Punkt (%o, 4o) gehende in einem
Intervall 1 existierende geeignete Ober-(Unter-) funktion von y' = f(z, y),
deren Fehler in I fast tiberall positiv (negatwv) ist. Konstrusert man von ()
ausgehend die Picarpsche Fumktionenfolge

Uy = Yo + | 1t Un_1) dt m=12..)
zo

und qibt es ein Intervall K, in welchem w,, u, wund us ezistieren und vy — s fast
iiberall positiv (negativ) ist, oder alle Glieder bis zur Ober- ( Unter-) fumktion %, . o
hin existieren wnd u, — U, .o fast uberall positiv (negativ) ist, dann konvergiert
die Teilfolge der Oberfunktionen mit wachsendem n monoton abnehmend gleich-
mafig gegen eine Grenzfunktion und die der Unterfunktionen mit wachsendem n
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monoton zunehmend ebenfalls -gegen eine Grenzfunktion. Sind die beiden

Grenzfunktionen dieselben — dies ist der Fall, wenn gleichmifig i K
lm (4, — %,.1) = 0 st —, so stellen diese die einzige Lisung dar, welche

n—> o

y = f(x, y) besitzt.

Beweis. Den Beweis fithren wir unter der Annahme durch, dafl w,(x)
eine Oberfunktion ist. Nachdem man die Funktionen #; und %, nach Picsrp
konstruiert hat, sucht man ein Intervall K auf, in welchem diese Funktionen
existieren und die Differenz u, — 4, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl
isolierter Punkte, in denen sie verschwindet, positiv ist. Dann folgt auns

Uy — uy = | [f(t, us) — [, %o)] 4,

da f(x,y) nach Voraussetzung mit wachsendem u monoton abnimmt,
g = %;, wobel die Gleichheit nur an der Stelle z, emtritt. Damit schlieft
man aus

Lty = fvaua 1t wy)]dt,

daB #; < 4, ist. Indem man in dieser Weise weiterfihrt, erkennt man, da3
die Folge der Oberfunktionen (n gerade) in K mit wachsendem % monoton
abnimmt, wihrend die der Unterfunktionen (n ungerade) monoton zunimmt.
Alle %, (n = 2, 3,...) verlaufen somit fiir alle z aus K in dem durch die
Kurven von %, und #;, sowie die Vertikale z = x, -+ 6 begrenzten Bereich B.
Da f(z, y) in B stetig und damit beschrinks ist, sind die %, in K gleichmaBig
stetig. Fiir die monoton abnehmende Folge der Oberfunktionen folgt daraus
in gleicher Weise wie bei dem Beweis des vorigen Satzes, daf sie in K gleich-
mifig konvergent ist. Das gleiche gilt von der Folge der Unterfunktionen.
Konvergieren beide Folgen gegen ein und dieselbe Grenzfunktion, das ist der
Fall, wenn in K gleichmiBig lim (u, — 4,1} = 0 ist, dann 188t sich von

n—> o
dieser in der iiblichen Weise zeigen, daf} sie eine Losung von ¢’ = f(z, y) ist.

Daf dies die einzige Losung ist, beweist man indirekt. Angenommen, es gibe
zwei Losungen, sie seien Y und g, und es sei fiir hinreichend kieines positives
z — % immer ¥ > y. Dann ergibt sich aus

Y —y =jY)—[(=y)

da f(z, y) mit wachsendem y monoton abnimmt, fiir hinreichend kleines
positives ¥ — x,

—y <0
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und damit ¥ < y, wodurch der Widerspruch hergestellt ist. Damit ist der
Beweis fiir den Fall erbracht, da8 «, eine Oberfunktion ist. Der Beweis fiir
den Fall, daB %, eine Unterfunktion ist, verlduft entsprechend.

Ein Konvergenzintervall, das grofer sein kann als das eben angegebene
(vgl. Beispiel 10), erhalt man in folgender Weise. Man sucht ein Intervall
auf, in welchem alle Glieder der Procarpschen Folge bis zur Ober- (Unter-)funk-
tion u, ., hin existieren und die Differenz u, — %, , positiv (negativ) ist.
In dem so definierten Intervall konvergieren offenbar die beiden Teilfolgen
ebenfalls gleichmifBig. Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen.

Beispiel 9. Als erstes Beispiel nehmen wir die Gleichung 5’ = =z — |Vy|,
und bestimmen deren durch den Anfangspunkt gehende Losung, wobei wir
von der Unterfunktion w#, = O ausgehen. Wir erhalten dann naeh Picarp

1 1y a®
uo—_—O, ul=—2-x2, u2={1—~v~§)%,

allgemein
o, = C,22.

Die #, mit geradem Index sind Unterfunktionen, die mit ungeradem Ober-
funktionen. Beide Folgen konvergieren nach dem letzten Satz fiir alle z > 0,
denn es ist fiir positives x

u2—~u0=(1—v—1~.2.)x—;>0.

Sie gehen in jedem endlichen Intervall gleichmiBig gegen ein und dieselbe

Grenzfunktion, n#mlich y = %2—, welches die einzige LoOsung unserer

Gleichung ist. In der Tat, setzt man
Cn = 71{(1 + Cn):
50 erhélt man aus der fiir die C, giiltigen Rekursionsformel C, . ; = $(1 — V,C'—n)

cn+1 — 1— V1+Cn
cn c??, ’

Der Betrag der rechten Seite ist aber fiir |¢,| < 1 immer kleiner als 1. Daher

ist lim ¢, =0 und lim C, =1, w.z.b.w.
1 -0 n —»

Beispiel 10. Wir wollen die durch den Anfangspunkt gehende Losung
der Riccarischen Gleichung 4’ = = — #? bestimmen. Als Ausgangsfunktion
nehmen wir die Unterfunktion %y = 0. Dann erhilt man nach Picarp
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Die u, mit geradem Index sind Unterfunktionen, die mit ungeradem Index
Oberfunktionen. Zur Bestimmung des Konvergenzintervalls untersuchen wir
zunichst die Differenz u, — #;. Aus
z2 3
71— %) )
schlieBt man, daf diese Differenz im Intervall 0 < » < 110 fast iiberall
positiv ist. In diesem Intervall konvergiert somit jede der beiden Teilfolgen
gleichmiBig. Da die rechte Seite unserer Gleichung iiberdies einer Lipschitz-
Bedingung gentigt, gehen beide Teilfolgen gegen dieselbe Grenzfunktion,
welche die Losung unserer Gleichung ist.

Ein grofieres Konvergenzintervall erhilt man mit der nichsten Differenz

Uy — Uy =

S 6
=t =551 =% + ).
Da sie fiir # > 0 ihr Vorzeichen nicht wechselt, geht die Folge der «, in jedem
Intervall 0 < z < @ mit endlichem ¢ gleichmifig gegen die Losung unserer
Gleichung. Daran erkennt man wieder, inwiefern beim Picsrpchen Ver-
fahren die Linge des Konvergenzintervalls von der Giite abhingt, mit welcher
die Ausgangsfunktion die Losung anndhert.

(Eingegangen am 4. Januar 1942.)



