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Differentialgeometrie des isotropen Raumes. IIL
Flachentheorie.

Von

Karl Strubecker in StraBburg.

Einleitung.

Gestiitzt auf die Theorie der Kurven des isotropen Raumes, welche
ich in der ersten Arbeit dieser Reihe?) in ihren Grundziigen entwickelt habe,
werden hier die Elemente der isotropen Flichentheorie dargelegt. Die
Arbeit ist als Grundlage fiir eine Reihe weiterer Untersuchungen gedacht
und bringt daher vorerst nur wenige der moglichen Anwendungen ihrer
Ergebnisse. Uber eine erste solche Anwendung, nimlich iiber die Geometrie
der Fliachen fester Relativkrimmung K des isotropen Raumes, d.h.
iiber die so oft studierten Integralflichen der Moxee-AmperEschen Gleichung

(*) ' K = rt — 52 = const. == 0

habe ich vor kurzem berichtet?2).

Um jedoch die vorliegende Arbeit fiir sich leshar zu gestalten, habe ich
an ihren Anfang eine knappe Zusammenstellung einiger Hauptpunkte der
Geometrie, insbesondere der Metrik und Kinematik und der Kurventheorie
des isotropen Raumes gesetzt.

Die Geometrie des isotropen Raumes laft sich als ein Ausschnitt
der euklidischen vierdimensionalen Raumgeometrie auffassen. Ihr Schau-
platz ist dort ein Tangentialraum der absoluten Fliche zweiter Ordnung, und
ihr eigenes absolutes Gebilde daher ein schneidendes Geradenpaar der
Fernebene ¢t = 0 des Raumes (2, ¥, z), das wir aus Realititsgriinden gerne
m der Form

224+ 2 =0
t=0

annehmen, so daB das isotrope Bogenelement ds die Gestalt

(*%) ds® =da2 + dy?
annimmt,

') K. STRUBECKER, Differentialgeometrie des isotropen Rammes I. Theorie der
Raumkurven. Sitzungsber. Akad. Wiss. Wien, Abt. I1a, 150 (1941), S.1—53.
*) K. STRUBECKER, Differentialgeometrie des isotropen Raumes II. Die Flachen
konstanter Relativkrimmung K = r¢ — s%. Math. Zeitschr. 47 (1942), S. 743777,
Mathematische Zeltschritt. 48, Yooy
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Uber die Eigenarten der Geometrie des isotropen Raumes habe ich nun
schon bei verschiedenen Gelegenheiten mitgeteilt3). Ein besonderes Kenn-
zeichen dieser Geometrie ist es, daf viele ihrer gebréiuchlichen algebraischen
und differentiellen Invarianten, wie z. B. Langen, Winkel, Kriimmungen.
Kriimmungsma8 usw., gelegentlich oder stets durch identisches Verschwinden
versagen kénnen. Es zeigt sich aber, daB in allen diesen Fillen geeignete
Ersatzinvarianten zur Verfiigung stehen, mit deren Hilfe sich die isotrope
Raumgeometrie dann weiterentwickeln 1a8t.

So folgt z. B. aus der Form (**) des isotropen Bogenelementes, dafl das
Gavsssche Kriimmungsmaf K, der Flichen des isotropen Raumes iden-
tisch verschwindet. Dafiir gibt es eine gewisse Ersatzinvariante, nimlich
die sogenannte Relativkrimmung K der Fliche
1

R, Ry’
die eine Reihe gewohnter und wichtiger Eigenschaften und Funktionen der
versagenden (Gavussschen Kriimmung iibernimmt.

" Die Geometrie des isotropen Raumes ist (wie die e liptische und quasi-
elliptische Geometrie, mit denen sie iiberdies in enger Berithrung steht) hin-
sichtlich Lage und Ma8 in sich dual, und konnte daher auch formal in
vollig selbstdualer Weise entwickelt werden. Das ist hier nicht vollends
geschehen, teils aus Raumgriinden, teils aus Griinden der Terminologie, die
ja nicht nur unter dem Einflusse dieser Dualitét sich verdoppeln wiirde, die
vielmehr wegen der erwihnten natiirlichen Verdoppelung der isotropen
Invarianten sich in ijhrem Umfange vervierfachen miilite, wollte man sie
konsequent ausbauen. Einige wichtige und interessante Punkte dieser
Dualitit sind aber doch zur Sprache gekommen. Ich erwihne hier die
Dualisierung der Kurventheorie, die bis zur Berechnung der soge-
nannten Biegung der Zylinder getrieben wurde, ferner die Herleitung der
isotropen Gegenstiicke der zu den Sdtzen von Evier und MErvsNiEr
dualen Theoreme von Brascake und MaxxmmiM.

Stéarker als sonst iiblich mufite der Abschnitt iiber die isotropen
Krimmungslinien der Flichen ausfallen. Hier galt es vor allem auch die
Beziehungen zur relativen Differentialgeometrie von E.MtiLer
herzustellen und auf mannigfache Zusammenhénge mit vorhandener Literatur

(k) K

%) K. STRUBECKER, a) Beitriige zur Geometrie des isotropen Raumes. Journ. f.
reine u. angew. Math. 178 (1938), 8.135—173. — b) Die Geometrie des isotropen
Raumes und einige ihrer Anwendungen. Jahresber. Deutsch. Math.-Vereinigung 48
(1938), S.236—257. — ¢) Uber die EvLERsche Transformation. Comptes rendus
instit. sci. de Roumanie 3 (1939), 8. 150—155. — Vgl. ferner die Arbeiten I1) und I12)
dieser Reihe. — Uber den Gegenstand der vorliegenden Arbeit habe ich im Mirz 1941
aneh in Hemburg und Wien vorgetragen.

k3
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einzugehen. In der Tat sind die Kurven, denen in meiner Auffassung die
Rolle der isotropen Kriimmungslinien zukommt, von verschiedenen Autoren,
wie A. Risavcour, J.Eiesvaxp, E.Turriere, E. Morier, und unter den
verschiedensten (nichtisotropen) Gesichtspunkten studiert worden.

Die Ableitungsgleichungen der isotropen Flichentheorie weisen zum
Teil, ndmlich im Hinblick auf das Theorema egregium und die Copazzi-
Marvarpischen Gleichungen die vom euklidischen Falle her bekannte formale
Struktur auf. Diese Ahnlichkeit entfillt jedoch. vollkommen bei den nach
WeinegarTEN bezeichneten Gleichungen. Das hingt mit dem Umstande
zusammen, dal im isotropen Raume alle Flichennormalen untereinander
parallel, nimlich vollisotrop, d. h. z-parallel sind. Das zwingt, zur Fest-
legung der Stellung einer Tangentialebene zu Bivektoren zu greifen.

Ein Kapitel iiber spharische Abbildung leitet itber zu einem wieder
durch seine grofen Abweichungen vom gewohnten euklidischen Falle in-
teressanten Abschnitt iiber die Minimalfldchen des isotropen Raumes.
Hier muf} man, um diese Flichen iiberhaupt durch ein sinnvolles Variations-
problem definieren und sie mit den Flichen verschwindender isotroper
mittlerer Kriimmung
&) H-(g+g)—3d:=50+0

Y

identifizieren zu kénnen, zu Mixgowskis Begriff der Relativoberfliche
(hinsichtlich einer isotropen Kugel als Eichfliche) greifen. Dabes ist es bemer-
kenswert, dafi diese etwa durch die Formel

(+1) 0% = }{[Vzdady = §{[(p*+ g dxdy
by B

erklirbare Relativoberfliche O% eines Flichenstiickes B zwar am sich nicht
wnvariant st (gegeniiber Bewegungen des isotropen Raumes), dafi aber wohl
den Extremalen des zugehirigen Variationsproblems, d.i. den isotropen
Minsmalflichen, invarianter Charakter zukommi.

Als isotrope Minimalflichen ergeben sich Flichen einer Klasse, die
schon oft wegen ihrer funktionentheoretischen Bedeutung Interesse erregt
hat. In der Tat handelt es sich nach (7) um die Integralflichen z = z(z, y)
der LarrLscrschen Gleichung

1) Az(z, y) = 0,

die, wie man aus der Funktionentheorie wei}, als Extremalen des DiricaLET-

schen Integrals (11) auftreten. Auch fiir diese wohl erstmalig vom Stand-

punkte der (euklidischen) Differentialgeometrie durch U.Dixt, und spiter

vollkommener durch K. Kommrrrrr behandelten ,,Potentialflichen®

steht in der Differentialgeometrie des isotropen Raumes ein neues adiquates
24*
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Forschungsmittel bereit, das jedoch systematisch erst in einer Fortsetzung
dieser Arbeit angewandt werden soll. Hier muflte ich mich damit begnuigen,
in allgememer Darstellung die isotropen Minimalflichen als Extremalen
des Variationsproblems der Relativoberfliche einzufiihren und die Notwendig-
keit des Verschwindens ihrer mittleren Kriimmung abzuleiten. Ihre all-
gemeine geometrische Theorie, vor allem der Begriff der assoziierten
und adjungierten Minimalflachen, die Moglichkeit, sie im isotropen
Sinne in einem wohldefinierten und nichttrivialen Sinne aufeinander ab-
zuwickeln, und Ahnliches konnte hier vorerst nur angedeutet werden. Als ein
interessantes Beispiel, das die volle Analogie aufzeigen sollte, die mit der
euklidischen, so wohl entwickelten Theorie der Minimalfldchen besteht, habe
ich das isotrope Gegenstiick der Exxererschen Minimalfldchen und
die Schar ihrer Assoziierten als AbschluB8 der Arbeit in Kiirze vorgefithrt.

Inhaltsiibersicht.

1. Die Geometrie des isotropen Raumes . . . . . . . . . . ., . . . .. 372
II. Kurventheorie des isotropen Raumes. . . . . . . . . . . . . . . .. 377
TI1. Geometrie der Streifen des isotropen Raumes. . . . . . . . . . . . . 382
TV. Elemente der Fliachentheorie des isotropen Raumes . . . . . . . . . . 391
V. Isotrope Kritmmungslinien . . . . . . . . . . . . . . . .. .. .. 400
VI. Die Ableitungsgleichungen der isotropen Flichentheorie . . . . . . . . 408
VII. Sphirische Abbildung und Richtungsbild. . . . . . . . .. . . . .. 414

VIII. Die Relativoberfliche. Die isotropen Minimalflichen als ihre Extremalen.
Assoziierte Minimalflichen. Die isotrope Enneper-Fliche. . . . . . . . 417

1. Die Geometrie des isotropen Raumes 1),

1. Das absolute Gebilde. Ein Raum (z, y, 2) soll isotrop heiflen, wenn
seine Metrik von einem schneidenden Geradenpaare seiner Fernebene w

(,1) o...t=0

reguliert wird. Wir bezeichnen die Fernebene w als absolute Ebene des
isotropen Raumes und wiahlen als absolutes Geradenpaar die beiden
konjugiert-komplexen Ferngeraden (s, ¢2)

z 1y =0} | z— 1y = 0|

1,2 . g
(1. 2) t==0] “ t = 0l ‘2

Thr Schnittpunkt U ist der Fernpunkt der z-Achse, Wir nennen ihn den
absoluten Punkt des isotropen Raumes.

Wegen der selbstdualen Struktur des absoluten Gebildes ist die Geometrie
des ssotropen Raumes nach Lage wnd Maf vollig tn sich dual.
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2. Die isotropen Bewegungen. Das absolute Geradenpaar (2) gestattet
eine stetige achtgliedrige Gruppe Gy riumlich-kollinearer Automorphien, die
wir als die Ahnlichkeiten des isotropen Raumes bezeichnen. Sie lauten

x’:ai{—hlx——kzy . }
(1, 3) y’ :b"t—]lziﬂ—rhly . PPN Gs.
7 = c+cim+cgy+03z}

Darin ist eine ausgezeichnete Untergruppe G enthalten, deren Trans-
formationen wir als Bewegungen des isotropen Raumes (oder kurz als
isotrope Bewegungen) erkliren wollen. Ihre Darstellung ist:

¢ =a-rcosg-z—sing-y .|
(1. 4) y’=b—Lsincp‘x+cos¢-y .l.A.GG.
7 =c+ar -+ CoY +zJ

Bezeichnen wir die Normalrisse der Raumfiguren auf die (z, y)-Ebene
als ithre ,,Grundrisse, so gilt der Satz:

Die isotropen Bewegungen dufern sich im Grundrisse als déwéhnliche
ebene euklidische Bewegqungen®).

3. Abstand zweier Punkte und Winkel zweier Ebenen. Man kann im
Sinne F. Kierxs die Geometrie des isotropen Raumes als die Invarianven-
theorie seiner Bewegungsgruppe Gs(4) erkliren. Dabei ergeben sich die
folgenden metrischen Grundinvarianten:

Die Entfernung d zweier Punkte P,(z,, Y, 7,) ist definiert durch die
Formel
(L, 5) & = (22 — @) + (Y2 — Y1)%

der eine duale Formel fiir den Wainkel 9 2weier Ebenen r, gegeniibersteht.
Sind nimlich

1, 6) Ty .2 = UL+ Uy + W,

die Gleichungen der Ebenen, so ist fiir den Winkel 4

(L.7) 92 = (ug — u1)® + (vg — 01)%

Dabei waren die beiden Punkte P, als eigentliche vorausgesetzt und (dual)
die beiden Ebenen 7,(6) als nicht-isotrop, d.h. als nicht z-parallel an-
genommen.

%) Allgemeiner kann man die sich aus (3) fir k; = cos ¢, &, = sin ¢ ergebenden
Transformationen als Bewegungen des isotropen Raumes auffassen. Auch fiir sie gilt
unser Satz; im Gegensatze zu den Bewegungen (4) aber sind die Rauminhalte gegen
diese allgemeineren ,,modularen Bewegungen® nicht invariant.
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4. Ersatzinvarianten, Diese Invariamten d und O kénnen verschwinden,
ohme daf die beiden Punkte oder Ebenen identisch wiren, namlich dann, wenn
die Punlte und Ebenen parallel sind, d.h. wenn fiir ihre Koordinaten

(1, 8) Z, = 2 und y; = 3;2
bzw. dual
(1, 9) Uy =4y und v = vy

gilt. Die Grundrisse der Punkte decken sich dann, und die Ebenen sind im
gewdhnlichen Sinne parallel.

In diesen Fillen gibt es als Ersatz andere (rationale) Invarianten,
namlich fiir die parallelen Punkte (8) ihre Spanne

(1,.10) 1 =25 — 21,
und fiir die parallelen Ebenen (9) jhre Distanz
(1, 11) A= wy — w,.

5. Winkel zweier Geraden. Nach (5) kann man den isotropen Abstand
zweier Pumkte aus ihrem Grundrisse n euklidischer Wetse ablesen. Das gleiche
gilt auch fir den Winkel @ zweier Vektoren.

Wenn also die Grundrisse der Vektoren

(1) 12) x“ = (xa’ ycx’ za)’
die wir uns im Sinne von (5) als Einheitsvektoren denken, lauten
(1, 13) ¥, = (Tus Yo

so gilt fiir thren Winkel ¢:

(1, 14) joos ¢ = (1%2) = @125 + Y1Y2,
’ tsin ¢ = [B1%] = 2192 — %2¥1-

6. Neigung zweier Geraden. Auch diese Invariante ¢ kann verschwinden,
ohne daB die beiden Vektoren identisch wiren, nimlich dann, wenn die
GrundriBvektoren I,(13) zusammenfallen und die Vektoren x,(12) selbst
eine isotrope, d.i. z-parallele Ebene aufspannen. Auch in diesem Falle
gibt es wieder eine Ersatzinvariante, nimlich die Neigung oder Sperrung v
der beiden Vektoren, definiert durch

(1, 15) P =2 — 2.

7. Die vollisotrope Richtung. Nach (14) sind die nach dem absoluten
Punkte U des isotropen Raumes zielenden vollisotropen Vektoren

(1, 16) 1 =(0,0,1)
zn allen anderen Vektoren und damit auch zu allen Ebenen normal.



Differentialgeometrie des isotropen Raumes. III. 375

Es werden also im isotropen Raume die zu den Schmiegebenen-einer
Kurve normalen Binormalen und ebenso die zu den Tangentialebenen einer
Flache normalen Flichennormalen sémtlich zueinander parallel, namlich
vollisotrop sein.

8. Neigung einer Geraden gegen eine Ebene. Die isotropen Invarianten
aller anderen Elementenpaare kénnen aus den bisher erklirten unschwer ab-
geleitet werden.

Eine (nicht isotrope) Ebene = und eine sie schneidende (nicht voll-
isotrope) Gerade g z. B. bestimmen eine Bewegungsinvariante, ihre Neigung.
Legt man nimlich durch die Gerade ¢ die isotrope Ebene v, so schneidet sie
die Ebene 7 nach einer zweiten Geraden p. Die nach (15) erklirte Neigung
von ¢ und p ist die gesuchte Neigung der Geraden g gegen die Ebene 7.

Dual hierzu wire der Abstand eines (eigentlichen) Punktes P von
einer Geraden ¢. Er dullert sich als euklidischer Abstand der Grundrisse
dieser beiden Figuren.

In beiden Fillen sind wieder Grenzlagen maéglich, die auf einfache Ersatz-
mvarianten fithren.

9. Die metrische Dualitit als Nullsystem oder Polaritiit. Durch das
Nullsystem R

(1, 17) : z2—Z =Xy—Yux
des Gewindes ®
(1, 18) dz = zdy — ydo

(und die dazu im Sinne der isotropen Raumgeometrie kongruenten Null-
systeme) werden die metrischen Gré8en dual gepaart. Der Winkel zweier
Ebenen ist also gleich dem Abstande ihrer Nullpunkte usw. Damit kénnen
einfache geometrische Deutungen der isotropen Metrik gewonnen werden.

Gleiches gilt, wenn man vom Vorzeichen bei der Spanne paralleler Punkte,
Ebenen usw. absieht, fiir die Polaritdten der beiden Drehparaboloide

(L 19) 2= 3 (22 + ) -
und ihrer Kongruenten, die wir als die Einheitskugeln des isotropen
Raumes bezeichnen kénnen.

0. Isotrope Kugeln, Kreise und Drehkegel, Allgemein werden wir
némlich als isotrope Kugeln die reguliren Flichen zweiter Ordnung durch
das absolute Geradenpaar (2) erkliren, also die Drehparaboloide mit
vollisotroper Durchmesserrichtung der Form

(1,20) e =% (224 9% + B+ Cy+D.

Thre ebenen Schnitte liefern die Kreise des isotropen Raumes. Es sind
das fiir nicht-isotrope Schnittebenen Ellipsen mit kreisférmigen Grund-
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rissen, fiir isotrope Schuittebenen aber Parabeln mit vollisotroper
Durchmesserrichtung, sogenannte parabolische Kreise.

Dual dazu sind die Tangentenkegel der isotropen Kugeln im isotropen
Raume als Drehkegel aufzufassen. Wie die Kreise gestatten sie eine ein-
gliedrige isotrope Drehungsgruppe um eine vollisotrope Achse. Sie tragen
eine einzige Schar von isotropen Kreisen. Diese liegen in parallelen Ebenen.
Darunter kommt auch der Beriihrungskreis mit der Kugel vor. Ihre Er-
zeugenden sind gegen diese Ebenen gleich-geneigt. Die Fernebene insbesondere
schneidet die Drehkegel nach sogenannten Fernkreisen, d. h. nach Kegel-
schnitten, welche die beiden absoluten Geraden (2) beriihren. Die Berithrungs-
sehne soll als Achse des Fernkreises bezeichnet werden.

11. Die Geometrie der nichtisotropen Ebenen. Die in einer beliebigen
nicht-isotropen Ebene durch die isotrope Bewegungsgruppe Gy (4) induzierte
Geometrie fillt mit jener parabolischen Geometrie zusammen, welche sich
auf die beiden konjugiert komplexen Schnittpunkte der Ebene mit dem Paare
der absoluten Geraden (2) stiitzt. Sie ist im Grundrisse mit der gewshnlichen
euklidischen Geometrie identisch.

Die Differentialgeometrie einer ebenen Kwrve wird also, falls die Kwrven-
ebene nicht-isotrop ist, identisch sein mit der gewohmlichen euklidischen Diffe-
rentialgeometrie des Kurvengrundrisses. Ihre Invarianten, wie die Bogenlinge s
oder die Kriimmung » der Kurve konnen direkt ihrem Grundrisse entnommen
werden.

12. Die Geomefrie der isofropen Ebenen5). Von ganz neuartigem
Charakter ist aber jene Geometrie, welche durch unsere Bewegungsgruppe Gg(4)
in einer isotropen Ebene hervorgerufen wird. Wegen der Bewegungs-
mvarianz der Begriffe geniigt es, nur die isotrope Ebene

zu studieren. In ihr wird durch G eine dreigliedrige Gruppe G5 von sogenannten
Grenzbewegungen induziert, der Darstellung:

! — g L
1, 22) v=a+z }”’Gs

Z =¢-+ex+2

Thre metrischen Grundinvarianten, namlich den (im Grundrisse ables-
baren) Abstand zweier Punkte und die Neigung zweier Geraden kennen
wir schon aus den Nrn. 3und 6. Das invariante Bogenelement der isotropen
Ebene (21) ist
(1, 23) ds = da.

) Vgi H. BECK, Zur Geometrie der Minimalebene. Sitz.-Ber. Berlin. Math. Ges.
12 (1912), 8. 14—30.
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13. Abweichung und Normalkriimmung. Die Krimmung > einer Kurve
{1, 24) z = f(x)

der isotropen Ebene (21) verschwindet wegen ihres geradlinigen Grundrisses.
Als Ersatz tritt an ihre Stelle die sogenannte Abweichung »* der Kurve,
nimlich der Quotient aus Ixontmaenzsperrung der Tangenten und Bogen-
element, d.i. der Ausdruck

dz—>0
Durch Vorgabe dieser Kriimmungsinvarionte als Funktion des Bogens
(1, 26) w¥ = 2%*(s)

ist die Kurve der isotropen Ebene bis auf thre Lage, d. 1. bis auf Grenzbewegungen
aus G (22) bestimmi.

Insbesondere sind die Kurvenfester Abweichungdie parabolischen
Kreise. Sie gestatten, ahnlich den gewdhnlichen Kreisen, eine eingliedrige
Gruppe von Bewegungen aus G, in sich.

Aus Griinden der Permanenz der euklidischen Terminologie werden wir
insbesondere in der Flichentheorie die Abweichung einer Kurve der iso-
tropen Ebene gerne auch als ihre Normalkriimmung und ihren Reziprok-
wert

(1,27 ° R=21

%

als den Radius der Normalkriimmung bezeichner.

Mam hat dann 2. B. die folgende einfache geometrische Deutung: Der
Radius R der Normalkrimmung der Kurve (24) in einer isotropen Ebene
ist gleich dem (elementaren, aber auch gegen die isotropen Bewegungen aus G
imvarianten) Parameter des parabolischen Kreises, welcher die Kurve (24)
an der betrachteten Stelle oskuliert.

II. Kurventheorie des isotropen Raumes?).

4. Bogenelement. Nach (1, 5) ist das invariante Bogenelement ds
des isotropen Raumes bestimmt durch die quadratische Differentialform des

Ranges zwei
@, 1) ds? = da? +dip.

Man kann also die Linge eciner Rowm- oder Fliichenkurve direkt aus dem Grund-
riff ablesen.
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15. Kriimmung und Windung. Es sei nun

2. 2) % (s) = {z(s), y(s), 2(s)}
eine bereits laut (1) auf ihren Bogen s bezogene Raumkurve und
(2, 3) (s) = {x(s), y(s)}

ithr ,,GrundriBvektor®,

Die Raumkurve hat dann hinsichtlich der Bewegungsgruppe G des
1sotropen Raumes zwei Differentialinvarianten niedrigster Ordnung, namlich
ibre Kriimmung #, die man durch eine Verabredung sogar rational aus-
driicken kann durch

T

2 s — —_ i

( 4) x® {I x ] xl ! yll'
und die man direkt aus dem Grundrisse der Kurve (als dessen gewohmliche
Kriimmung ) ablesen kamn, und weiter ihre Windung oder Torsion 7, definiert

durch

16. Begleitendes Dreibein. Frenetsche Formeln. Man kann mit der
JRaumkurve (2) invariant gegen isotrope Bewegungen ein begleitendes
Dreibein verbinden, bestehend aus

1) dem Tangentenvektor ¢
2, 6) ‘ t = ¥(s), '
der (im Sinne der isotropen Metrik) ein Einheitsvektor ist,

2) dem dazu normalen und in der Schmiegebene enthaltenen Haupt-
normalenvektor j '

1 17
2 . h = ")
der gleichfalls ein Einheitsvektor ist, und
3) dem zu diesen beiden Vektoren normalen Binormalenvektor b
{2, 8) b =(0,0,1),
der vollisotrop und von der Spanne Eins ist.
Fiir sie gilt als Analogon der FrExETschen Formeln das folgende System
von Ableitungsgleichungen:
t = . xb |
2,9 B =—=xt . +7bt.
b= . o
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17. Kurven in isotropen Ebenen. Das begleitende Dreibein fehlt an
solchen Stellen der Kurve, wo % = 0 ist. Wegen der Orthogonalitit von ¥’
und ¥ ist dies reell nur dadurch méglich, daf der Vektor ¥, der Haupt-
normalenrichtung hat, vollisotrop ist, d. h.

{2, 10) ¥ =12"b .
ist. Liegt dann kein Wendepunkt vor, d. h. ist 2"/ == 0, so ist die Schmieg-

ebene an dieser Stelle isotrop.
Die Gleichung

@, 11) #(s)=0

kennzeichnet danach die Kurven in isotropen Ebenen, deren Kriimmungs-
invariante nach Nr.13 und (1, 25) die GroBe
2, 12) ©E(s) = 2 (s)
ist, welche als Abweichung oder Normalkriimmung der Kurve be-
zeichnet wurde.

Kurvenstellen mit vollisotropen Tangenten sind auszuschlieBen. Ebenso

solche (komplexe) Stellen, deren Tangente isotrop ist, d. h. isotropen Grund-
rif hat.

18. Natiirliche Gleichungen. Die natiirlichen Gleichungen
(2,13) % =x(s), T=1(85)
bestimmen, falls x (s) == O ist, eine Raumkurve ihrer Gestalt nach, d. b. bis
auf Bewegungen des isotropen Raumes. Insbesondere kennzeichnet so
@ 14) 7(s)=0
die Kurven in nichtisotropen Ebenen.

Ist jedoch x (s) = 0, so Liegt, wie erwihnt, die Kurve in emer isotropen
Ebene, und zu ihrer Festlegung (bis auf isotrope Bewegungen) dient die neue
natiirliche Gleichung
2, 15) w* = ¥ (s).

19. Schraublinien und Kreise. Als einfache Beispiele erwihnen wir die
Schraublinien des isotropen Raumes. Thre Kriimmung und Windung

sind konstant:
(2, 16) =x5F0 T=1F0;

ihre Grundrisse sind Kreise der Kriimmung zx,.

Fiir 7, = O entstehen daraus die Kreise in nicht-isotropen Ebenen,
das sind Ellipsen mit kreisférmigem Grundrisse.

Fiir die in isotropen Ebenen enthaltenen parabolischen Kreise ist

(2, 17) % =0, »* = xF = const. =& 0.
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Wie schon in Nr. 13 erwiahnt wurde, ist der Normalkriimmungsradius B
eines parabolischen Kreises gleich seinem elementargeometrischen Para-

meter p, d.h.
1

(2v 18) . 'R = ¥ = p'
F'~ ’
ur
(. 19) % =0, x%¥=0

ergeben sich schlieflich die (weder isotropen noch vollisotropen) Geraden.

20. Die isotrope Geometrie der Ebenenscharen. Wir beenden diese
Zusammenstellung mit der Bemerkung, daB sich der Theorie der Raum-
kurven vermége der metrischen Dualitét des isotropen Raumes eine
formal véllig gleichartige Theorie der Ebenenscharen (Torsen) an die
Seite stellen 148t.

Sind nimlich die Koordinaten (, v, w) einer Ebene

(2, 20) 2 =Ur +0Y +w
Funktionen eines willkiirlichen Parameters ¢
Y = u(t),l
(2, 21) v = o), - U=U().
w = w(t),}

‘so 148t ~ich (dual zum Bogen einer Raumkurve) dieser Ebenenschar (Torse)
im isotropen Raume ein nvarianter (natirlicher) Parameter 9 zuordnen, den
man als thren konischen Winkel bezeichnen koénnte. Nach Formel (1,7)
hat man fiir ihn mit einer zur fritheren analogen Bezeichnung:

@, 22) 492 = du + do? = (2 + ) d2 = (1) de2.

Dual zur Krimmung und Torsion der Raumkurve besitzt auch die
Ebenenschar i (#), die wir uns auf den natiirlichen Parameter ¢ bezogen
denken, zwei elementare Differentialinvarianten zweiter und dritter Ordnung.
némlich ’

K == {ﬁ,,ﬁ”} = u;/lvn 3
(2, 23) e
’ p o UL U)
[T
Diese GroBen hingen natiirlich in einfacher Weise mit Bogen s, Kriimmung »
und Torsion v der Gratlinie x (s) der Ebenenschar zusammen. Man hat:

49 = rds,

(2324) _«:f-, TZ——I-.
T T
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K ist also, mit einer von. J. PLtckER stammenden Bezeichnung, die sogenannte
kowische Kriimmung der Torse,

21. Die Biegung zylindrischer Ebenenscharen. Wie die Kriimmung »
einer Raumkurve, kann auch diese konische Kriimmung K durch identisches
Verschwinden als Invariante versagen. Die Ebenen der Schar umbhiillen dann
einen Zylinder, dessen Erzeugendenrichtung nicht-vollisotrop (im kom-
plexen auch nicht isotrop) ist. Es gibt in diesem Falle (der dual ist zu den
Kurven in isotropen Ebenen) wieder eine einfache Ersatzinvariante, ndmlich
die Grofe
(2,25) Ex=T20 (o).

Wir bezeichnen diese (zur Abweichung »* oder Normalkriimmung %— duale)

Tnvariante als die ,,Biequng’ des Zylinders und nennen ihren Kehrwert
(2, 26) R =

seinen ,,Biegungsradius’.
Als einfache Anwendung bestimmen wir die Biequng der (parabolischen)
Zylinder, die sich der isotropen Kugel

9 < 1
{2,27) 7 = 55 (22 + y2)

vom Parameter p umschreiben lassen.

Wegen der isotropen Beweglichkeit der Kugel in sich ist diese Biegung
fiir alle umschriebenen Zylinder vom gleichen konstanten Wert. Es geniigt
daher, einen einzigen Zylinder zu nehmen.

Zunichst ist .

(2, 28) p(u2 +02) + 2w =0

die Ebenengleichung der Kugel (27). Zusammen mit » = 0, der Ebenen-
gleichung des Fernpunktes der y-Achse, gibt sie den in y-Richtung umschrie-
benen Zylinder. Dessen Parameterdarstellung kann also lauten:

£,

(2,29) U@)...u=t ©=0  w=—

SIS

Fiir ihn erhalten wir aus Formel (22) zuniichst den natiirlichen Parameter &,
Man findet einfach
@, 30) 9 —t.

Daher liefert (25) fiir die Biegung den festen Wert

2.31) K* = % = —p.
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Also gilt der Satz:
Die Biegungen K* z%— aller evner ssotropen Kugel vom Parameter p
umschriebenen Zylinder sind konstant, néimlich gleich dem negativen Parameter.

INI, Geometrie der Streifen des isotropen Raumes.
22. Die Streifennormale. Die auf ihren Bogen s bezogene Raumkurve
3.1) 1 =x(s) = {as), y(s), 2(s))
und eine sie begleitende nicht isotrope Berithrungsebene 7z bestimmen einen

Streifen des isotropen Raumes. Wir denken uns die Streifenebene w aufgespannt
durch den (nichtisotropen) Tangentenvektor t der Raumkurve

(3, 2) t =2'(s),

der ein Einheitsvektor ist:

(3, 3) 2=1,

und durch einen dazu normalen Einheitsvektor

(3,4) . D=9(s)={(s) n(s) C(s)) D2 =1,

der gleichfalls nicht isotrop (also auch nicht vollisotrop) ist. Wir bezeichnen 1
als’ den Normalvektor des Streifens; und nehmen an, daf sein Grundrif p
aus dem Grundrisse t des Tangentenvektors t durch positive Vierteldrehung
hervorgehe. Seine Trigerin heifit auch Streifennormale.

23. Natiirliche Gleichungen. Wenn dann die Schmiegebene o der Rawm-
kurve micht isotrop ist, d.h. ihre Kriimmung

(3,5) =0

ist und die Raumkurve (1) also auch keiner isotropen Ebene angehért, wird
auch ihre Hauptnormale
1

(3,6) =¥

x
nicht vollisotrop sein und sich im Grundri mit der Streifennormalen 1y decken.
Die Vektortripel 1, b, b und t, n, b sind dann linear unabhiingig und es ist
(3,7 thbl=1[pbl=+1
+  Die Vektoren §) und y unterscheiden sich dabei nur um einen vollisotropen
Vektor, so dafl etwa gilt:

(.8) y=b—B(s-b

Die GroBe ¢ (s) ist eine isotrope Invariante des Streifens und be-
deutet geometrisch den (nach Nr.3 definierten) Winkel, unter dem die
Schmiegebene o gegen die Streifenebene z der Kurve geneigt ist.
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Ist fir die Kurve x(s) die Krimmung x (s) == 0, so ist durch die
Gletchungen
3.9 Tx=1x(s), O =20()
der Streifen und seine Lage im isotropen Raume eindeutig bestimmi. Duwrch
seine drei Invarianten, d.h. durch die drei natirlichen Gleichungen

(3, 10) x=uxn(8), T=1() &=7()
ist der Streifen bis auf seine Lage, d. ©. bis auf isotrope Bewegungen festgelegt.

24. Ableitungsgleichungen. Man kann mit dem Streifen ein bewegungs-
invariantes begleitendes Dreibein verkniipfen, bestehend aus der Kurven-
tangente t, der Streifennormalen 1 und der vollisotropen Binormalen b. Man
hat dann nach den Frenerschen Formeln (2, 9)

t = uh =x()+b),
I)Izb""'ﬁ"b — "‘Xt"i‘(T_‘??’)b,
b =,
und erhilt insgesamt das folgende System von Ableitungsgleichungen:

Y = - =y 4+ x9b
{3,11) Y = —xt - +(z—%)Db
by = . ) .

25. Die Invarianten des Streifens. Geodiitische Streifen. Die drei hier
auftretenden Koeffizienten liefern ein zu (10) dquivalentes System von [n-
vartanten des Streifens, piimlich seine

Geoddtische Windung: o =1 — &,
(3, 12) Normalkrimmung : b=x9,
Geoddtische Krimmung: ¢ = x.
Durch Angabe von
(3, 13) ¢ =a(s), b=2>b(s), ¢c=c¢(s)
als neuem System natirlicher Gleichungen ist der Streifen wieder bis auf
seine Lage bestvmme.
Die geoditische Krimmung ¢ des Streifens ist nach (12) gleich der
sotropen Kriimmung der Streifenkurve, d. k. gleich der gewohnlichen Kriim-
mung des Kurvengrundrisses.

Nach (3, 5) ist die geoditische Kriimmung zunéchst von Null verschieden
genommen. Ihr Verschwinden kennzeichnet die sogenannten geoddtischen
Sireifen, d. b, jene, deren Streifenkurve einer ssotropen Ebene angehort.
Deren Grundrif ist geradlinig, sie selbst sind also wirklich fiir das Bogen-
element (2, 1) des isotropen Raumes fiir den Streifen geoddtische Linten.
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26. Die Erzeugende der Torse des Streifens. Ist 3 der Ortsvektor eines
laufenden Punktes der Beriihrungsebene des Streifens, so kann ein Vektor e
der Erzeugenden der Torse des Streifens jedenfalls in der Form geschrieben
werden :

3, 14) e=3—%x=uat+ .

‘Wir bezeichnen diese Tangente e des Streifens als seine zur Kurven-
tangente t konjugierte Tangente. Sie liegt in der Tangentialebene =
mit der Gleichung

(3, 15) 7...3—%ty]l=0

und ist ibr Schnitt mit der Nachbarebene, so dafi auch die Gleichung
(3,16) I—xnt =0

erfiillt ist. Die Ableitungsgleichungen (11) geben zusammen mit (8) dafiir:
@I LB—ntol = B—xxb — 98+ —xtab) =0,

woraus man im Verein mit (15) unter Beachtung von (14), (8) und (12)
fiir « und f die Gleichung

(b + pa)[t. 5, b] =0
erhdlt, aus der man mittels (7) das einfache Ergebnis folgert:
(3,18) «=a, f=—b.

Damit ist die Erzeugende e der Torse des Strerfens, oder die zur Kurven-
tamgente t konjugierte Streifentangente gegeben durch den Vektor

(3,.19) e=at—by

27. Kriimmungs- und Schmiegstreifen. Aus dieser Formel kann man
sofort die geometrische Bedeutung des Verschwindens der Invarianten ¢
und b entnehmen. Es gilt:

a = 0 ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf die kon-
Jugierten Tamgentenpaare t ( Kurventangente) und e (Erzeugende des Streifens)
zueinander normal sind. Der Streifen wird damm als em Krimmungs-
streifen des isotropen Raumes bezeichnet.

b= 0 aber ist notwendig und hinreichend dafiir, daffi die konjugierten
Tangenten t und ¢ zusammenfallen. Der Streifen 4st dann ein Schmieg-
stretfen,

» Man beachte ciabei, daf} seit (5) immer x == 0 angenommen war. Der
- Streifen sollte also nach Nr. 23 kein geoditischer sein, d. h. seine Kurve (1}
nicht einer isotropen Ebene angehiren.
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Man erginzt aber aus seiner Definition leicht, daf ein solcker geoddiischer
Streifen stets dann und auch nur dawn ein Krimmungsstreifen ist, wenn
er zylindrisch ist wnd seine Erzeugenden normal (d. h. im Grundrif normal)
sind zu der isotropen Ebeme, der seine Trigerkurve amgehort.

Ferner ist ein geoditischer Sireifen ersichilich damn und nur dann emn
Schmiegstreifen, wenn er geradlinig ist.

28. Neue Darstellung der Streifeninvarianten. Aus den Ableitungs-
gleichungen (11) erhdlt man die folgenden Darstellungen der drei Streifen-
mvarianten a, b, ¢:

[

¥, 9, 9],
. {x/, xfl, 1) ]’
= [¥,¥,b].

i

a
(3, 20) b
[4

|

Wir wollen mit ihrer Hilfe die wichtigen geometrischen Bedeutungen
von a wnd b angeben. Die Deutung der geoditischen Kriimmung ¢ ist uns
aus Nr. 23 schon bekannt. ’

29. Erste Dentung der Normalkriimmung. Um eine erste geometrische
Deutung der Normalkrimmung b zu erhalten, projizieren wir die Rawm-
kurve x (s) in der Richtung der Streifennormalen v (8) des Kurvenpunktes so
auf die x mn sy beriihrende isotrope Ebene y. Ist 3 (s) der Ortsvektor dieser
Projektion, so ist 3 — ¥, einerseits als Vektor der m %, beriihrenden isotropen
Ebene y darstellbar in der Form

(3, 21) 3 — ¥ = Aty -+ Bb;

andererseits hat man laut Konstruktion von 3 — %, als Projektion von ¥ — %,
in Richtung von p
(3, 22) 3— % =% — % — (.
Durch Vergleich der rechten Seiten dieser Darstellungen (21) und (22)
folgt wegen (8)
(3, 23) ¥ — %y = Aty + Bb + C(ho — 9b),
d.h. 4, B, C sind die Koordinaten der Zerlegung des Vektors ¥ — ¥, in Richtung
der Vektoren t,, b, hy — Ppb. Also ist wegen (7)
(A= [x— %585l
(3, 24) {B =[x — %.t, ho — 9B],
[C =~ [z — %, 1, ).
Die gesuchte Projektion 3 von x auf die beriikrende isotrope Ebene y lautet
daher nach (21) oder (22)

(3, 25) 3 = %o + [¥ — %o, Do, Bl to + [ — %o, to, Bo — Fob] b.
Mathematisehe Zeitschrift. 48. 25
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Von dieser Kurve 3 (s) der isotropen Ebene y onen wir nun an der
Stelle s, die Abweichung »¥ oder Normalkriimmung R berechnen. Es ist
nach (1, 26) und (1, 27) wegen der Gleichheit der Bogenelemente ds und do
der Kurven z (s) und 3 (s) an der Berﬁhrungssteﬂe So
(3,26) %g = 7= Z" (sp),

wenn X (s), ¥(s), Z(s) die Koordinaten der Punkte von 3°(s) sind.
Man hat zundchst aus (25)

(3, 27) { = [¥, Bo, Bl to + [¥, to, Bo — Fob] b,
’ 3" = [¥", Do, Bl to + [£"; to, Bo — Fob] B

und erhilt fiir die Stelle s = s, wegen (6) und (7)

(3, 28) 3" = %o9ob.

Also ist

(3, 29) 2" (s0) = 2%

und fiir die gesuchte Abweichung oder Normalkriimmung von 3 (s)
ergibt sich nach (12) und (26):

(3, 30) = = %0 = b.

30. Zusammenfassend haben wir also folgende erste Deutung der
Normalkriimmung des Streifens:

Projiziert man die Kurve % (s) des Streifens in der Richtung der Streifen-
normalen 1o des Kurvenpunktes x (so) auf die isotrope Ebene y, welche die Kurve x
vm Punkte sy beriihrt, so ist die Normalkrimmung (= Abweichung)
xF = %— der entstehenden Projektion 3 (s) im Pumkte sq gleich der Normal-
krimmung b des Streifens in s,.

Fiir den Kehrwert
(3,31) ’ = ; .

d. h. fiir den Radius der Normalkriimmung des Streifens ergibt sich aus
Nr. 13 eine einfache geometrische Deutung: R st gleich dem Parameter
des parabolischen Schmiegkreises der eben gmamten Projektion 3 (s)
sm Punkte sq.

31. Zweite Deutung der Normalkriimmung, Meusniersche Kugel.
Es gibt noch eine zweite geometrische Deutumg fiir die Normalkriimmung b
eines Stresfens, die fiir uns gleichfalls von Wichtigkeit ist. Um sie direkt zu
gewinnen, berechnen wir den (gegen isotrope Bewegungen invarianten)
Parameter p jener isotropen Beriihrungskugel des Streifens, welche im
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Punkte s, die Kurve x (s) des Streifens oskuliert. Wir bezeichnen sie kurz
als die isotrope Meusnier-Kugel des Streifens an der Stelle sq.

Wir suchen also (Nr.10) die isotrope Kugel
(3,32) (2 — 2o + (¥ — Yo)* + u(x — %) + (¥ — Yo) + Wz — 2) =0,

welche schon den Punkt x, = ¥ (5,) enthilt und die man mittels des Hilfs-
vektors

(3, 33) u = (%, v, w)
kiirzer so schreiben kann:
(3, 34) E— %2 +u-(—%) =0

so einzurichten, daf sie die Kurve x = x (s) im Punkte s oskuliert.
Die Kugelgleichung (32) soll also durch die Taylor-Entwicklung der
Kurve x(s) bei so

{3, 35) x(so -+ ds) = %+ xods—i—-—ds2+

bis auf Glieder dritter und héherer Ordnung in ds identisch erfiillt werden.
Somit ist

¥ =0,
3, 36) ]

2 +3tu-x) =0
Wegen ¥,2 = 1 ergibt sich aus der letzten Gleichung
(3, 37) w-E = — 2.

Soll die Oskulationskugel noch weiter den Streifen beriithren, so mull
die Streifennormale von sg, d.i. die Gerade

(3, 38) ¥ =% + Ao

mit ihr zwei zusammenfallende Schnittpunkte haben. Wenn wir also dies x*
an Stelle von z in (34) eintragen, so mu$ die entstehende quadratische Gleichung

2y + A(uy) =0
die Doppelwurzel 4 = 0 aufweisen. Somit ist also
(3, 39) uno = 0.
Tragen wir hier fiir 1), seine Bedeutung (8) ein, so entsteht die Gleichung
- (B — BoB) = u- (2 — 98) =
oder, da », = 0 war, die Gleichung

(3, 40) u - ¥y — %P (ub) = 0.
Nun ist nach (33) (ub) = w und daher schlieBlich wegen (37)
(35 41} ‘/«0'(9'0%’ = — 2.
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Beachtet man jetzt die Gleichung (30) fiir den Normalkriimmungs-
radius R und die Tatsache, daBl die isotrope Kugel (32) den Parameter
(3, 42) p=~3

hat, so folgt das einfache Ergebnis
(3, 43) R = p.

32. Zusammenfassend gewinnen wir also die folgende zweite Deutung
der Normalkriimmung eines Streifens:

Der Radius R der Normalkrizmmung b = 713— eines Sireifens des isotropen

Raumes ist gleich dem Parameter p seiner Meusnier-Kugel, d. h. jener
isotropen Kugel, welche den Streifen beriihrt und dabei die Trigerkurve x
des Streifens oskuliert.

33. Zusammenhang heider Deutungen. Dritte Deutung der Normal-
krimmung. Um den Zusammenhang zwischen unseren beiden Deutungen
der Normalkriimmung eines Streifens herzustellen, bemerken wir, daf (Nr. 13)
der Parameter p einer isotropen Kugel gleich ist den Normalkriimmungs-
radien R aller auf ihr liegenden parabolischen Kreise. Greift man also auf
der Meusnier-Kugel des Streifens jenen parabolischen Kreis heraus,
der seine Trigerkurve x(s) beriihrt, so ist auch sein Parameter p gleich dem
Normalkriimmungsradius B des Streifens. Nun iiberzeugt man sich sofort,
daB dieser parabolische Berithrungskreis mit dem Schmiegkreis der Pro-
jektion 3(s) der Streifenkurve x(s) in Richtung der Streifennormalen 1 (so)
auf die ¥(s) in sy berithrende isotrope Ebene y zusammenfill, so daf in
der Tat die zweite Deutung der Normalkriimmung eines Streifens auf die
erste zuriickfiihrt.

Zugleich folgt aus diesem Zusammenhange eine dritte wichtige Deutung
fiir die Normalkriimmung eines Streifens: Schneidet man die T o7 se des Stresfens
mit der isotropen Beriihrungsebene der Streifenkurve, so liegt der parabolische
Schmiegkreis der entstehenden Schwitthurve auf der Meusnier-Kugel. Der
Parameter p des parabolischen Schmiegkreises ist gleich dem Normal-
kriimmungsradius R des Streifens. '

Man kann das natiirlich auch direkt, etwa mit Hilfe der kanonischen
Entwicklung der Raumkurve nachweisen.

34. Die Deutung der geodiitischen Windung. Nachdem die geoditische
Krimmung ¢ und die Normalkriimmung b eines Streifens des isotropen
Raumes ihre geometrischen Deutungen gefunden haben, ist es noch unsere
Aufgabe, auch fiir seine geoditische Windung a = 7 — 9’ eine elemen-
tare Deutung zu ermitteln, '
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Wir betrachten hierzu die von den Streifennormalen (Nr.22) ge-
bildete Regelfliche. Deren Darstellung ist

(3, 44) 3=2%x(s)+t-p(s)

Zwei Nachbarerzeugende 3 und 3 -+ d3 bestimmen einen Winkel d (der im
GrundriB direkt ablesbar ist) und eine auf ihrer vollisotropen Transversalen,
d.h. auf ihrem ,,Gemeinlot‘‘, ablesbare Lotspanne dl. Wir suchen den
LDrall“ p

(3, 45) p =
der Regelfliche zu berechnen.

35. Das Gemeinlot trifft die Erzeugende 3 (44) an jener Stelle ¢, wo sich
die Nachbarerzeugende 3 + d3 von ihr nur um einen vollisotropen Vektor d3
unterscheidet. Nun ist der Vektor d3 nach (44) und den Ableitungsglei-
chungen (11)

(3, 46) d3 = (¥ +1ty)ds
= [(1 — =)t +¢(z — #)blds.

Er ist vollisotrop, wenn
(3,47) =
ist. Dieser Wert liefert also, in (44) eingetragen, die isotrope Striktions-

linie dervon den Streifennormalen gebildeten Regelfliche (44); in (46) ein-
getragen, ergibt sich

(3, 48) i3 =""%as-»,
so daf man die Lotspanne
(3, 49) =" as

»?
erhilt,

Der Winkel d benachbarter Streifennormalen ist gleich dem Winkel
benachbarter Normalen des Grundrisses der Kurve x(s) unseres Streifens,
d. h. man hat ’

(3, 50) di = xds.

Somst ist der Drall der von den Streifennormalen (44) gebildeten Regelfliche

dl —9
(3$5}-) p::ﬁztxz ==

chl 5]

3

worin die gesuchte geometrische Deutung der geoditischen Windung a des
Streifens enthalten 1st.
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36. Die Sitze von Beltrami und Joachimsthal. Kriimmungsstreifen
des isotropen Raumes waren (Nr.25) jene, deren geodiatische Windung

(3, 52) a=1—%
verschwindet.

Aus ihrer Definition folgt, da8 die geoddtische Windung eines Streifens
sich micht dndert, wenn man seine Berihrungsebenen m um die darin liegenden
Kurventangenten t durch konstante Winkel 9% dreht. In der Tat wird dabei
nur 9 (d. i. der Neigungswinkel von = gegen die Schmiegebene der Streifen-
kurve) durch ¢ -+ 9* ersetzt und « bleibt ungedndert.

Fiir Kriimmungsstreifen folgen daraus die Ubertragungen der be-
kannten Sitze von F. JoacmimstearL und der hierzu metrisch-dualen
Satze von E.Brirrami auf den isotropen Raum. Bezeichnet man als
Krimmungslinie einer Fliche eine solche, deren Beriihrungsstreifen ein
Kriimmungsstreifen ist, so gilt:

Satz von JoacrrysraaL. Im isotropen Raume folgt aus je zweien der
folgenden Eigenschaften die dritte: 1) Der von zwes Flichen Fi wnd Fy lings
shrer Schuittkurve ¢ gebildete Schunitiwinkel ist konstant; 2) Die Schnitt-
kurve ¢ ist auf Fy Krimmungslinie; 3) Die Schuitikurve ¢ ist auf F,
Krimmungslinve.

Satz von BeLrrau1. I'm isotropen Raume folgt aus je zweien der folgenden
Eigenschaften die dritte: 1) Die von 2wes Fliichen F1 und Fy auf den Erzeugenden
der gemeinsam wumschriebenen Torse I' abgeschnitienen Strecken haben kon-
stante Linge; 2) Die Torse I' beriihrt Fy nach einer Krimmungslinie;
3) Die Torse I beriihrt Fy nack einer Krimmungslinie.

37. Geodiitiseche Streifen. Im ganzen letzten Abschnitt war nach (5)
fiir die Streifenkurve x(s) die Kriimmung x(s) & 0 angenommen worden.

Es bliebe also noch die Theorie der geoddtischen Stretfen zu ent-
wickeln, d.h. jener, fiir deren Kurve x(s) = (5)=0 ist. Es sind das
die Streifen tiber Kurven in isotropen Ebenen.

Wir iibergehen diese, der allgemeinen durchaus analogen Theorie hier aus
Griinden der Kiirze. Der Leser wird sie leicht selber erginzen konnen.
Im iibrigen wird sie in einer spiteren Abhandlung dieser Reihe bendtigt
und dort ausfithrlicher entwickelt werden.

38. Dualisierung. Da die Figur des Streifens in sich dual ist, im isotropen
Raume aufBerdem die Metrik in sich duale Struktur hat, kann man die Diffe-
rentialgeometrie der Streifen auch in dualer Weise entwickeln. Man gelangt so
zu drei Streifeninvarianten 4, B, C, welche in einfacher Weise mit unseren
Invarianten @, b, ¢ zusammenhingen.
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IV. Elemente der Flichentheorie des isotropen Raumes.

39. Bezeichnungen. s sei
(4, 1) ¥ = x(u, v)
der Ortsvektor eines Fliachenpunktes
© = z(u,v), |
(4, 2) =y, o), { -+ x(u,0)
z = z(u, ) {
einer auf die Gaussschen Parameter (u,v) bezogenen Fliche des isotropen
Raumes. Sein Grundrifivektor
4, 3) X = ¥(u,0)
hat die Koordinaten
o= z(u,v) |
Y=yl
Alle auftretenden Funktionen seien — wenigstens in geeigneten gemein-

samen Existenzbereichen {u, v} — mit allen benétigten Regularitits- und
Ableitungseigenschaften ausgestattet.

40. Reguliire Flichen. Wir setzen zweckmifig weiter voraus, daB die
Funktionaldeterminante von (4) im betrachteten (u, v)-Bereiche nicht ver-
schwinde:

17 -
4, 5) aEZ 3% = {xu x'v} =+ 0.

4, 4) c E(Y, v).

Es sollen also insbesondere die Zylinder mit vollisotroper Erzeugenden-
richtung von unserer Untersuchung ausgeschlossen sein, fiir welche wegen des
kurvenhaften Grundrisses die Funktionaldeterminante (5) identisch ver-
schwindet. Deren besondere (einfache) Theorie miifite fiir sich entwickelt
werden; sie wird aber einstweilen noch nicht benétigt.

Die zugelassenen Flichen konnen also jedenfalls in der ezpliziten Form
(4, 6) z = z(x, y)
dargestellt werden.

Flachenpunkte mit isotropen Tangentialebenen sind nach (5) gleichfalls
ausgeschlossen. Das Netz der Gaussschen Parameterlinien der Fliche
erscheint wegen (5) im Grundrif im untersuchten Bereiche iiberall regulir.

41. Bogenelement. Fiir das Bogenelement ds der Fliche (1) erhilt
man nach (2, 1)

47 ds? =da?® +dy? = dz2 = (x,du + 1, dv)2
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Wenn man die isotropen FundamentalgréBen erster Art einfithrt:

I E=x, = # +4,
(43; 8) F = iuiv = Ly Ty + YuYo>
G =% = & +y,
ergibt sich die erste Grundform der Fliachentheorie des isotropen Raumes:
4,9 I =ds2 =Edu?+2Fdudv +Gdv2 |,
Wegen
(4, 10) W2 = EG — F2 = [x,, ¥,2 > 0

ist sie im ganzen Bereiche positiv-definit. Hinsichtlich des Vorzeichens
von W wollen wir iibereinkommen, in Hinkunft

(4,11) W = VEG — F2 = [%,,%,]
zu setzen.

42. Winkel- und FEichenmetrik. Geoditische Kriimmung. Nach (7)
stemmt die RiemwaNxsche Metrik (9) der Flichen des isotropen Rawmes iiberein
wat der FHuklidischen Metrik ihres Grumdrisses.

Das gilt insbhesondere fiir die Wainkelmetrik. Z. B. ist auch hier F = 0
kennzeichnend fiir orthogonale Parameternetze.

Entsprechend kann man auch das gegen isotropé Bewegungen invariante
elementare InhaltsmaB f, eines Flichenstiickes B direkt dem Grundriff B’
entnehmen. ¥s gilt also folgende elementare Inhaltsformel:

(4, 12) f8=”dzdy:”§g:gdudu= HWdudv.
8’ 8 by

Die geodatische Kriommung ¢ emer Flichenkurve stimmt nach Nr. 25
mit der elementaren Kriimmung i ihres Grundrisses iiberein. Man erhilt
sie in der RieManxschen Metrik (9) in bekannter Weise. Ist die Kurve etwa
durch die Gleichung ¢ (%, v) = 0 gegeben, so kann man ihre geoditische
Kriimmung = in parameterinvarianter Weise mittels der hinsichtlich der
ersten Grundform (9) zu nehmenden Brrrramischen Differentiatoren®)
I ¢ und A4 ¢ durch folgende Brerrravische Formel berechnen, die in ihrer
ausfiihrlicheren Form von BoxxEer herrithrt:

Ag 1
= — e V y T
* VP o (‘p VV‘P)
(4.13) ;i{( Fo,—Qo, ) +( Fo,—F ¢, ) }
V\Weg —2Fp,0,+693). \VEoi—2F¢, 0, +Ggi)s

% Fiir deren bekannte Definition vgl. die Formeln (7, 4) und (5, 4).
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43. Absolutkriimmung und Geoditische Linien. Die Gausssche Krimmung
des Bogenelementes (9), die wir als die absolute Krimmung K, der Fliche
des isotropen Raumes bezeichnen, ist steis identisch Null.

Diese Tatsache, von der wir einige metrische Aunswirkungen soeben
in NT. 42 verspiirten, ist es vor allem, welche es mit sich bringt, daf die Flachen-
theorie des isotropen Raumes in mancher Hinsicht ein einfacheres und durch-
sichtigeres Geprige trigt, als man es etwa vom euklidischen Raume her
gewohnt ist. Es kommt zu dieser Eigenschaft der inneren Geometrie
der Flichen noch die besondere Eigenart der metrischen Struktur des
isotropen Raumes, in den die Fliche eingebettet ist. Diese wirkt sich gleichfalls
schon in obigen Theoremen aus, ebenso wie z. B. in der uns aus Nr. 7 geldufigen
Tatsache, daf alle Flichennormalen unteremmander parallel, nimlich von
vollisotroper Richtung sind. Eine Folge von alledem ist dann der Satz:

Auf den Flichen des isotropen Raumes haben die Geoddtischen gerad-
linage Grumdrisse. Sie werden aus der Fliche von den isotropen Ebenen aus-
geschnitten.

44. Aligemeine Bemerkung iiber isotrope Flichentheorie. Gleichwohl
wiire es sehr voreilig, etwa den SchluBl zu ziehen, daf die Flichentheorie oder
die Geometrie des isotropen Raumes iiberhaupt uninteressant oder gar trivial
sein miiBte. Man darf nimlich den Umstand nicht ibersehen (der gerade der
isotropen Raumgeometrie besonderes Inmteresse verleiht), dafi im isotropen
Raume an die Stelle der (gelegentlich oder stets) durch identisches Verschwinden
versagenden Invarianten immer gewisse andere neue Grofien als Ersatz-
tnvarianten treten. So tritt gelegentlich, wie wir aus den Nrn. 3-—6 wissen,
an die Stelle der Linge einer Strecke ihre Spanne, oder an die Stelle des
Winkels zweier Richtungen ihre Sperrung oder Neigung; oder es tritt,
wie aus den Nrn.17—19 bekannt ist, gelegentlich an die Stelle der Kriimmung
einer ebenen oder gewundenen Kurve ihre Abweichung (= Normal-
kriimmung) usw.

In gleicher Weise wird sich uns in der Flichentheorie des isotropen
Raumes an Stelle der durch identisches Verschwinden stets versagenden
Absolutkrimmung K, (d.i. der Gaussschen Kriimmung ihres isotropen
Bogenelementes) als Ersatz von selbst eine andere Invariante darbieten, die
wir als ihre Relativkriimmung K, = K bezeichnen werden. Mit ihrer
Hilfe gestaltet sich nun auch die Flichentheorie des isotropen Raumes vm Wesen
ebenso wvielgestalisg und formenreich, wie diec eines anderen Roumes.

Ein, wie mir scheint, sehr schlagender Beleg hierfiir ist z. B. die von
mir bereits an anderer Stelle2) entwickelte Theorie der Flichen konstanter
Relativkriimmung des isotropen Raumes. Ein weiterer Beleg dafiir wire
die Theorie der isotropen Minimalflichen.
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45. Die Streifennormale einer Fliichenkurve, Wir wollen nun zur Ent-
wicklung der Kriimmungstheorie der Flichen des isotropen  Raumes
schreiten, und bestimmen zunichst die N ormalkriimmung b eines durch
die Flachenkurve .

(4, 14) X =x(s)
gegebenen Flichenstreifens.

Nach den Formeln (3, 20) und (3, 30) ist

1 f t7
(4, 15) b=g=—[¥z"y]
wobei sich fiir die Tangente ¥’ und Hauptnormale ¥ der Flichenkurve ergibt:

, d d
(4.16) Y oma nE
) " du\2 du dv | dv\2 a2y a2y
r = xuu(a;) -+ quv% ds 'T‘x‘vv(a'g) + xug'é?j +ch'l”8“2~
Die Streifennormale 1 148t sich als Linearkombination der Tangenten-
vektoren x, und z, so bestimmen, daB 1)p 1 ¥, d. h. #9) =0 und
2) [#'pb] = + 1 ist. Man findet leicht

I T [ e

46. Die Normalkriimmung. Um die gewiinschte Normalkriimmung
b =-11§ zu errechnen, tragen wir (16) und (17) in die Determinante (15)

ein, und entwickeln diese nach der zweiten Zeile. Fiihren wir die isotropen
Fundamentalgré8en zweiter Art ein:

. {Iu £y Ey4]
L = e,

— {iu %, xu'o]
(4,18) M = Sutpiue,

. {xu xvx@fv]
N = Tw

so erhalten wir fir die Normalkrimmung den Ausdruck:

1  Lduw'+2Mdudv+ Nde? II

(4,19) R~ Fdld+2Fdudv+Gde® — T

47. Der Satz von Meusnier. Diese die Kriimmungstheorie der Flichen
des isotropen Raumes beherrschende Formel enthilt unmittelbar den

Saiz von Mrvssier: Alle Flichenstreifen, welche einen Flichen-
punkt (%, v) in derselben Richtung (du:dv) passieren, haben dort dieselbe
Normalkrimmung.

Mit Riicksicht auf die Resultate der Nr. 33 148t sich der Mzusniersche
Satz auch so formulieren:
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Alle Flichenkurven, welche einen Flichenpunkt in derselben Richtumg
passieren, haben dort Schmiegkreise, welche eimer festen (parabolischen)
Kugel des isotropen Rammes, ndimlich der MEusyierschen Kugel dieser
Richtung angehoren. Der Parameter p der Mrvsyierschen Kugel ist gleich dem
Rodius R der gemeinsamen Normalkriimmung der zugehirigen Flichenstreifen.
Die MEeusNiersche Kugel einer Flichenrichtung ist eindeutig bestimmi durch
die Tangentialebene der Fliche und durch den parabolischen Sehmiegkreis
jenes Normalschnittes, den die isotrope Ebene dieser Richtumg aus der
Fliche ausschneidet. Auch der Parameter p dieses parabolischen Normal-
schnittschmieghreises ist gleich dem Normalkrimmungsradius B dieser
Flachenrichtunyg.

48. Die isotrope Meusnier-Formel. Der metrische Zusammenhang
zwischen dem Kriimmungsradins r = % eier Flichenkurve und dem

Radius B = ;;1; der Normalkriimmung der zugehérigen Flichenrichtung wird

durch die Formel (3, 30) geliefert. Bezeichnet 9 den Winkel, unter dem
die Schmiegebene ¢ der Kurve gegen die Tangentialebene v der Fliche
geneigt ist, so lautet dieser amalytische Ausdruck des Mrusxierschen Satzes:

(4, 20) r=R-9}{.

49. Asymptotenlinien. Durch die Gleichung
(4, 21) II = Ldw +2Mdudv + Ndv2 =0

werden die Asymptotenlinien der Fliche geliefert. Das Verschwinden der
Polarform der zweiten Grundform kennzeichnet konjugierte Flichen-
richtungen. Also ist fiir konjugierte Parameternetze M = (.

Die Parameterlinien sind wormal wnd auf der Fliche konjugiert fir

4, 22) F=0 M=0.

Die zugehérigen Flichenstreifen sind dann im Sinne der Nr.24 Kridmmungs-
streifen, die Linien selber nennen wir ssotrope Krimmungslinien der
Fliche, ‘

50. Cartesische Form der Normalkriimmung. Deutet man in der Grund-
formel (19) fiir die Flichenkriimmung R laut Nr. 47 als Radius der Normal-
kriimmung des zur Richtung du:dv gehorigen isotropen Normalschnittes,
so ist in ihr, wie im euklidischen Falle, das isotrope Gegenstiick des
Evierschen Satzes enthalten.

Um es einfach herzuleiten, gehen wir von der expliziten Gleichung
der Fliche
(4, 23) e = 2(z, 9)
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aus. Fiir die Parameter «, y hat man nach (8), (11) und (18) folgende Werte
der FundamentalgrofBen:
E=1 F=0 =1,
4, 24) W =1,
L=r, M=s, N=1
Die Kriimmungsformel (19) lautet jetzt:

1 rdz?+ 2sdzdy + tdy? II
(4,25) R = dz? 4 dy? =T

51. Der Eulersche Satz. Verlegt man an einer Stelle (w, y) die beiden
(sicher reell vorhandenen) im Sinne der Metrik des isotropen Raumes normalen
und konjugierten Flichenrichtungen, d. 1. die Tangenten der isotropen Kriim-
mungslinien oder die beiden Houptkrimmungsiichtungen nach dz = 0
und dy = 0, so wird dort M == s = 0 und man findet aus (25), wenn ¢ den
Winkel einer beliebigen Flichenrichtung dz:dy gegen die erste Haupt-
kriimmungsrichtung bezeichnet, also

d
(4, 26) D=tgy
bedeutet, und wenn ferner noch mit
1 1
9 == o
(4,27) =" & ¢

die Normalkriimmungen der beiden isotropen Hauptnormalschnitte be-
zeichnet werden, die bekannte Form des Evikrschen Satzes:

1 cos?g | sin?¢

R R, 7 R,

(4,28)

52. Dualisierung. Nach dem metrischen Dualititsgesetz des isotropen
Raumes entsprechen den Sitzen von Mrusxier und Evier duale Gegen-
stiicke, die man als die isotropen Ubertragungen der euklidischen Sitze von
A.MavyuemM?) und W.Brascaku$) auffassen kann. Thre analytische
Formulierung kénnte man aus der (hier aus Griinden der Kiirze unterdriickten)
Herleitung des dualen Gegenstiickes der Geometrie der Streifen (vgl. Nr. 38)
entnehmen. Man kann sie aber (wie im euklidischen Falle) auch direkt
ableiten.

53. Das Schmiegparaboloid. Durch eine isotrope Bewegung kann man namlich
den auf seine Kritmmungsverhiltnisse zu untersuchenden (regularen) Flachenpunkt P

in den Koordinatenanfangspunkt O und seine Tangentialebene 7 in die (x, y)-Ebene
hrmgen. Das aus der Taylor-Entwicklung der Flachengleichung zu entnehmende

7) A. MANNHEIM, Géométrie cinématique, Paris 1894, S. 158.
) W. BLASCHKE, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 118,
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Schmiegparaboloid zweiter Ordnung wird dann, wenn die z- und y-Achse die Haupt-
kriimmungsrichtungen sind, lauten:

1 /a? y?
4,29 = == 2.
29 =3 (31 + RQ)
Seine Krammungsverhilinisse sind dieselben wie die der Ausgamgsfliche (23).

54. Der Kriitmmungskegel. Um die isotrope Form des M ANNHETIMschen wund,
BLASCHKEschen Satzes zu erbalten, ermitteln wir die Beriihrungskegel, welche sich
der Flache (29) aus den Punkten einer festen Tangente ¢ von O umschreiben lassen,
und fragen nach deren Kriémmungskegeln, d. i nach jenen Schmiegkegeln,
welche (nach Nr. 10) die Fernebene nach Fernkreisen schneiden, d. h. welche Dreh-
kegel sind. Diese Kegel sind ja metrisch dual zu den Kriimmungskreisen der ebenen
Schnitte durch eine feste Tangente der Flache.

Benutzt man zur Darstellung der nichtisotropen Ebenen
¢

{4, 30) z=ux + vy +w
zweckmaBig die (inhomogenen) Koordinaten (u, v, w), so lautet die Ebenengleichung
der Fliche (29)

(4, 31) Riu® + Ry +-2w = 0.

Ist nun

{4, 32) X = (rcos ¢, rsin ¢, 0)

ein beliebiger Punkt der Tangentialebene z = 0 von 0, deren Ebenenkoordinaten
{4, 33) (u, v, w) = (0,0, 0)

sind, und ist

{4, 34) X-—-——afcosq)-u—g—rsinqp'v—rw:()

die Ebenengleichung dieses Punktes X, so geben die beiden Gleichungen (31) und (32)
zusammen die analytische Darstellung des Tangentenkegels zweiter Ordnung, den
man aus dem Punkte X (32) an die Flache (31) legen kann. Eliminiert man aus ihnen
fiir den Augenblick w, so ergibt sich die Ebenengleichung des Kegelschnittes f, in
dem der Tangentenkegel die Fernebene schneidet. Sie lautet

{4, 35) flu, v) = Ryu® + Ryv* — 27 (ucos ¢ + vsin @) = 0,

und liefert zusammen mit (34) wieder den Tangentenkegel selber.

55. Der gesuchte oskulierende Drehkegel wird nun seinerseits die Fernebene
nach einem f oskulierenden Fernkreise & schneiden, das ist nach einem Kegelschnitt,
der die beiden absoluten Geraden (1, 2) des isotropen Raumes beriihrt. Die Beriithrungs-
sehne oder Achse a dieses Fernkreises kann durch ihre Linienkoordinaten (U, V) fest-
gelegt werden. Bedeutet namlich t die als Ke geloffnung bezeichnete feste Neigung

der Erzeugenden des Schmiegkegels gegen die Verbindungsebene des Kegelscheitels X
mit der Achse @ (vgl. Nr. 8), so wird die Liniengleichung des Fernkreises die Form haben

{4, 36) (w—UP+@—-VP=1%

wobei die GroBen U, V, 12 aus der Liniengleichung f (u, v) = O der gegebenen Fernkurve
durch dieselben Formeln hervorgehen, welche (dual) den Mittelpunkt und Radius des
Schmiegkreises einer ebenen Kurve f(=,y) =0 liefern. Man hat also mit der

Abkiirzung ;
fuv
wu Juv Tui
{4,37) D = ;fﬂu foo fv:
k' fﬂ 0 i
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tiir die Adchse (U, V) und Offnung ¢ des Fernkreises:
3, 2
Ue it fu(ful;Hv)

3

2 2
4,38 V=il (qu+ fo) ,
oo it B’
D2

Die Ableitungen von f (u, ») sind dabei an jener Stelle (4, #) zu nehmen, wo die Osku-

lation stattfinden soll. Dies ist im vorliegenden Falle nach (33) die Ferngerade
(u, v) = (0, 0) der Tangentenebene z = 0.

Aus (35) ergibt sich so leicht die Achse (I, V) und (nach einer Vorzeicheniiberein-
kunft) die Offnung tr des Fernkreises unseres Krimmungskegels:

. U — __reosg .
Rysin? ¢ + Rycos?g
(4, 39) V= 7sin @

R sin2¢p - Rycosie’
7
" R,sin? g + R,coste’

und damit aus (36) die Qleichung dieses Fernkreises in Ebenenkoordinaten:

ucosp -+ vsing

2.4 g2 =
(4, 40) ut v 271{] sinfgp -+ Rycos?ep

Das Paar der Gleichungen (34) und (40) stellt damit den gesuchten Krimmungs-
kegel dar, der zum Punkte X (32) der Tangente ¢ = const. der Fliche (29) gehirt.

56. Die Mannheim-Kugel. Lassen wir nun den Scheitel X (34) des Krimmungs-
kegels eine Flichentangente ¢ = const. durchlaufen, so bestimmt der‘Kegel selber ein
Hillgebilde, dessen Gleichung sich durch Elimination des Parameters r aus dem
Gleichungspaare (34) und (4C) ergibt. Man erhalt so als Hiille eine isotrope Kugel
mit der Ebenengleichung

2w

2 1 .9
(4, 41) w0 R, sin?¢p 4+ R, cos?p

Dies 1st die zur Flichentangente t (@ = const.) gehorige MANNHEIM - Kugel. Thre
cartesische Gleichung ist
(4, 42) 2% + y? = 2 (Rysin® ¢ + R, cos? p) - 2.

57. Die Formeln von Mannheim und Blaschke, Fir ihren Parameter p oder die

= 09

Biegung % der ihr umschriebenen parabolischen Zylinder erhilt man (nach
Nr. 21) den Wert
(4,43) p= — g = Rysintp+ Broostp.

Wie wir aus Nr. 21 wissen, ist die Biegung eines der Fliche umschriebenen Zylinders’
der zur Abweichung oder Normalkriimmung eines ebenen (isotropen) Normalschnittes
der Flache duale Kriimmungsbegriff.

Die Gleichung (43) gibt fiir variables ¢, d.h. bei variabler Richtung der Be-
rithrungserzeugenden ¢ der nmschriebenen parabolischen Zylinder, die Beziehung an,
welche zwischen dem Neigungswinkel ¢ der Tangenten ¢ gegen die erste Hauptnormal-
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richtung und der Biegung E% der Berithrungszylinder bzw. dem Parameter p der

MANNHEIM-Kugeln, welche zu den Tangenten ¢ geboren, besteht. Sie ist damit dual
zur EULERschen Formel und liefert das isotrope Gegenstiick der Formel von BLASCHKE.

1) die Werte der

Da sich fiir die beiden Hauptkriimmungsrichtungen (ep =0, 3

,wHauptbiegungsradien
] 1 1
Ry == e e == e e
{45 44) Rl R2 2 ?Rﬁ Rl
ergeben, kénnen wir die Formel von BLASCHKE symmetrischer und mit vollsténdigerem
Ausdruck der metrischen Dualitat, die sie mit der EULER§chen Formel (28) verbindet,

so schreiben:

1 s2 in?
(4, 45) = c"\R“P %‘B

Durch Vergleich der Formein (39) und (43) und eine Vorzeicheniibereinkunft ergibt
sich jetzt auch noch der analytische Ausdruck des isotropen Gegenstiickes zum Satze
von MANNHEIM:

(4, 46) ir: inr},

wieder in vollstindiger Dualitit zur MEUSNIERschen Formel (20).

58. Die Siitze von Mannheim und Blaschke. Fassen wir diese Ergeb-
nisse nochmals in Worten zusammen!
Es seien B; und B, die beiden Hauptkriimmungsradien eines Flichen-

punktes O und R; = — —;— bzw. Ry = — 7:,- die zugehérigen Hauptbiegungs-
2 1

radien der Zylinder, welche der Fliche in der ersten bzw. zweiten Haupt-

kriimmungsrichtung umschrieben werden kénnen. Es sei weiter ¢ der

Neigungswinkel emer beliebigen Flichentangente ¢ gegen die erste Haupt-

normalrichtung. Dann gilt: .

1) Der Satzvon M anyuETH: Die aus den Punlten X der Flichentangente t
an die Fliche gelegten T angentenkegel besitzen lings ¢ oskulierende Drehkegel
(= Krimmungskegel), welche eine isotrope Kugel umbiillen, die wir als
die Maxvuein-Kugel der Tangente t bezewchnen. Der Biegungsradius R
des Kriimmungszylinders, den man ihr in Richtung i wmschreiben kanm,
hingt mit der Offnung v der Kriimmungskegel und dem Abstande 7 ihrer
Schestel X wom Flichenpunkie O durch die Relation (46) zusammen, welche
dual ist zur Formel (20) von MEusxIzr, und als isotropes Gegenstiick der
euklidischen Maxyaetuschen Formel zu deuien ist.

2) Der Satz von Brascuxke: Der Biequngsradius R des Beriihrungs-
zylinders, der zur variablen Tangentenrichiumg t gehort, hingt mst den beiden
(2u den Haupthriimmungsrichtungen gehorigen) Hawuptbiegungsradien R;
wnd R, durch die zur EvLERschen Formel (28) duale F ormel von BLascHEE (45)
2Usammen.
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Y. Isotrope Kriimmungslinien.

59. Mittlere und relative Kriimmung. Wie wir aus Nr. 51 wissen, gibt
es auch im isotropen Raume in jedem Punkte einer reguliren Fliche zwei
Hauptkriimmungsrichtungen. Sie sind zueinander zugleich normal
und auf der Fliche konjugiert und die zugehorigen Hauptnormal-

kriimmungen ——bzw Rl sind die beiden Extremwerte unter den im
1 2

Flichenpunkte mdglichen Normalkmmmungen
Von ihren Mittelwerten

K 1 LN — M

51 ~— R, B, EGZF°

G0 Hzi(i_l__;_)__}_'ENwzFM-{-GL
o\E, TR,/ T 2 EG—F

bezeichnen wir (im AnschluB an die Terminologie, die L. Braxca: fiir den
elliptischen Raum prigte), K als die Relativkrimmung der Fliche (4, 2)
und H als ihre mittlere Krimmung.

Die Relativkriimmung kann im isotropen Raume, wie schon in den
Nrn. 43 und 44 bemerkt wurde, als Ersatzinvariante fiir die durch iden-
tisches Verschwinden versagende Absolutkrimmung K, der Fliche, d.h. als
FErsatz fiir die verschwindende Gars:sche Krimmung ihres Bogenelementes
(4, 7) bzw. (4, 9) aufgefalit werden.

Die mittlere Kriimmung H kann man noch auf eine andere, fiir die
isotrope Flachentheorie sehr wichtige Art schreiben. Berechnen wir namlich
die Werte der Kxiimmungen (1) fiir die explizite Darstellung z = z(z, %)
der Fliche, s finden wir nach (4, 24)

K =rt— s2,

(5,2) H=1}(@r+1)=14z@,y),

wobei Az(x, y) den Larraceschen Ausdruck von z(z, y) fiir cartesisches
Bogenelement (2, 1) bedeutet. Daher 148t sich die mattlere Krimmung H in
‘parameterinvarianter Weise so schreiben:

5.3) H=1Az(u,v)],

wobei 4 z{u, v) den fiir die 2-Koordinate z(u, v) der Fliche (4, 2) hinsichtlich
ibres Bogenelementes (4,9) gebildeten zweiten BrerLTrRamischen Differen-
itator bedeutet, also den Ausdruck

&4 Az(u,0) = 3 {2 (Ei_;;f_) 4L (G Fz)}
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60. Fliichen konstanter Relativkriimmung. Minimalflichen. Ich habe
bereits an anderer Stelle2) gezeigt, wie einfach sich die Theorie der Flichen
konstanter Relativkriimmung, d. h. die Theorie der vielfach untersuchten
Integralflichen der Mongr-Ampireschen Gleichung

(5, b 7t — s2 = K = const. == 0

mittels der Idee des isotropen Raumes gestalten lafit.

Man kann namlich — und das ist der geometrische Sinn der einfachen
integra'losen Darstellung, die G.Darsoux fiir diese Flichen fand — die
Flichen fester Relativkrimmung (5) durch isotrope CLIFFORDsche
Schicbung threr Asymptotenlinien aneinander in dhnlicher Weise erzeugen,
wie dies nach L. Braxcur im elliptischen Raume fir dessen Flichen mit
verschwindender Absolutkriimmung moglich ist.

In einer Fortsetzung dieser Reihe werde ich auch die durch verschwindende
mittlere Kriimmung, d. 1. durch die Lapracesche Gleichung

- a2 9?2
(5, 6) 2H=Az(x,y)=5—f;+a—;2=0

gekennzeichneten Minimalflachen des isotropen Raumes, von denen auch
der letzte Abschuitt dieser Note handelt, und die schon von vielen anderen
geometrischen und analytischen Gesichtspunkten aus Interesse gefunden
haben, ausfithrlicher studieren. Es wird sich dabei neben den schon bisher
bekannten Eigenschaften dieser vor allem fiir die Funktionentheorie be-
merkenswerten Flachen (6) eine Reihe neuer beachtenswerter Tatsachen und
Analogien wur Lehre der euklidischen Mimimalflichen ergeben. Auf einige
davon bin ich am Ende dieser Arbeit kurz eingegangen.

61. Kriimmungslinien. Jede im Sinne von Nr. 40 regulire reelle Fliiche
des isotropen Raumes trigt ein orthogonales Netz konjugierter Kurven, das Netz
ihrer (isotropem) Kriimmungslinien. Dieses ist (auBer bei nicht-isotropen,
Ebenen und isotropen Kugeln, vgl. Nr. 62) eindeutig bestimmt und entsteht
durch Integration der Hauptkriimmungsrichtungen der Fliche. Wegen
unserer Art der Winkelmetrik. (Nr. 5) gilt folgender einfache Satz:

Die Kriimmungslinien einer Fliche des isotropen Roumes fallen mit
jowm Netz komjugierter Kurven zusammen, welches im Grundrif als
Orthogonalnetz erscheint.

Als Differentialgleichung der isotropen Kriimmungslinien ergibt sich,
wie im euklidischen Falle, aus (4, 19)

dor —dudv du?|
E F @]
L M N|

!
(5,7 f
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Sie lautet bei expliziter Darstellung der Flache z = z(x, y) nach (4, 24):
(5, 8) sda? — (r —t)dzdy — sdy? = 0.

62. Nabelpunkte. Als Nabelpunkte bezeichnen wir jene Flichen-
punkte, deren Normalkriimmungsradien siamtlich gleich sind, fiir die also
L:M:N =F:F:G oder r =1¢ und s = 0 ist.

Es gibt auch im isotropen Raume Flichen mit lauter Nabelpunkien und
lauter Krimmungslinien. Fiir sie muf

(5, 9) s=0, r=1¢

seimn.

Das gibt sofort die Flachen

(5, 10) z=A(2? + ¢?) + Bz + Cy + D,

also die isotropen Kugeln und die nicht-isotropen Ebenen.

63. Ebene und sphirische Kriimmungslinien. Daraus folgt im Verein
mit den Krgebnissen der Nr. 36 als Anwendung wie im euklidischen Falle
die bekannte Kennzeichnung der sphirischen und der ebenen Kriimmungs-
linien durch den

Satz von JoscmiusrmaLr: Ein sphdrischer oder (wichtisotroper)
ebener Schnitt einer Fliche ist vm vsotropen Rawme dann und wur dann auf
thr Kriimmungslinie, wenn der Schnittwinkel der Fliche mit der iso-
tropen Kugel bzw. der nicht-isotropen Ebene konstant ist.

Es folgt z. B., daB auf einer Drehfliche des isotropen Raumes die
Parallelkreise, also auch die dazu normalen Meridiane Kriimmungslinien sind.
Ebenso sind auch die Schnitte einer isotropen Béschungsfliche mit den
parallelen Boschungsebenen Kriimmungslinien. Endlich auch bei einer
Gesimsflache mit vollisotropem Grundzylinder die von den Profilpunkten
beschriebenen, in parallelen Ebenen liegenden Evolventen des Grundzylinders.
Dabei liegen die Kriitmmungslinien der anderen Schar (wie auch in den beiden
vorausgehenden Beispielen) in isotropen Ebenen, auf die sich hier der
Satz von JoscHIMSTHAL nicht ohne weiteres anwenden 138t.

64. Die isofropen Kriimmungslinien bei Ribaucour und Turriére.
Die von mir in dieser Auffassung eingefithrten Kriimmungslinien einer Fliche
des isotropen Raumes®®) treten frither schon bei E. Ttrrikrr?) auf, der sie

%) K. TURRIERE, a) Sur les réseaux conjugués orthogonaux en projection sur un
plan. Nouv. Ann. de Math. (4) 12 (1912), S. 364—374; auf 8. 367 dieser Note weist
TURRIERE auf die sinnfilligen Analogien dieser Kurven zu den (gewthnlichen) Kriim-
mungslinien hin. — b) Xtude des réseaux conjugués orthogonaux en projection sur un
plan. Bull. Soc. Math. France 40 (1912), S. 228—238. — c¢) Sur une congruence de
droites associée au réseau conjugué d’une surface orthogonau en projection sur un
plan. Nouv. Ann. de Math. (4) 13 (1913), S. 163—176.

i
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— ohne irgendwelchen Zusammenhang mit einem Kriimmungsbegriff — als
jenes Netz konjugierter Flichenkurven bebandelt, die sich in der Projektion
auf etne Ebene als Orthogonalnetz abbilden. TurrIERE studiert auch verschiedene
besondere Flichen und ihre (in meiner Ausdrucksweise) isotropen Kriimmungs-
linien, so z. B. den Fall der Flachen zweiter Ordnung 10), der sich sehr
einfach erledigen 1aBt11).

Die Frage nach diesen Kurven hat tibrigens bei Flichen zweiter Ord-
nung schon A.RiBaucour12) gestellt. Sie wurde vor E.Turrmre schon
vollstaindig durch den Mediziner A. GuEsnARDI3) beantwortet, und zwar mit
rechnerischen Mitteln, wobei auch vielleicht erstmalig die Differential-
gleichung (8) auftritt.

65. Die isotrope Geraden-Kugel-Transformation. In den eben an-
gefithrten Noten!l) habe ich gezeigt, daf der isotrope Raum eine Geraden-
Kugel-Transformation besitzt. Es ist dies im Wesen die sogenannte
Eviersche Transformation. Schreibt man das Bogenelement (2, 1) des
isotropen. Raumes (mit einfacher Realititsverschiebung) in der indefiniten
Form

(5, 11) ds? =dz-dy,
so kann man die Evrersche Transformation involutorisch so ansetzenlf):
(8, 12) X=—p, Y=—y, Z=pz—2 P=—2 Q=g

Mit der euklidischen teslt diese isotrope Geraden-Kugel-Transformation
die wichtige Ergenschaft, Asympiotenlinien in isotrope Kriimmungslinien
2 verwandeln und umgekehrt. iR

So kann man also auch durch die Evirersche Transformation zu den
Krimmungslinien in einem (zunichst freilich indefiniten) isotropen Raum
gelangen. Und auf diesem Wege ist in der Tat J. EigsLaxpl5) zu ihnen
gekommen, wobei iibrigens keinerlei Zusammenhang mit der uns leitenden
Idee des isotropen Raumes auftritt. Es wird jedoch nicht einmal die seit Lis
bekannte Tatsache erwidhnt, daf die Eviersche Transformation als ein
gewisser Grenzfall der iibrigen (euklidischen bzw. nichteuklidischen)

10) B. TURRIERE, 92) auf S.367/368.

1) Vgl. auch K. STRUBECKER, a) Uber die EULERsche Transformation. Comptes
rendus instit. des sci. de Roumanie 3 (1939), S. 150—155; insbes. Nr.6. — b) Die
Geometrie des isotropen Raumes und einige ihrer Anwendungen. Jahresber. Deutsch.
Math.-Ver. 48 (1938), S.236—257; insbes. Nr. 17.

12) A, RIBAUCOUR, Question 975 in Nouv. ann. de math. (2) 8 (1869), S. 563.

13) A. GUEBHARD, Nouv. ann. de math. (2) 11 (1872), 8. 177—181.

14) K. STRUBECKER, 112) auf S.150; 11b) auf S. 251.

%) J. EIESLAND, Conjugated lines conneeted with EULERs transformation.
Trans. Amer. math. soc. 6 (1905), S.450—471, insbes. S.454—4b5.

26*
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Geraden-Kugel-Transformation aufgefafit werden kannl6). Eiestanp be-
zeichnet diese Kurven auch mit einem vollig neutralen Namen: er nennt sie
,EuLersche Linien® der Fliche, betrachtet iibrigens auch ihren GrundriB,
freilich ohne zu bemerken, daf sie im Sinne der pseudoeuklidischen Metrik
vom Bogenelement (11) ein Orthogonalsystem bilden,

66. Die Beziehungen zur relativen Differentialgeometrie von E. Miiller.
Am nichsten stehen aber unserer Auffassung dieser Flachenkurven als isotrope
Kriimmungslinien die Gedanken, welche Emiz Moirer zu wiederholten
Malen1?) zu ihnen von seiner relativen Differentialgeometric her gefiihrt
haben. Wenn auch bei E. MurrLer die Idee des isotropen Raumes und seiner
Flichentheorie noch nicht vorhanden ist, so lassen sich doch seine Gedanken
mit erleichterter Terminologie in unseren isotropen Begriffen ausdriicken.

. E.MvLLer betrachtet nidmlich die (isotropen) Kugeln (z-parallelen
Drehparaboloide), welche eine Fliche in einem ihrer (reguliiren) Punkte
beriithren, und zeigt, dafl es darunter im allgemeinen (d. h. auBler an unseren
,,Nabelpunkten“) genau zwei Hauptkugeln gibt, welche stationir,
d. h. noch in einem Nachbarpunkte berithren. Die beiden damit in jedem
Flichenpunkte definierten Richtungen sind (immer in unserer isotropen
Ausdrucksweise) zueinander normal und auf der Fliche konjugiert, und
fallen daher mit den isotropen Hauptkrimmungsrichtungen zusammen.
Die Integralkurven der Richtungen stationdrer Berithrung stimrhen also
mit unmseren isotropen Kriimmungslinien iiberein. Sie werden von
E. MULLER als die ,,7elativen Krdmmungslinien® der Fliche hinsichtlich
der Mannigfaltigkeit p der (von wnms als isotrope Kugeln aufgefaften) Dreh-
paraboloide mit z-paralleler Achsenrichtung bezeichret.

Ubrigens treten bei E. Mtrrer 7*) auch die GréBen K und H [in der
cartesischen Form (2)] auf, ohne dafl eine eigentliche Kxiimmungstheorie im
Sinne unserer Hauptformel (4, 19) oder (4, 25) vorhanden wire, E.Mrrrer
bezeichnet im Rahmen seiner auf die z-parallelen Drehparaboloide § ge-
stiitzten Relativgeometrie K als die P-Krimmung und H als die mettlere
B-Krimmung der Fliche.

67. Imvarianz der Kriimmungslinien bei isotropen Kugeltransforma-
tionen. Dieser Murrerschen Awuffassung unserer isotropen Kifimmungs-
linien entnimmt man sofort ihre Invarianz gegen alle Kugeltransformaiionen

1) Vgl. hierzu die ausfiihrliche Darstellung bei E. A. WEiss, Die EULERsche
Transformation. Monatshefte f. Math. u. Phys. 44 (1936), S. 326—342 und die dort
angegebene Literatur.

17) E. MULLER, a) Relative Minimalflichen. Monatshefte f. Math. u. Phys. 31
(1921), S.1--19, insbes. Nr. 4 und 8.17/18. — b) Punktmittenflichen und eine Art
relativer Flachentheorie. Sitzungsber. Akad. Wiss. Wien, Abt. I1a, 134 (1925), S. 255
—280, insbes. Nr. 13. .
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des isotropen Raumes, d.h. gegeniiber jenen rdumlichen Cremonatrans-
formationen, welche die isotropen Kugeln untereinander vertauschen. Diese
isotropen Analoga der Mosrvsschen Kugelve wandtschaften bilden eine
von elf Parametern abhéingige gemischte Gruppe (G11, Hy,).

Ein komplex-isomorphes Gegenstiick davon, das in unserer Ausdrucks-
weise zu einem indefiniten isotropen Raum gehoren wiirde, dessen absolutes
Geradenpaar (1, 2) reell, nimlich von der Form

z+y=0 r—y=0|

(5, 13) 0| i—0(®

wiire, ist (ohne Eingehen auf seine Bedeutung fiir den isotropen Raum) bereits
von H. Brcrk sehr ausfithrlich untersucht wordens), Die analytische
Darstellung dieser isotropen Kugeltransformationen gelingt leicht auf
Grund der Bemerkung, daf sie sich im GrundriB als gewdhnliche (direkte
bzw. indirekte) Mosrrssche Kreistransformationen auswirken. Wie H. Brcx
gezeigt hat, und man aus allgemeineren Entwicklungen von D. Barsinraxio)
entnehmen kann, eignen sich aber vor allem Ternionen zur Darstellung
dieser aus verschiedenen Griinden interessanten Gruppe. Ich gedenke auf sie
im Zusammenhang mit den Bemerkungen der Nr. 65 zuriickzukommen.

68. Weitere Bemerkungen iiber relative wund, isotrope Differential-
geomefrie. Wie bekannt, stiitzt sich E. Mtrrers fruchtbare Idee der rela-
tiven Differentialgeometrie auf einen #lteren Gedanken von S. Lin20)
iiber eine Verallgemeinerung des Begriffes der Kritmmungslinien. Vor allem
aber stellt sie den Zusammenhang her mit den allgemeinen, von MiNKowsKI
eingefithrten relativen MaBbestimmungen, bei denen eine beliebige Eich-
flache und ein beliebiger Punkt als ihr ,,Mittelpunkt” die Rolle der eukli-
dischen Einheitskugel und ihres Mittelpunktes iibernehmen.

Es lage in unserem Falle nahe, auch fiir die Differentialgeometrie des
isotropen. Raumes den analytischen Apparat von vornherein anzuwenden,
iiber den heute die relative Differentialgeometrie, diese vielleicht am weitesten
gedrungene Schépfung meines Lehrers E. MoriEr, verfiigt, vor allem dank
der Arbeiten von W. Suss, W. Brascmgr, A. Duscmrg, T. Kusors,

18) H. BECK, a) Eine Cremonasche Raumgeometrie. Journ. f. reine u. angew.
Math. 175 (1936), S. 129—158. — b) Uber Ternionen in der Geometrie. Math. Zeitschr.
40 (1935), S.509—520, insbes. § 17.

19) D. BABBILIAN, Galileische Gruppen und gquadratische Algebren (mit einem
Anhang: Grundrif einer geometrischen Algebrenlehre). Bull. math. soc. Roum. de sci.
40 (1938), S.7-—64.

20) 8. Lig, Uber Komplexe, insbesondere Linien- und Kugelkomplexe. Math,
Annalen 5 (1872), 8. 1951f., insbes. Nr. 46 = Ges. Abhandl. II Bd., 2. Abt., 1. Teil,
S. 55/56. -
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J. Hizaxawa, L. Berwarp u.a. Als Eichfliche konnte dabei eine 1so-
trope Einheitskugel und als Mittelpunkt ein beliebiger Raumpunkt dienen.

Wenn dies hier nicht geschieht, so hat das in der Hauptsache zwei sich
erginzende Griinde. Der erste (an sich weniger wesentliche} Grund ist der,
daf die meisten Anwendungen der relativen Differentialgeometrie, ja sogar
manche ihrer mit Mixxowskr ab ovo durchgefiihrten Entwicklungen als
Eichfliche ein geschlossenes Oval voraussetzen, das dann auch gerne
zentriert gedacht wird®l), wobei ithr Zentrum (oder doch irgendein anderer
ausgezeichneter eigentlicher Punkt) als Eichmittelpunkt dient. Die
Radien nach den Punkten der Eichfliche iibernehmen dabei die Rolle der
Normalen (,,Re’ativnormalen®) des Flichenpunktes und der auf die Eich-
flache durch parallele Tangentialebenen bezogenen Flichen im Raume.
— Im Gegensatz dazu ist nun die im isotropen Raume als Eichfliche zu ver-
wendende isotrope Kugel als Paraboloid eine offene Fliche. Uberdies ist,
das macht den zweiten, wesentlicheren Grund, im Hinblick auf die isotrope
Bewegungsgruppe (1, 4) keiner ihrer inneren Punkte vor dem anderen aus-
gezeichnet, so daf er als natiirlicher Mittelpunkt der Eichfliche vor-
zugsweise in Frage kime. Es gibt im isotropen Raume und hinsichtlich
seiner Kugeln iiberhaupt nur einen ausgezeichneten Punkt, namlich seinen
absoluten Punkt, den Fernpunkt U aller vollisotropen Geraden (Nr.1). Die
auf ihn zu grimdende. relative Definition der Flachennormalen stimmt zwar
mit der isotropen Definition (Nr.43) iiberein, eine Anwendung des ana-
lytischen Apparates der relativen Differentialgeometrie fiir einen Fernpunkt
als*Mittelpunkt der Eichfldche ist aber nicht moglich.

Auns diesen Griinden erweist es sich am giinstigsten, die Entwicklung der
Differentialgeometrie des isotropen Raumes in erster Linie auf die isotrope
Bewegungsgruppe G (1,4) zu stiitzen und sie als deren Invariantentheorie zu
entwickeln, und die Gedanken der relativen Differentialgeometrie erst dann
heranzuziehen, wenn es durch das Versagen oder Trivialwerden gewisser
metrischer Begriffe des isotropen Raumes unumginglich wird. Eine
solche Notwendigkeit wird sich z. B. einstellen, wenn wir bei spéterer Ge-

21) Wie ausschlieBlich man gerne in der relativen Differentialgeometrie an ge-
schlossene Eichflichen denkt, zeigt ein von T.KUBOTA [Krimmungstheorie in der
relativen Flichentheorie. Japan. Journ. of Mathem. XI¥/2 (1935), S. 21—26] formu-
liertes T'heorem iber die Giltigkeit des M EUSNIERschen Satzes in der relativen Diffe-
rentialgeometrie: ,,Wenn die durch eine feste Flichentangente moglichen ebenen Schnitte
einer bheliebigen (regularen) Fliche Relativschmiegkreise haben sollen, die einer MEUS-
NIERschen Relativkugel angehoren, so muf die Eichfliche notwendig ein Ellipsoid
sein.” — Der hier gegen das Resultat unserer Nr. 47 auftretende Widerspruch ist
nur scheinbar. KUBOTA legt eben seiner Untersuchung stillschweigend eine ge-
sehlossene Eichfliche zugrunde, so daB der im isotropen Raum realisierte Fall
des Paraboloids als weitere mégliche Eichfliche nicht erfaBt wird.
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legenheit (Abschn. VIII) versuchen werden, die in Nr.60 definierten
isotropen Minimalflachen dadurch als ihres Namens berechtigt nach-
zuweisen, dal wir ein (geometrisch nur aus Relativbegriffen zu gewinnendes)
Variationsproblem aufstellen, dessen Extremalflichen sie sind. )

69. Relativgeometrische Kennzeichnung der isotropen Kriimmungs-
linien. Gleichwohl ist es manchmal auch aus anderen, z. B. elementargeo-
metrischen Griinden von Vorteil, die Ideen der relativen Differential-
geometrie heranzuziehen. Das ist der Fall, wenn es sich z. B. in unserem
Falle darum handelt (dhnlich wie im euklidischen Falle), eine Kennzeichnung
der Kriitmmungslinien durch das Verhalten der Flichennormalen zu
gewinnen. Man kann dann nimlich mit E. Mt1LER?) eine beliebige isotrope
Kugel als Eichfliche und einen beliebigen (z. B. inneren) Punkt O als ihren
Mittelpunkt nehmen. Erklart man dann die von O ausstrahlenden Radien
der Kugel als ,,Relativnormalen® ihrer Tangentialebenen — eine Defini-
tion, die natiirlich isotropen Bewegungen gegeniiber nicht invariant ist —,
so gilt das folgende MtLLERsche Theorem:

Léngs der isotropen Krimmungslinien bilden die (wie erwihnt: nicht
bewegqungsinvarianten) Relativnormalen einer Fliche Torsen.

Man kann diesem Satze durch besondere Wahl der Kugelmitte O eine
bemerkenswerte Form geben, die gleichfalls von H.Murrer22) herriihrt.
Erklart man némlich den Brenn punkt der isotropen Kugel als ihre Relativ-
mitte, so kann man sagen, daB die Relativnormalen einer Fliche aus den
z-parallelen Geraden (d. h. aus den 1sotropen Flachennormalen!) durch elementar-
geometrische Spiegeluny ( Reflexion) an der Fliche entstehen. Man hat so die
folgende bemerkenswerte elementargeometrische Kennzeichnung der
isotropen Kriimmungslinien:

Werden die zur z-Achse parallelen Strahlen (= die isotropen Flichen-
normalen) an emer Fliche reflektiert, so erhili man eine Strahlenkongruenz,
die man als Relaiivnormalenkongruenz der Fliche deuten kawn. Die
Torsen dieser Kongruenz schneiden die Fliche nach ihren isotropen Kriim-
mungslinien.

Diesem interessanten elementargeometrischen Ergebnis kommt jedoch
— der fehlenden isotropen Bewegungsinvarianz wegen — an sich, wie
schon gesagt, keine eigentliche Bedeutung im Rahmen der Geometrie
des isotropen Raumes zu.

%) E. MULLER, 173) Satz 2. — Die Brennflichen dieser Kongruenz von Relativ-
normalen sind die elementargeometrischen Brennpunktsorter der isotropen Haupt-
kugeln der Fliche, d. h. die relativgeometrischen Gegenstiicke der Zentraflichen.
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70. Isotrope Kennzeichnung der Kriimmungslinien. Es gibt aber natiir-
lich auch einfache ssotrop-geometrische Kennzeichnungen dieser Kriimmungs-
_linien, in Formulierungen, die auch im euklidischen Falle Bestand haben.
Zwar kann man dazu die untereinander parallelen isotropen Flachennormalen
nicht heranziehen, wohl aber z. B, die in Nr.21 eingefiihrten Streifen-
normalen. In der Tat gilt (wie im euklidischen Falle) folgender Satz:

Lings der isotropen Kriimmungslinien einer Fliche bilden die Streifen-
normalen Torsen. Dies dndert sich wicht, wenn man die Streifennormalen
um die Kurventangenten wm denselben Neiqungswinkel y dreht?3).

Natiirlich bleibt die Streifennormale dabei in einer und derselben isotropen
Ebene und der Neigungswinkel ¢ ist im Sinne der Formel (1, 15) eigentlich
als Neigung schlechthin zu verstehen.

71. Die kriimmungsfesten Ahnlichkeiten. Wir haben in den Abschnitten
1V und V die Kriimmungstheorie der Flichen des isotropen Raumes als
Tnvariantentheorie den Flichen gegeniiber der € von isotropen Bewe-
gungen (1, 4) entwickelt. Daraus darf man nicht folgern, dafl alle unsere
Ergebnisse fiir die Kriimmungsverhiltnisse der Flichen nur dieser Gruppe
gegeniiber geometrische Bedeutung haben miiiten. In der Tat stellt man
[z. B. an Hand der expliziten Darstellung z = z(z, y) der Fliche] leicht fest,
daB sich die mittlere und die relative Krfimmung H und K und damit
die Normal-Kriimmungsverhaltnisse einer Fliche iiberhaupt sogar
gegeniiber der siebengliedrigen Gruppe G, von isotropen Ahnlichkeiten

' =a-+dyz—dyy . i
(5, 14:) yl =b +d2$+d1y . "‘G7
7 = ¢+ o1&+ 62y + (@} +dY)z

invariant verhalten. Man wird cfiese Transformation darum als die
krimmungsfesten Ahnlichkeiten des isotropen Raumes bezeichnen
konnen. Die Invarianz erstreckt sich jedoch nur auf die Normalkriim-
mung, nicht auch auf die gewdhnliche isotrope Kurvenkrimmung z.

VI. Die Ableitungsgleichungen der isotropen Flichentheorie.

72. Die GauBschen Ableitungsgleichungen. Bezeichnen wir mit n den
vollisotropen Normalenvektor

6, 1) n=1(0,01)
der Fliche
(6, 2) % = x(% v),

23) Darin steckt natiirlich der Satz von JOACHIMSTHAL. Vgl V. u. K. KOMMERELL,
Pheorie der Raumkurven und krummen Flichen I. Berlin-Leipzig 1931, 8. 64, Satz 2.
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so ist unter den in Nr.40 angenommenen Regularititsbedingungen
(6, 3) [2u, 255 1] = [u: %] = W= 0.
Man kann also die abgeleiteten Vektoren x,u, ¥y, ., linear durch
%y, %, und n ausdriicken, so daf etwa
(6, 4) ¥uu = aX, + fx, +y1
wird.

Durch Einsetzen von %, in die Definitionsgleichung (4, 18) von L findet

man sofort » = L. Es ist weiter

(6: 5) ;:uu = ‘xiu + ﬁiow
woraus wegen (4, 8) folgt

(%, %y = 0B + BF,
12, %4, = oF + 6.

Nun ist ¥ = F und %,%, = F, also folgt durch Ableitung nach w:

(6, 6)

2 Eu:iuu = Eua E'u.ni'o + iugu‘v = Fua
d.b. %,,%, = F, — } E,. Daher wird aus (6, 6)

focE—{—ﬁF =31E,,

(6,7) ]O(.F—}—[SG:——-‘Fu“‘%E”,

woraus man folgert

_ 'B,6—2F,F+EF __ (11
; &= S(EG—F? Tl }’
6.8 g — —E,F+2F,E—F,E (1 L
- 2(EG —F?) —l2

Ahnlich driicken sich die Ableitungen ¥,, und %,, durch die beziglich
der ersten Grundform genommenen CHrisTorrELschen Symbole und die
FundamentalgréBen M und N aus, so daB man msgesamt die Gavssschen
Ableitungsgleichungen der isotropen Flichentheorie m folgender Gestalt
erhilt:

ST PR
(6,9) Xy = {112}%’1‘{122} %, +Mmn,
%ow = |

£
SRETI R P

Diese Gleichungen stimmen formal mit jenen aus der euklidischen
Flichentheorie iiberein. Der Unterschied besteht natiirlich darin, daf
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die Christoffel-Symbole dort beziiglich des euklidischen, hier beziiglich des
isotropen Bogenelementes (4, 9) zu bilden sind. ’ '

73. Die Ableitangsformeln von Weingarten. Um zum isotropen Gegen-
stiick der nach WeiNearTes benannten Gleichungen fiir die Ableitungen
des Vektors der Flichennormalen zu gelangen, geniigt es im isotropen Raume
offenbar nicht, an die vollisotrope Flichennormale n (1) anzukniipfen.
Das wiirde wegen der Konstanz von n ja nur zu den trivialen Gleichungen

(6, 10) M, =0, N,=0

fithren. Wir werden vieimehr auf die Stellung der Tangentialebene und
ihren Bivektor
{6,11) ’ {Xus %0)

zuriickgreifen miissen, den wir giinstig noch durch Division durch seinen
(im GrundriB ablesbaren) isotropen Flicheninhalt

(6, 12) [Zu> 2«7] =W
zum Betrage eins normieren, d.h. als Hinheitsbivektor der Tangential-
ebene wihlen und mit N bezeichnen:
[20 %]

(6,13) R = el

Wir fithren daneben noch sinngemif die beiden Bivektoren ein, welche
durch n und x, bzw. %, bestimmt sind, und setzen
(6, 14) U=1[x,n], B=1[x,n]

Mit x,,, %,, 1t sind auch ¥, B und N linear unabhingig, so daBl es moglich
ist, zu Ableitungsgleichungen dieser Bivektoren zu gelangen.

Zunichst folgt aus (14) und den Gaussschen Gleichungen (9) das
Formelsystem

w={"tu+{," s
(6,15) w=su={u+{,7}s
B, — {212 222} x.

_ Ferner erhilt man aus (13) durch Ableiten

s> %y ur Ty Wy,
gtu:—" {iwxli;[x = ]“"W{xwxvl

{8, 16)

U V> P 2 e Ww
R, = & s}—;m Epol _ LA N
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und daraus ergibt sich, wieder auf Grund der Gaussschen Gleichungen und
der Bezeichnungen (14), das System der WrincarTENschen Ableitungs-
gleichungen der isotropen Flichentheorie:

M L
N, =3 A—579,

(6,17) N %
ER,,,ZWH-W.‘B

74. Integrabilititsbedingungen. Bestimmung einer Fliche durch die
beiden Grundformen., Kennen wir mit den Gavussschen und WEINGARTEN-
schen Formeln das (vollstindige) System der Ableitungsgleichungen fiir die
Flachen des isotropen Raumes, so erhebt sich die Frage nach den notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, unter denen sechs vorgegebene Funktionen
E, F,G, L, M, N von % und v die beiden Grundformen einer (nur bis auf
isotrope Bewegungen und Umlegungen bestimmten) Flache x (%, v) bestimmen.

Die zwischen den sechs Fundamentalgréfen bestehenden Abhingigkeiten
reduzieren sich auf die Integrabilitdtsbedingungen der Gavssschen Ableitungs-
gletchumgen, d.h. auf

o AN

Die Integrabilititsbedingungen der Wrixcartexschen Gleichungen, d.h.
die Gleichungen
(6, 19) Ruw = Rou
sind eine Folge von ihnen.

Die Integrabilititsbedingungen (18) bedeuten das Verschwinden der
Vektoren

(Fuw)o — (Fuo)y = 1%, + ﬁlxln +yim,

6, 20
( ) (Fuv)o — FEoodu = %Xy + f2¥y + 72t

d.h. das Verschwinden der sechs Koeffizienten rechter Hand.

Wie im euklidischen Falle fiithren die vier Gleichungen «, = 0 und
B: = 0 auf dieselbe Bedingung. Sie kann im isotropen Raume dahin formu-
liert werden, daB die Gleichung

: 1 E E, E 1 (0 (E,—F, 8 (F,—@,
(6,21) Ka=~ng éf: g: ~ g lan ) —q(C ) =0
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i und v identisch erfiilllt ist. Dies beinhaltet das Theorema egregium
des isotropen Rawmes, welches besagt, dafi das Bogenelement der Fliche

(6, 22) d? =Edu? 4+ 2F dudv -+ G do?

verschwindende G 1vsssche oder Absolutkrimmung K, hat.
Die Bedingungen y; = 0 ergeben schlieBlich, so wie auch im euklidischen
Falle, die beiden M arvarpr-Copazzischen Gleichungen:

(BG —2FF +GE) (L, —M,) T B L~
— (EN —2FM +GL) (B, — F.) T *f; g“ %’ =0

(6,23) E Eu L!
(BG —2FF +GE) M, ~N.) . 7w b

~ BN 2P 4+6I) (F, G T o Dol

Sie wiirden sich tibrigens aach als die Integrabilitatsbedingungen der
WeiNearTENschen Gleichungen (17) ergeben.

Fassen wir das Ergebnis zusammen, so gilt nach den Existenzsitzen
aus der Lehre von den partiellen Differentialgleichungen der folgende fiir
die Flichentheorie des isotropen Raumes grundlegende Satz:

Sind das Theorema egregium (21) wnd die Marvarpr-Copazzischen
Gleichungen (23) erfillt, so ist durch die sechs Fundamentalgriffen E, F, G,
L. M, N eine Fliche x(u, v) des isotropen Raumes festgelegt, und zwar ein-
deutig bis auf isotrope Bewegungen und Umlegungen.

75. Eine Anwendung der Codazzischen Gleichungen: Der Satz von
G. Scheffers iiber die Fliichen fester Relativkriimmunz. Meine vor kurzem
erschienene Note iiber die Flachen fester Relativkrimmung

(6, 24) K = rt — s2 = const. = 0

des isotropen Raumes?) enthilt als eines ihrer hauptsichlichen Ergebnisse
eine sehr einfache geometrische Erzeugung dieser aus vielen Griinden
bemerkenswerten Flichen. Man kann nimlich, wie ich bewies und schow er-
waiknt wurde, diese Flichen (24) mit Hilfe der auch wm isotropen Rawme vor-
handenen Crirrorpschen Schicbungen aus shren Asymptotenlinien als
Crirrorpsche Schiebfliche erzeugen.
Der Beweis dieses Theorems stiitzte sich dabei auf folgenden schon von

G. ScuEFFERS2) stammenden Satz:

" Bei den Flichen 7t — s2 = K — const. (== 0), und nur bei thnen, bilden
die Asymptotenlinien im Grundriff ein Schicbnetz.

%) G. SCHEFFERS, Eigenschaften der Integralflichen der partiellen Differential-
gleichung s* — 7t = const. Math. Zeitschr. 5 (1919), S, 112—117; insbes. S. 114.
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Da die Schiebnetze die einzigen Tscmrsyscmerr-Netze (= &dqui-
distante Netze, E =@ =1) der Ebene sind, und die isotrope Flichenmetrik
sich im Grundrif als gewohnliche euklidische Metrik duflert, kann dieser Satz
von ScHEFFERS in isotroper Ausdrucksweise auch so formuliert werden und
bildet dann das isotrope Gegenstiick eines bekannten Satzes von Hazzipaxis
iiber euklidische Flichen konstanter Gavssscher Kriimmung:

Auf den Flichen fester Relativkriimmung K = const. == 0 des isotropen
Raumes, und nur auf ihnen, bilden die Asymptotenlinien ein dquidistantes
( = TscueyscaErr- )N etz.

Wir wollen diesen Satz mit unseren Mitteln beweisen, und beziehen
zu dem Zwecke die Fliche auf Asymptotenparameter. Man hat dann

{6, 25) L=N=0
und nach (5, 1)
— 2
(6) 26) K = TG F? = const. = 0,
also .
(6, 27) M2 = — K(EG — F2) = 0.

Ziehen wir fiir unsere Fliache konstanter Relativkriimmung die Copazzr-
Marxarpischen Gleichurgen (23) heran! Sie lauten wegen (25) und (27) und
nach Kiirzung durch M = 0

[+2Mlg[u -t QF(E,,-—F«“) —”(‘EGu—‘GEu) =0,

{6. 28) M

K
Berechret man nun die Gré8en 2 MM, und 2 MM, durch Ableitung von (27),
so findet man fiir (28) einfach:

| EG, — FE, =0,

| 2 ¥, 5p(p,— G, — (BG,—GB) = 0.

(6, 29)

| FG, —GE, = 0.
Daraus folgt, da die Determinante EG — F2 == 0 ist, zunéchst
(6, 30) E,=0, G, =0,
d.h.
(6; 31) E =E®u), G=G@),
and durch Einfithrung der neuen Parameter
(6, 32) W = _\‘}’E(u) du, o = ﬁ%dv
endlich
(6, 33) B =@ =1.

Damit ist zuniichst gezeigt, daB die Asymptotenﬁnien‘ auf den Flichen
fester Relativiniimmung wirklich ein quidistantes Netz bilden.
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Bleibt noch die Umkehrung, d. i. der Nachweis dafiir, daB dquidistante
Netze aus Asymptotenlinien nur auf Flichen fester Relativkrimmung
K = const. méglich sind.

Es sei also fiir die Asymptotenlinien als Parameterlinien, d.h. fiir
L = N = 0 die Bedingung der Aquidistanz
(6, 34) E=G=1
erfiilllt, Dann ergeben die Copazzi-Marxarpischen Gleichungen :

{ (1—F)yM,+MFF, =0,
1—F)M,+MFF, =0.

Dies besagt aber nach (26) und (34), da8 fiir die Relativkriimmung K

(6, 36) K,=0, K,=0

gilt, also in der Tat fiir die Flache K = const. ist.

(6, 35)

VIL Sphirische. Abbildung und Richtungshbild .

76. Das sphirische Bild. Mehr als die euklidische hat die isotrope
Flachentheorie in ihren Problemen mit Vorteil die sphirische Abbildung
der Flichen oder deren Verkniipfung mit der stereographischen Projektion,
das sogenannte Richtungsbild der Flichen heranzuziehen.

Wir erkliren als Einheitskugel des isotropen Raumes die isotrope
Kugel vom Parameter minus eins:

(7. 1) 2= — 1+ ).
Bilden wir auf sie vermittels paralleler Tangentialebenen die Punkte

x (%, ¥, z) der Fliche
f z = x(u, v),

(1.2) () 1y =yluv),
) z2 = 2 (u, v)

ab, so ergibt sich der sphérische Bildpunkt X (X, Y, Z)

Yu %y
= Yo_ %o
X bt + '"‘""'W 3

2, z,
(7,3) X (u,0)--- EZ: xvl!
Y=+~—<—B~7~—~,

- Z::._%(X2—-}-Y2)=—%Vz(u:”):
wobei E F 2|
] , F0z4
Ezg—2Fz,2,+ @ w %0 0 |
(7, 4) Vz(uv) = 2 Egi;vz+ = E;?(:——-F2§
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den beziiglich der ersten Grundform (4, 9) genommenen ersten Brrrranischen
Differentiator von z (u, v) bedeutet.

77. Das Richtungsbild. Der Ubergang zum GrundriB des spharischen
Bildes kann im isotropen Raume als stereographische Projektion der
Einheitskugel (1) aus ihrem absoluten Fernpunkt gedeutet werden. Der ent-
stehende Bildpunkt
{7, 5) ¥I=(X79)

kann im Anschluf} an eine Ausdrucksweise der Darstellenden Geometrie als
das Richtungsbild des Flichenpunktes x bezeichnet werden. .

Merken wir noch die Formeln fiir das sphérische und Richtungsbild der
Fliche bei expliziter Darstellung

(7, 6) z = 2(%, y)

an. Man hat
] =~——p($,y)l"_x_

7 XY =—q@y)] ’
IZ—*-* 2V 2(2, y) = — 3 (0% + ).

78. Die dritte Grundform. Der Satz von Beltrami-Enneper. Aus den
Formeln (7) ergibt sich fiir das Bogenelement dS des sphirischen Bildes und
das ihm gleiche des Richtungsbildes

(7,8)  d82 =1II] —dX2 +dY? = (rdz + sdy)? + (sdx + tdy).

Mit Hilfe der Formeln (4, 25) und (5, 3) bestétigt man leicht, da auch
im isotropen Raum diese dritte Grundform III mit der ersten und zweiten
durch die Relation

(1,9) K-I—2H-II +III = 0

verbunden ist. Wir schreiben allgemein:
(7,10) dS2 =JII =2H-11 — K- 1 =edu? -+ 2fdudv + gde2.

Daraus folgert man in bekannter Weise die Giiltigkeit des Satzes von
Berreamr und Exveesr fiir die Torsionen 7 der sich in einem Flichen-
punkte der Relativkriimmung K kreuzenden Asymptotenlinien: Wegen
IT = 0 hat man fiir sie

(1,11) T="0 = m:iv K,

was sich iibrigens auch ohne (11) durch elementare Rechnung erweisen lieSe2).

79. Definition der Relativkriimmung K im Sinne von Gauss. Man kann
die Relativkrimmung K in Ubertragung eines Gavussschen Gedankens als
den Grenzwert des Quotienten korrespondierender Flichenelemente d¥ und df
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des spharischen Bildes und der Flache auffassen. Man hat namlich nach (4, 12)
fiir die Flicheninhalte korrespondierender Bereiche

= |{2& D
P = |[5Rs duan

(7,12) N

o (x,
f= ﬁaiu,iii du d.
L %
Zieht man F und f entsprechend auf Punkte zusammen, so hat man
nach (7) in der Tat
. dF  3(X,Y) d(uv) 9(X,7) f—7 — 8|
13 hm G = 5w T @ - —t =L

Daraus folgt z. B., daf fiir Flichen mit der festen Relatizkriimmung
K = +1 bzw. K = — 1 die sphirische Abbildung und das Richtungsbild
direkt bzw. indirekt flichentreu ausfallen.

80. Die Konformitit des sphirischen Bildes der Minimalfichen. Von
mehr Interesse ist die Frage nach jenen Flichen, z = z(, y), deren sphirisches
Bild zur Fliche selbst konform ausfallt.

Fiir die Abbildungsfunktionen (7)

X =-— 29(3” ?/)’ Y=~ Q(x’ y)>

(1, 14) 9 (X, ¥)
F(amy ~EF0
gilt dann
1. im Falle direkter Konformitét nach Cavcmv-Riemaxx
op _9¢  9p _ _0g
(7315} é—a’;"‘ay; ay‘— iz’
d. h. man hat
{7, 16) r=1 s=0.
Die Fliche hat dann notwendig eine Gleichung der Form
{7, 17) ) z=oa(2+y?)+pr+yy+0o

mit o == 0, und es folgt der Satz:

Die sphiirische Abbildung st fir die isotropen Kugeln, und nur fir sie,
dirvekt konform, nimlich eine direkte Almlichkeit.

2. Im Falle indirekter Konformitit hat man statt (15) die Glei-
chungen

op _ _ dg op _ dq
(1,18) m=—5 A=

d. h. es mufl gelten:
{7,19) r+t=20, s=-s.
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Dies bedeutet nach (5, 3), daB die mittlere Kriimmung H der Fliche
verschwindet. Nach Nr. €0 ergibt sich der Satz:

Die sphinrische Abbildung ist fiir die kiummen Minimalflichen des
isotropen Raumes (H = 0) und nur fir sie indirekt konform. Der Grund-
r¢f der Fliche ist dann ebenfalls indirekt konjorm auf das Richtungsbild bezogen.

81. Dualisierang des Bogenelementes. Das im isotropen Raume giiltige
metrische Dualititsgesetz legt es nahe, auch die Flichentheorie in emer
Weise aufzubauen, die vollig in sich dual ist. Ein solcher dualistischer Aufbau,
den wir hier aus Griinden der Kiirze nicht systematisch durchfiihrten, sondern
nur in einigen Punkten besonderen Interesses andeuteten (Nr.52), wiirde
anzukniipfen haben an das zum Bogenelement ds duale Winkelelement do
zweier benachbarter Tangentialebenen der Fliche. Dieser Winkel 49, dessen
Definition durch die Formeln (1, 7) oder (2, 22) geliefert wird, kann auch als
der Winkel der parallelen Tangentialebenen des sphirischen Bildpunktes an-
gesehen werden. Er fillt daher (nach den Bemerkungen in Nr.9) einfach
mit dem Bogenelement dS des sphirischen Bildes zusammen:

{17, 20) d92 = d82 = edu? - 2fdudv + gdo? = IIT |.

VIII. Die Relativoberfliche. Die isotropen Minimalfsichen als ihre Extremalen.
Assoziierte Minimalfliichen. Die isotrope Enneperfliiche.

82. Isotroper Flicheninhalt und Plateausches Problem. Das nach
Prareav benannte Problem der Kklassischen Differentialgeometrie verlangt,
in eine einfach-geschlossene Raumkurve ein Flichenstiick minimalen Inhalts
einzuspannen. Es ist heute, wie bekannt, in umfangreichstem Sinne gelost
und man weill seit Laerance, dafl als seine Losungen Minimalfldchen
auftreten, d. h. solche verschwindender mittlerer Kriimmung #.

Besieht man das entsprechende Problem des isotropen Raumes, so
stellt man sofort fest: Wird die Oberflichendefinition zugrunde gelegt, welche
von unserer bisherigen isotropen Inhaltsbestimmung (4, 12) geliefert wird,
d. h. miBt man den Inkalt f des isotropen Flichenstiickes B durch die elementare
Fliche ihres Grumdrisses B': .

(8,1) f:ngudv:ﬁdxdy,
b

80 ist die PraTmausche Problemstellung deswegen trivial, weil alle in die
einfach-geschlossene Kurve eingespannten isotropen Flichenstiicke mit
einfach iiberdecktem Grundrif denselben Inhalt, nimlich jenen ihres
Grundrisses haben.

Mathematische Zeitschrift. 48. a7
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Die Inhaltsbestimmung der Formel (1) hat also zwar den Vorteil,
gegen isotrope Bewegungen invariant zu sein, sie leistet auch fiir viele
belangvolle geometrische Fragestellungen die vom euklidischen Falle her
erwarteten Dienste (man denke etwa an unsere Ubertragung der Gaussschen
Definition der Relativkriimmung K in Nr. 79), sie versagt aber, wenn es
gilt, das Variationsproblem der Oberfliche im isotropen Raum sinn-
voll zu formulieren.

83. Maoglichkeit eines nicht-invarianten Oberflichenbegriffes, mit in-
varianten Extremalen. Es ist aber darum nicht unméglich, einen neuen
Oberflichenbegrifffiir den isotropen Raum aufzustellen, dessen Variations-
problem gerade von den isotropen Minimalflichen, nimlich jenen mit
verschwindender mittlerer Kriimmung H gelést wird. Wir werden dabei
allerdings in Kauf nehmen miissen, daf dieser neue Begriff der Oberfliche
isotropen Bewegungen gegeniiber nicht mehr invariant ist. Das muB
aber seinerseits wieder nicht bedeuten, daf auch die Extremalen dieser nicht-
bewegungsinvarianten Inhaltsbestimmung gleichfalls nicht-invariant sind.
Im Gegenteil! Es wird sich zeigen, dafl die Extremalen der jetzt zu de-
finierenden ,,Relativoberflache® des isotropen Raumes von durchaus
bewegungsinvariantem Charakter sind, nimlich, wie erwihnt, mit
seinen Flachen verschwindender mittlerer Kriimmung H = 0 zusammen-

fallen.

—— .

Damit ist zu den vielen Eigenarten, welche der Geometrie des isotropen
Raumes bisher an sich schon anhaften, eine neue, nicht weniger interessante
gefiigt.

Wenn wir noch an die Bemerkungen in Nr.44 anschlieBen, die fest-
stellten, dafl im isotropen Raume iiberall dort, wo eine Invariante immer
oder in Einzelfillen versagt, eine andere Invariante als Ersatz vorhanden
sej, so werden wir im Hinblick auf die Begriffe isotrope Oberfliche und isotrope
Relativoberfliche feststellen konnen, dafl im isotropen Raume auch dafiir
gesorgt ist, daB diese Invariante, die Oberfliche, die an sich zwar nichttrivial
vorhanden ist, aber gewissen Problemen, wie unserem Variationsproblem
gegeniiber versagt, ersetzt werden kann durch eine andere, freilich nicht
mehr invariante GroBe, eben die Relativoberfliache, fiir die das betreffende
Problem wirkiich und nichttrivial gelost werden kann und sogar zu einem
durchaus invarianten Resultat, nimlich zu unseren Lésungsflichen ver-
schwindender mittlerer Kriimmung fiihrt.

84. Definition der isofropen Relativoberfliche. Wir wihlen die isotrope
Kugel
8 2) z2=—1 (2 +¢7)
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als Eichfldche und den beliebigen Raumpunkt 9t vom Ortsvektor

(8? 3) M = (52 7, é‘)
als ,,Mittelpunkt® einer Mixgowskischen MaBbestimmung. Es sei weiter
(8, 4) X={X,Y, — (X2 + Y2)}

der in den Formeln (7, 3) bzw. (7, 7) niedergelegte sphirische Bildpunkt
des Punktes

(8, 5) x(u, v) = {x(u, v), y(u, ), z(u, v)}
der Flache (7, 2), und
(8. 6) P=%X—M

der vom Mittelpunkt IR zum sphirischen Bildpunkt X fithrende ,,Radius®
der Eichfliche (2), welche auch, wie alle isotropen Kugeln, als Relativkugel
bezeichnet wird.

Dann wollen wir mit H. M1xrowssi125) als isotrope Relativoberfliche O
des wm Sinne der Nr. 40 reguldren Flichenstickes B (7, 2) die Gréfe

87 0= Q[@,zmxﬁ] du de

definieren. Wir konnen sie sofort in zwei Teile aufspalten; man hat zunschst
nach (6)

(8, 8) 0= [[1%— M 2, x]dudo,
B
also
8, 9) 0 = [[ % 2., x,]dudo — [[ (M, z,, ] du do.
B ]

85. Umformung der Relativoberfliiche mittels GauBens Integralformel.
Hier hingt der erste Teil von der besonderen Lage des Mittelpunktes I
zwar nicht mehr ab, er hat aber doch im isotropen Raume keinerlei absolute,
d. h. invariante Bedeutung. In der Tat ist dieser Teil, den wir mit O* bezeichnen
wollen:

(8, 10) 0% = ([ [%, 2. x,] du dv
B

nichts anderes als die fiir den Koordinatenanfang O = (0, 0, 0) als Mittelpunk
der Mivkowskischen Metrik genommene Relativoberfliche des Flichenstiicks B’
also ebensoweniqg wit der Fliche bewegqungsinvariant verkniipft, wie es der Ko~
ordinatenanfong O mit der isotropen Kugel (2) ist.

) H. MINKOWSKY, Volumen und Oberfliche. Math. Annalen 57 (1903), S. 447
—495; = Ges. Abhandl, II. Bd., Abh. XXVI; insbes. §8. — Vgl W. BLASCHEE,
Differentialgeometrie I1, S.205.

‘)7*

-
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Man kann O* in sehr einfacher Weise und parameterinvariant schreiben.
In der Tat findet man durch Eintragen von X aus (7, 8)

(8,11) 0% = 4 [[V2(u,0)- W dudy,
B

unter V z(u, v) den auf die z-Koordinate der Fliche angewandten und be-
ziiglich der ersten Grundform (4,9) genommenen ersten Brrrramischen
Differentiator (7, 4) verstanden.

Wenden wir uns noch dem zweiten Teile von (9) zu! Er hiingt auBer
von dem Fléchenstiick B nur noch von dem festen, aber an sich beliebigen
Mittelpunktsvektor 9t ab, ist also gegeniiber isotropen Bewegungen der
Fliche (d. h. der Fliche allein) ebenfalls nicht invariant. Wir konnen
aber weiter leicht feststellen, daf dieses zweite oder, wie wir gerne sagen
wollen, dieses ,,Zusatzglied*

(8, 12) J = j.j (M, =,, %, du dv
¥
lediglich vom RBande R des Flichenstiickes B, wicht aber von der speziellen

Fliche B (7, 2) selbst abhingt.
In der Tat hat man nach dem Gauvssschen Integralsatze

(5,13) [t mduds — 5 $is.az,
B R

woraus durch innere Multiplikation mit 9t folgt:

8 14) 7= ([, ziande = 5 gansan
B R

Eine einfache, aber spiter wichtige Folgerung ist, da8 be: beliebiger
Variation des in den Rand R eingespannten Flichenstiickes B das Zusoiz-
integral J keine Anderung erfihrt, d. h. daf
(8, 15) 0 =0
ist.

Zusammenfassend lavtet also die fir den Mittelpunkt M der Eichfliche (2)
gebildete Relativoberfliche O eines requliren Stiickes B der Fliche x (u, v):

8716 |0 = 0% —J = —’é_” V2 (u,0)- Wdudo — —;—Cj;{im,x, aq |.
B R

Dabes stellk O* die zum Koordinatenumlong O = (0,0, 0) als Mittelpunkt
gehorige Relativoberfliche dar, wihrend das von der Verschiedewheit der
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Zentren O und M horrihrands Zusatzglizl J nur vom Ran d e R des Flichen-
stiickes abhiingt.

86. Verhalten der Relativoberfliche bei isofropen Bewegungen. Wird
ein Flichenstiick B im isotropen Raume bewegt, so erfihrt sein sphirisches
Bild auf der Einheitskugel (2) ebenfalls eine gewisse Bewegung, die im
Sinne der isotropen Kinematik als eine Drehung der Eichkugel aufgefaft
werden kann. Wenn der Mittelpunkt I bei dieser Kugeldrehung mitgenommen
wird, so ist klar, daB die Relativoberfliche des alten Flichenstiickes, genommen
fiir das alte Eichzentrum einerseits und die Relativoberfliche der neuen Lage
des Flachenstiickes beziiglich der neuen Lage des Eichzentrums andererseits
einander gleich sind. Bes gleichzeitiger und korrespondierender isotroper
Bewegung der Fliche im Rawm und des Eichzentrums 9m System des sphérischen
Bildes ist die Relatioberfliche eine isotrope Imvariante.

Es folgt daraus, daf bei der iiblichen Auffassung der Mixrowskischen
Metrik, bei der doch der Mittelpunkt der Metrik als durchaus fest zu be-
trachten ist, von einer isotropen Bewegungsinvarianz der Relativober-
fliche nicht die Rede sein kann. Wenn wir z. B. den Koordinatenanfang

= (0, 0, 0) als rechnerisch bequemstes Zentrum wihlen und demgemif
als Relativoberfliche einfach den Ausdruck O% (10) erkldren, so ist das, wie
oben schon erwihnt, gewiB keine gegen isotrope Bewegungen invariante
Definition. In der Tat ist ja die einzige invariante FlachenmaBbestimmung
jene, welche durch die elementare Inhaltsformel (1) erkldrt ist.

Gleichwohl ist es jedoch, wie schon erwihnt, moglich, daf das Variations-
problem, das sich mit unserer Definition der isotropen Relativoberfliche
verkniipfen 138t, auf eine Klasse von Extremalflachen fiihrt, denen im
isotropen Raume durchaus invarianter Charakter zukommt. Diese
Moglichkeit beruht offenbar darauf, daB nach (16) die beziiglich zweier
beliebiger Eichzentren M; und M, genommenen Relativoberflichen sich
nur um ein Randintegral unterscheiden, oder, was dasselbe ist, um ein
Doppelintegral — des Typus (12) —, dessen Integrand ein Divergenz-
ausdruck ist.

87. Die erste Variation der Relativoberfliiche. Notwendigkeit von H = 0
fiir isotrope Minimalfliichen. Wir wollen als isotrope Minimalflichen
die Extremalen des Variationsproblems der isotropen Relativoberfliche erkliren
und wollen zeigen, daf fiir solche F. lackm notwendig die mitilere Kriim-
mung H (5, 1) verschwindet.

Wir fanden fiir H in (5, 3) die invariante Darstellung:

(8, 17) H =} A 2(u, ).

Es gilt also, die erste Variation é O der Relativoberfliche zu berechnen,
wobei wir uns vorstellen, da8 alle zur Konkurrenz zugelassenen Flichenstiicke
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in den Rand R eingespannt seien. Da das Zusatzglied J in (16) als Rand-
integral verschwindende Variation hat, geniigt es, die Relativoberfliche
durch O* zu erkliren und sie durch die Formel (11) zu definieren,

Das Flichenstiick B (7, 2) soll dadurch variiert werden, daB8 wir auf den
(vollisotropen, d.i. z-parallelen) Flachennormalen die Strecken & -2 (u, v)
auftragen. Die variierte Fliche 8 hat also folgende Form:

z = z(%,v),
(8,18) ifw)-~{z7= y(.9),
z = 2{%,v) + ¢-A{«,?),

wobei A(u, v) am gemeinsamen Rande R von B und B verschwindet.
Die variierte Relativoberfliche O* lautet nach (11) wegen des gemein-
samen Parameterbereiches

(8,19) 0% = %QVE(‘M,'U) W dudo.
Nach (18) und bekannten Regeln ist nun
(8, 20) Vei=V{z4e-A}=Vz+2eV (2,4 + 274,
wobel
|\E F =z,
F Gz
Ez'va'u"F(zu}w'i"zwzu)’!"gzuzu — )}*u ;-e; 0 .
®20) Vd = BG—F =~ G-

den gemischten ersten Brrrramischen Differentiator bezeichnet. Es folgt

(8,22) 0% =0%+¢[[ V() Waudo+ 5 [[V2-Waudv.

B B
Die erste Variation der Relativoberfliche O* ist daher
(8,23) 80* = [[V (2,0 W du dv.
3l

Thr Verschwinden ist ein notwendiges Kennzeichen der isotropen Minimal-
flachen. :

Die Umgestaltung von §0%* durch partielle Integration, d.i. die An-
wendung der Grrexschen Formel, gibt nun

(8,24) HV{z,A)Wdudv:: —-é;lg%ds - Huz.wmd@,
B & ‘8

wobei unter -g-g die Ableitung von z(%, v) nach der isotropen [d.h. im Sinne
der Rimmaxsschen Metrik (4, 9) verstandenen] Normalenrichtung n des
Randes R, und unter ds sein isotropes Bogenelement (4, 9) gemeint ist. Dabel
denken wir uns den Rand R in jenem Sinne durchlaufen, bei dem im Grund-
rif das Innere zur Linken bleibt, und denken auch an die innere Normale #.
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In dieser Darstellung der ersten Variation 60* der Relativoberfliche
verschwindet nun das Randintegral, da A(w, v} auf R Null sein solite. Man
hat also

(8, 25) 30* = — [[242(u,0)- Wdudo,
B

und daher ist fiir isotrope Minimalflichen in der Tat notwendig
(8, 26) Az{u, v) = 0.
Wegen (17) folgt daraus der Satz:
Das Verschwinden der mfkttlerm Kriimmung
(8, 27) 2H = Az(%,v) =0
ist ein notwendiges Kennzeichen der Minimalflachen des isotropen Ravmes.

88. Die isotropen Minimalflichen als Extremalen des Dirichletschen
Problems. IThre Darstellung als Potentialfliichen. Wir wollen unsere Formeln
noch fiir die explizite cartesische Darstellung z = z(w, y) der Fliche an-
schreiben. Man hat dann fiir die auf den Ursprung bezogene isotrope
Relativoberfliche

(8,28 | 0% = %H V2o,y) dody = ” [(%%)2 + (%)2} dzdy |.
B

B

Die Variationsformel (22) aber nimmt mit Riicksicht auf (25) die Gestalt an:

8.29) 0% — 0% —¢ H 24500,y dady + 5 \5 (22 + 23 da dy.

B B
Aus ihr entnimmt man sofort, daB das zu den isotropen Minimalflichen ge-
horige Eatremum der Relativoberfliiche (28) stets ein absolutes Minimum ist.

In der Tat ist fiir sie nach (27) die Laeracesche Gleichung

1z Mz
(8, 30) Az:a—ﬁ—}@zo
erfiillt, und das letzte Integral in (29) stets (d. h. abgesehen vom Trivialfalle
A = 0) positiv.

Das von uns behandelte Variationsproblem der isotropen Eelativober-
fliche (28) ist jenes, das aus der Funktionentheorie als DiricuLETsChes
Problem bekannt ist. Wir hatten es oben nur in parameterinvarianter
Weise geschrieben. In der Tat weil man aus der Potentialtheorie, dafl
die Extremalen des Drrrcurerschen Integrals (28) auf die Lapracesche
Gleichung (30) als Lacraxcrsche Gleichung ihres Variationsproblems fithren
und absolute Minima des Integrals ergeben. Die Integralflichen der Poien-
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tialgleichung (30) werden gerne als Potentialflichen®$) bezeichnet. Wir
kénnen also sagen:

Die Potentialflichen (30) iibernehmen im isotropen Rawme die Funktion
seiner Minimalflichen. Ihre isotrope mittlere Kriimmung H ist Null.

Man weiB, daf sich (reelle) Flichen dieser Art auch durch die Real- oder
Imaginirteile analytischer Funktionen in der einfachen Form

(8, 31) z=Rf(z +1y) oder z = JIf(z +1iy)

darstellen lassen, die als das 4sotrope Gegenstiick zur W EiErsTRassschen Dar-
stellung der euklidischen Minimalflachen aufgefaBt werden kann.

Eine relativ-geometrische Auffassung der Potentialflichen als B-Minimal-
flachen findet sich schon bei E. Mtrrerl7?),

89. Die assoziierten und adjungierten (konjugierten) isotropen Minimal-
flichen. Es ist nicht meine Absicht, an dieser Stelle die ausfiihrliche Theorie
der isotropen Minimalflichen darzulegen. Sie wird der Gegenstand einer
eigenen Abhandlung sein. Es scheint mir aber doch von Interesse, diese
Theorie durch einige im Rahmen dieser Arbeit bleibende Bemerkungen schon
jetzt zu beleuchten. Man mége sie nur als vorlaufige Beispiele der an-
gekiindigten Note und als abschlieBende Beispiele zur vorliegenden Note
auffassen.

Ist
(8, 32) w=f(z+1iy) = U(s, y) + iV (e, y)

eine analytische Funktion der komplexen Variablen z -+ 4y, so bilden die
(reellen!) Flichen der Schar (x = reeller Parameter)

(8,33) 2 == %[i(w-é—iy)e”‘“—{—f(x—zy)-eﬂ“]

das genaue isotrope Gegenstiick der euklidischen assoziierten Minimal-
flichen. Fiir Parameter «, die sich um % unterscheiden, ergeben sich dann

die adjungierten (oder konjugierten) Paare von isotropen Minimal-
flichen der Schar.

%) Auf die Vorstellung dieser Potentialflichen wird oft zur geometrischen Veran.
schaulichung des DIRICHLETschen Problems zuriickgegriffen, z. B. auch von D, HILBERT,
Uber das DIRICHLETsche Prinzip. Crelle Journ.f. Math. 129 (1905), 8. 63—67 (= Ges.
Abhandl. IIT, Berlin 1935, S.10—14). — Bekanntlich konnen sie auch als einfache
geometrische Realigsierungen RIEMANNscher Flichen analytischer Funktionen dienen,
eine Vorstellung, die sich auch gerne bei F. KLEIN findet. Man vergleiche z. B. die
Bemerkung in F. KLEIN, Ges. Abhandl. 2, Leipzig-Berlin, S. 77, Fuinote 23. — Ver-
schiedene Modelle von Potentialflichen sind auf KLEINs Veranlassung von W. v. DYCK
im Verlage von L. Brill (Darmstadt) herausgegeben worden.
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Alle diese Flichen sind im isotropen Raume aufeinander (in etnem genot
o prazisierenden Sinne) abwickelbar, ndmlich mit (trivialer) Gleichheit der
isotropen Bogenelemente, umd (micht trividler ) Gleichheit der Relativkrim-
mungen K. Im elementaren Sinne konjugierte Potentialflichen, wie
ciwa die Flichen

(8, 34) z="U(z,y) und z="V(z %)

sind dabei im Sinne unserer isotropen Definition adjungierte Minimal-
flichen. Dabei entsprechen einander (wie im euklidischen Falle) ouf den
adjungierten Minimalflichen wechselseitig die Asymptotenlinien und die
ssotropen Krimmungslinten.

XKhnliches gilt (im euklidischen Wortlaut) fiir die allgemeinere Zuordnung
der assoziierten Minimalflichen, und auch fiir die sphéirischen Bilder bleiben
die euklidischen Sitze im Wesen aufrecht.

Mit den Potentialflichen scheint sich als erster vom (euklidischen)
differentialgeometrischen Standpunkte aus U.Dmxi¥7) (1865) befalt zu
haben. Unsere allgemeinen assoziierten Minimalflichen treten (ohne isotrope
Bedeutung) erstmalig bei K. Kouurrrrr?®) (1905) suf. Gewisse Eigen-
schaften der assoziierten und adjungierten Paare von Potentialflichen sind
von den verschiedensten Autoren immer wieder von neuem entdeckt worden.

90. Das isotrope Gegenstiick der Minimalfliche von Enneper. Man kennt
im euklidischen Raume eine Reihe von besonderen Minimalflichen, denen
aus verschiedenen Griinden erhghtes Interesse zukommt. Im isotropen Raume
gibt es zu diesen Flichen genaue Gegenstiicke. Um wenigstens ein Beispiel
dafiir zu geben, will ich noch kurz das dsotrope Gegenstiick der Exxeperschen
Minimalfldche anfithren.

Man kann diese Flache in einer der beiden folgenden (konjugierten)
Formen darstellen

(8, 35) 2 = R (& + iy)3 P, Y iy)s
oder sie parametrisch so schreiben:

z =ud — Ju® z =ud — 3ue?
(8, 36) y = 3utv — 3 y = 3uPy — 3
7 =uz — 2 ‘ 2 = 2uv

27y U. Dv1, Sulla teoria delle superficie. Giorn. di Mat. 3 (1865), S.65—81;
inshes, S.78—81.

38) K. KOMMERELL, a) RIEMANNsche Flichen im ebenen Raum von vier Dimen-
sionen. Math. Annalen 60 (1905), S. 548 —596; insbes. § 13. — b) Theorie der Raum-
kurven und krummen Flichen II. Berlin-Leipzig 1931, 8. 181
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wobei die Parameterlinien % = const., ¥ = const. die

isotropen Kriimmungslinien + Asymptotenlinien
ergeben.
In der Tat sind beide Flichen wzueinander bewegungskongruent und
gehen, wie ihre cartesischen Gleichungen

(8,37) 2T(224-y2)28 (22 — 92— 4283 =0 27(22+92)23— 2oy +4233 =0
zeigen, durch Drehung um die vollisotrope z-Achse um den Winkel 3:— aus-

einander hervor.
Die Ordnung der Fliche ist also (wie im euklidischen Falle) neun.
Schreibt man die Gleichung der nichtisotropen Ebenen mittels der
Koordinaten (U, V, W) in der Form

(8, 38) z=Us+Vy+ W,
so findet man aus den Ebenengleichungen
8,39 21 (U2 4 V22-W=4(U2—-V2) 21(U2+V22-W=8UV

als Klasse der isotropen Exxerer-Fliche fiinf,

Aus den auf Kriimmungs- und Asymptotenparameter bezogenen Dar-
stellungen (36) folgt, daB (wie im euklidischen Falle) die Asymptotenlinien
der isotropen Exseprr-Fliche kubische Rouwmkurven (namlich isotrope
Béschungslinien) und ihre 4sotropen Krimmungslinien ebene Kubiken sind.
Die beiden konjugierten Flichen (36) liegen dabei so, daf sich die Grundrisse
der Kriimmungs- und Asymptotenlinien wechselseitig decken. Zusammen
bilden sie zwei isotherme Netze in diagonaler Lage.

91. Die assoziierten isofropen Enneper-Flichen. Die im Sinne der
Nr. 89 zu diesen beiden konjugierten Exxerer-Flichen (35) assoziterien
ssotropen Minimalflichen lauten

2
(8-40) 2= R[(z +1iy)® - e
oder
T = ud — 3 uv?,
(8, 41) Y = 3uv — o3,
z = (u2 — v2) cos « + 2 v - sin o,

Sie sind gleichfalls unteremnander und zu den beiden obigen isotropen E XNEPER-
Flichen (36) bewegungskongruent. In der Tat gehen sie aus einer von ihnen,
etwa der zu « = 0 gehorigen Fliche (36, links) durch Drehung um die

vollisotrope z-Achse um den Winkel %— hervor; die zu « = % geborige kon-
jugierte Flache (36, rechts), entsteht dabei, wie erwdhnt, durch Drehung

'111113z
e
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Die assoziierten isotropen ENNEPER-Flichen (39) sind durch gleiche
Parameter (%, ) so aufeinander abgebildet, daB sich entsprechende
Punkte im Grundriff decken. Im isotropen Raume sind die Fliachen daher
lingentreu, somit auch konform und flichentreu aufeinander bezogen. Dariiber
hinaus aber erfreuen sie sich der neuen, d. h. aus der Langentreue noch nicht
folgenden, wichtigen Eigenschaft, der Gleichheit der Relativkriimmungen und
der Gleichheit der Relativoberflichen korrespondierender Punkte bzw. Flichen-
stiicke.

Die isotropen assoziterten ENNEPER-Flichen sind daher (Nr.89) unter
Erhaltung der Relativoberflichen im isotropen Raume aufeinander ab-
wickelbar.

Man stellt leicht fest, daB die isotropen sphdrischen Bilder der Kriimmungs-
und Asymptotenlinien unserer Exxeper-Flichen (oder ihre Richtungshbilder
im Sinne der Nr.75), dhnlich dem euklidischen Falle, parabolische Kreis-
biischel sind. Darum sind, wie etwihnt, die Krimmungslinien ebene Kurven
und die dsymptotenlinien isotrope Boschungslinien?®).

92. Frzeugung der isotropen (und euklidischen) Enneper-Flichen als
quasielliptische Schiebfliichen. Aus einem allgemeinen von mir gegebenen
Theorem iiber die Flichen, deren Asymptotenlinien beider Scharen linearen
Komplexen angehéren®), kann man folgern, daB die Exnerer-Fliche des
ssotropen und des euklidischen Roumes sich in einem geeigneten quasiellipti-
schen Raume durch CLiFrorpsche Schiebung threr Asymptotenlinien anein-
ander als Schiebflachen erzeugen lassen. Der Ausdruck ,,quasielliptisch®
ist dabei im komplexen Sinne, d. h. mit zulissigen Realitdtsverschiebungen
des quasielliptischen MaBgebildes zu verstehen. Beide Flichen gehoren
damit (komplex gesehen) zu einer Klasse, auf welche W. Brascake un-
langst aufmerksam gemacht hat31).

Ubrigens gehéren sie auch in beiden Fillen zur Klasse der Affin-
minimalflachen.

29) Uber die isotropen Béschungslinien vgl. K. STRUBECKER?Y), insbes. Nr.26. —
Auch im isotropen Raume ist fiir Boschungslinien das Verhdlinis von Krimmung und
Torsion konstant.

30) K. STRUBECKER, Uber die Flichen, deren Asymptotenlinien beider Scharen
linearen Komplexen angehdren. (Vorlaufige Mitteilung.) Anzeiger der Akademie d.
Wiss. Wien, Nr. 11 (1941).

31) 'W. BLASCHKE, Ebene Kinematik. Berlin-Leipzig, 1938, §15.

(Eingegangen am 14, Marz 1942.)



