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Isoperimetrische Ungleichungen fiir konvexe Bereiche
mit Ecken.

Von

Alexander Dinghas in Berlin.

1. In einer lingeren, in dieser Zeitschrift vor kurzem verdffentlichten
Abhandlung?) bewies ich durch eine einfache, geometrisch-analytische Methode
einige isoperimetrische Gleichungen und Ungleichungen, welche eine von
EruArD Scamipr behandelte Aufgabe zum Gegenstand hatten.

Diese Aufgabe beherrscht das ganze isoperimetrische Problem fiir den
n-dimensionalen euklidischen, sphérischen und hyperbolischen Raum und
lautet in ihrer einfachsten Gestalt, die uns hier beschiftigen wird, folgender-
mafen:

Unter allen, in einem Streifen einer gewshnlichen Ebene eingeschriebenen,
ewmfach geschlossenen Kurven von der Linge L soll diejenige bestimmt werden,
welche das Mawximum des eingeschlossenen Inhalts F aufweist?).

Die dort zugelassenen Kurven waren beliebig. Es ergab sich dann, da$
das Maximum je nach dem Wert von L fiir zwei Typen von Extremalen
eintreten kann, und zwar fiir die dort als linsenférmige bzw. als Kreis-Rechteck-
Extremale bezeichneten Kurven.

Beschrinkt man sich nur auf konvexe Kurven €, so kann die vorhin
gestellte Aufgabe in dem Sinne verallgemeinert werden, daB man noch eine
endliche oder abzéhlbar unendliche Anzahl von Ecken E; mit vorgeschriebenen
Eckenwinkeln y; vorgibt. Unter Eckenwinkel (vgl. Fig. 1) verstehen wir die-
jenigen ‘Winkel, welche die Normalen auf die beiden Tangenten in dem be-
treffenden Winkel bilden. Dabei wird vorausgesetzt, daB E, nicht auf den
beiden Begrenzungsgeraden «, «’ liegen. Fiir diese vier Ecken A4,, 45, A4, A,

3} Zum isoperimetrischen Problem in Raumen konstanter Kriimmung. Math.
Zeitschr. 47 (1942), S. 677--737.

%) Isoperimetrische Aufgaben (besonders fiir konvexe Kurven) in Zusammenhang
mit der Breite wurden schon frither behandelt, hauptsichlich von BONNESEN, Wenn
an-dieser Stelle nur ERHARD SCHMIDT genannt wird, so geschieht dies, weil dieser mit
einer bewunderungswiirdigen Konsequenz die Aufgabe verallgemeinerte und sie fir
alle drei Raume konstanter Kriimmung, den euklidischen, sphirischen und hyper-
bolischen, stellte und loste. Fiir die altere Literatur vgl. man das Buch von BONNESEN-
FENCHEL, Theorie der konvexen Korper. Berlin, Springer, 1935. Die Arbeiten von
SCEMIDT sind alle in der Math. Zeitschr. erschienen. Fiir genaue Angaben vgl. man
meine in 1. zitierte Arbeit.

.
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definieren wir als Eckenwinkel ;, ws, w3, w4 die Winkel, welche die Halb-
tangenten in den betreffenden Ecken mit o bzw. o bilden. Es werden noch

allew, < ?2—‘- genommen, wodurch diese Definition der w,; im wesentlichen mit

derjenigen von ¢, zusammenfallt.
Wir behandeln zuerst folgende Aufgabe:

Unter allen Eonvexen Kurven, welche dem Stretfen

(1.1) —a=Zzr<a

eimgeschricben sind und die evne Anzahl von , snneren’ Ecken E,; mit vorgegebenen
Eckenwinkeln v, und dazu noch vorgegebene Randwinkel w,, . . ., w, aufweisen,
soll diejenige. bestimmit werden, welche unter vorgegebenem L das Mazimum
von F aufweist.

Die Extremalen dieses Problems werden sich als der Gestalt nach nicht
eindeutig bestimmte Kurven erweisen. Wie wir es ferner an der richtigen
Stelle genauer feststellen werden, ist die gestellte Aufgabe nur dann losbar,
wenn L eine gewisse von #;, ; und a abhingige Grenze iiberschreitet. Der
Unterschied zwischen lnsenformigen und Kreis-Rechteck-Extremalen ver-
schwindet hier, eigentlich bleiben nur die Kreis-Rechteck-Extremalen, und
wir werden sehen, daB fiir feste y;, w,; alle Losungen durch Bewegung von
zwei Halbkreisen erhalten werden kénnen. Nach Losung dieser Aufgabe wird
eine hnliche behandelt, wobei an Stelle des Streifens (1. 1) ein Winkelraum
bzw. ein Dreieck 7' genommen wird. Beide Aufgaben fithren zu interessanten
Verschirfungen der isoperimetrischen Ungleichung fiir ebene konvexe Kurven.

Fiir den Fall z. B. einer Kurve C, welche einem Dreieck T oder im
Streifen (1. 1) eingeschrieben ist, gilt

(1.2) F—La—'r-:rm?é——azz(tg?éi..%i)_azg(tg%_%i),

(2

wenn dabel ¢ den Radius des in 7' eingeschriebenen Kreises bedeutet, yp; die
»inneren‘ Winkel und die w; die Winkel von €' mit den Seiten des Dreiecks T,
oder des Streifen (1.1) sind.

Wiahlt man in dieser Ungleichung das Dreieck T so, daf die w; mit
gewissen 9, libereinstimmen, so erhalten wir

(1. 3) F——La+7m2§—a22( :'23—’——%5 = — a?w,

H

Da nun (1. 3) auch folgendermaBen geschrieben werden kann,

I 1 .
(1.4)F*La+(5z-{-m)a2=(ff’ -1 _W)} + g L — 2+ w)ap <0,
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so folgt daraus die zuerst von G. BoL3) durch ganz andere Uberlegungen be-
wiesene Ungleichung

Y \id
Q.5) 4nF—~L2_£_~4FZZ’(tg-§—-2-),
Soll nun hier das Gleichheitszeichen gelten, so muf
1 P v;
(1. 6) L:Anawaz(tgi_._?_)

sein, und zugleich in (1. 3) das Gleichheitszeichen gelten. Da dies nur fiir
Kappenbereiche der Fall ist, so ist der Extremalbereich von (1.5) wegen
(1. 6) ein Kappenbereich, dessen Form sich einfach bestimmen la8t.

Die hier befolgte Methode besteht in der Zuordnung?) der Punkte der
gegebenen Kurve und einer geeignet gewahlten ,,Extremalen mittels paralleler
Tangenten.

2. Eine isoperimetrische Gleichung, Wir betrachten zuerst in der zy-Ebene
(Fig. 1) einen Streifen von der Breite 2 ¢ etwa

2.1 —eZz=Za

und eine in ihm eingeschriebene konvexe Kurve C. Wir nennen eine Kurve
eingeschrieben in (2. 1), wenn diese innerhalb dieses Streifens verlauft und
mit den Begrenzungsgeraden «, «’ gemeinsame Punkte hat.

Wir setzen voraus, ¢ weist eine endliche oder abzihlbar unendliche
Anzahl von ,,inneren* Ecken E, (1 = 1, 2, .. .) auf mit den Eckenwinkeln ¢,
und bildet mit «, «’ die Winkel wq, ..., oy, wie dies in der Fig. 1 dar-
gestelly ist5).

Kurven, welche alle Voraussetzungen der Aufgabe erfiillen, werden im
folgenden zulissige Kurven genannt.

Unser Ziel ist zuerst die Aufstellung einer allgemeinen Ungleichung,
welche Linge und Inhalté) einer zuldssigen Kurve € mit den entsprechenden
Groflen einer ,,Extremalen‘ verbindet.

Dazu konstruieren wir in den Schnittpunkten 4.4’ der Begrenzungs-
geraden o, o’ mit der z-Achse die Winkel 7 = Min {o;} (Fig.1), und be-

3) (. Bol, Ein isoperimetrisches Problem. Nieuw Arch. v. Wiskunde 20 (1940),

8. 171-175.

4) Fiir ahnliche Probleme auch von BONNESEN benutzt [vgl. z. B. Quelques pro-
blémes isopérimétriques. Acta Math. 48 (1926), 8. 123—178].

5) Damit es”allerdings fiberhaupt eine konvexe Kurve € mit den Winkeln ¢
und ¢, gibt, muB die selbstverstandliche Bedingung

4
To;+3y; =27

2
erfiillt sein. Darsus folgb auch die Abzahlbarkeit der Winkel.
%) Gemeint ist hier immer der Inhalt des von C begrenzten Bereiches K.
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schreiben dann diejenigen Halbkreise K1, K, mit dem Radius @, welche die
Gerade «, «’ und je zwei Seiten des so entstandenen Rhombus berithren, wie
dies in der Fig. 1 gezeigt wird. Der Durchschnitt K der beiden Halbkreise
K,, K, bildet den ,,Kern® eines Kappenbereiches, der sich als sehr wichtig
erweisen wird. Mit Hilfe von zwei Punkten auf «, &', z. B. B, B, kann man
die  beliebige ,,zuldssige™ . .
Kurve ¢ in zwei Teile C; “‘7

7

bzw. Cs zerlegen. Wir be- ;

haupten jetzt, daB es moglich % Wi,y
ist, mit Hilfe paralleler Tan- — 4| N

I
i
i
i
andere Kurve C abzubilden. § £
1
i
i
i
i
l
I
i

genten die Kurve C' auf eine e
"Dafiir betrachten wir irgend- 4 * 4

eine Stiitzgerade T von C,

und setzen voraus, T hat Aﬂ?\—y———i———é//{/b
mit ¢ den Punkt M gemein- S

sam. Wir ordnen 7' diejenige
zu ihr parallele Tangente 1"
zu, die K; oder K, entspricht,
je nachdem M C oder C; an-
gehort. Auf diese Weise sind
die Stiitzgeraden T von C den
Tangenten 7° von K, K,
stetig und eindeutig zugeord- |
net. Wir betrachten zuerst ein e a ‘ a
Paar zugeordnete Tangenten,
die nicht zur y-Achse parallel
sind. Die durch M (x, y) zur
y-Achse parallele Gerade moge ihre zugeordnete 7" in dem Punkt M mit
Koordinaten #, 7 schneiden. Diesen Punkt ordnen wir dann dem Punkt M
zn. Hat 7 mit C mehrere Punkte gemeinsam, so wird diese Konstruktion fiir
jeden dieser Punkte wiederholt. Auf diese Weise sind (wegen der gemachten
Voraussetzung uber die o) der Gesamtheit aller Punkte von C, welche nicht
auf o, o’ liegen, die Gesamtheit der Punkte M stetig zugeordnet, und zwar
so, dafl zwei verschiedenen M zwei verschiedene M entsprechen. Den Eck-
punkten (und pur diesen) entsprechen mehrere Punkte M, die alle auf einer
Parallele zur y-Achse liegen. Den ,,Randpunkten® A4, 4,, 43, 4,7) ent-

§|
S

7) Hat € auf « oder o nur eine ,,Randecke®, so werden die entsprechenden 4;
als zusammenfallende betrachtet. Diesem gemeinsamen Punkt entsprechen dann
zwei M oder eins, je nachdem die zugehérigen w; verschieden oder gleich sind.
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sprechen im allgemeinen vier Punkte 4;, 4,, 43, 4,. Die Zuordnung der
Punkte zwischen 4;4, bzw. A3 A, zu den Punkten von 4;4,, 454, wird
im folgenden nicht gebraucht.

Die Punktmenge M begrenzt mit den zwei Geraden einen Bereich &,
den zugeordneten Bereich von &. Wir bezeichnen dessen Inhalt mit . Es
seien mum M (z, y) und M(z, ) zwei zugeordnete Punkte, und cos (n, ),
cos (n, ) die Richtungskosinusse der §uBeren Normale # von C im Punkte M
mit der z- bzw. y-Achse. Betrachten wir z, y als Funktionen der Bogenlinge s
von C, so sind cos (n, ), cos (n, y) solche Funktionen @ (s) von s, dal immer

D (s £ 0) existiert.
Wir betrachten den Ausdruck

2.2) z cos {n, ) + (’7 + atg 1;—) cos (n, ¥),
wenn M auf C; variiert. Liegt nun M nicht auf « bzw. &', so ist dieser Aus-
druck, wie man aus der Abbildung gleich abliest, gleich @, da ja die Projektion

eines Vektors mit Koordinaten x, 7 + atglz'- in der Richtung cos (n, ),
cos (n, y) darstellt. Dasselbe gilt, wenn M mit 4; bzw. 4, iibereinstimmt
und cos (#, ), cos (v, y) gleich — cosw;, sinw; bzw. cos @y, Sin Wy sind.
Liegt M zwischen A4A4, oder A, 43, so ist cos (n, y) = 0 wund z cos (n, ) = a.
Die Beziehung

©.3) @ cos (n, 2) + (n + a tg -;i) cos (1, 4) = @
ist also far jeden Punkt von €, erfiillt. Ebenfalls bestatigt man die Gleichung
2. 4) z cos (n, x)—i—(nwatg%) cos (m, y¥) = a

fiir jeden Punkt von C,.
Fassen wir diese beiden letzten Gleichungen zusammen, so erhalten wir
nach Multiplikation mit ds und Integration iiber die ganze Kurve C

{2.5) .‘ xcos (n, z) ds -+ j‘ (1; 4+ atg %) cos (n, y)ds = al.
Im zweiten Integral wird allerdings -+ oder — genommen, je nachdem M
auf 01 oder 02 Iiegt.

Wie man unmittelbar einsieht, stellt das erste Integral den Inhalt F
von § dar, wihrend

+a
(2. 6) fﬂcos(n,y)dé*:f?;dz
¢ —-a

den Inhalt F von R bedeutet.
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Hiermit erhalten wir die fundamentale Gleichung®)
@.7) F+F+tartgh =al,
welche fiir jede zulissige Kurve C erfiillt ist.

3. Die Extremalen. Wir konstruieren jetzt eine Extremale unseres Pro-
blems folgendermaBen: Wir gehen zuerst vom Durchschnitt K der beiden
Halbkreise Ky, K, aus und ziehen zuerst die 4 Tangenten T, T, T,, Ty,
welche mit «, o’ die Winkel o, . . ., @, bilden. Es sei M, der Berithrungspunk®t
von T, mit dem zugehdrigen Halbkreis. Wegen der Beziehung

4
3. 1) ‘§w¢+2y),~__<:2n

ist es jetzt moglich, in den freien Bogen MM, und MM, Kappen mit den
Winkeln 1, anzusetzen, welche auBer hochstens Randpunkten keine gemein-
samen Punkte besitzen. Unter einer Kappe &; verstehen wir allerdings die
Figur, die von einem Kreizbogen (von K; oder Ko) und zwei Tangenten, die
sich unter einem Winkel w; schneiden, begrenzt ist. Der einer zuldssigen
Kurve C entsprechende Kappenbereich wird noch durch die Forderung fest-
gelegt, daB die Tangenten, welche die Kappe von dem Winkel g; bestimmen,
zu den Halbtangenten der Ecke E; (mit dem vorgeschriebenen Winkel y,)
parallel sind. Durch diese Festlegung sind jeder zulissigen geschlossenen
Kurve C, d. h. jeder Kurve, welche die in Nr. 2 gestellten Forderungen erfillt,
ein der Gestalt nach eindeutig bestimmter Kappenbereich zugeordnet. Diesen
Kappenbereich bezeichnen wir im folgenden mit §*. Die Bedeutung von K%
besteht in folgender Extremaleigenschaft: Es gult

3. 2) [ = Q¥
und infolgedessen
(3.3) F* = F*.

Um nun (2.9) weiter umzuformen, wiederholen wir die Rechnungen von
Nr. 2 mit §* an Stelle des von C begrenzten Bereiches & unter Beriick-
sichtigung von (3.3). Wir erhalten dann

(3. 4) F* +F*+4a2tg-7é— = al*, ‘

wobei L* die Léinge der Begrenzung C* von &* bedeutet. Durch Subtraktion
von (2.9) folgt dann

(3.5) F — F* — o (L — I*) — (F — F*).

Wie unmittelbar aus der Konstruktion von K bzw. &% folgt, ist der zweite

Bereich immer im ersten enthalten und somit stellt die nicht negative Differenz
F — F* tatsichlich ein Restglied dar.

8) Fiir y = 0 wurde diese Ungleichung zuerst von BONNESEN abgeleitet (1. c. 8. 153).
Mathematische Zeitschrift. 48. 28
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Die “Ungleichung (3.5) gilt auch fiir y = 0. In diesem Fall besteht
der Kern des Kappenbereiches aus dem Kreis mit Radius ¢, der «.« in
4, A’ berithrt.

4. Weitere isopervmetrische Qleichungen. Um weitere isoperimetrische
Gleichungen zu erhalten, schneiden wir die Begrenzung C* von K* in den
Punkten 4, A’ durch und ziehen die beiden Teile von C* wie zwel Teile eines
Teleskops auseinander. Werden diese beiden Teile um ¢ voneinander entfernt,
so betriigt der Inhalt Fy der so entstandenen Figur &%, F* + 2 ag, wihrend
sein Rand 0"‘ die Lange L"‘ = L* + 2 ¢ besitzt. Ebenfa,lls wird der neue
Wert von F (in bezug auf die neu entstandene Figur des Rechtecks mit
den zwei angesetzten Halbkreisen, wenn ¢ geniigend groﬁ ist) gleich
F =F + 2aq, und man erhilt aus (3.5) wegen

4 1) F—F*=F,—F} Fx—a al* = F¥ — aL¥,

die zweite wichtige isoperimetrische Gleichung

(4.2) F—F¥=a(L—L¥—(F,—F¥.

Hier spielt wieder der Ausdruck F, — F¥ = 0 die Rolle eines Restgliedes,
das dann und nur dann verschwindet, wenn € mit der zugehdrigen C7 iiberein-
stimmt.

Die Gleichung (4. 2), welche fiir ¢ = 0 mit der (3. 5) identisch ist (]%
ist dann mit dem fritheren K% identisch), enthélt eine vollstindige Beant-
wortung der in Nr. 2 gestellten Aufgabe. Wir fassen die Ergebnisse im fol-
genden Satz zusammen:

Frir vorgegebene w;, v; und L hat die Aufgabe eine Lisumg, wenn
(4.3) L=1I*
ist, wober L* den Rand des in Nr. 3 konstruterten Kappe%bem)ches K* ast. Ist
diese Ungleichung erfillt, so ist die Extremale eine Cy mit L = L;“.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus (4. 2) unmittelbar, wenn man dort ¢
so wahlt, daB L = L¥ wird. Wegen
. 4) L¥ = I* + 2aq

ist der Wert von ¢ durch die Forderung L = L eindeutig bestimmt. Dagegen
ist die Gestalt der Extremalen nicht eindeutig bestimmt, da im Falle des Ein-
treffens &es Gleichheitszeichens in ¥ — F* < 0 nur

(#.5) F—F*

sein mufl. Hier tritt das Gleichheitszeichen fiir alle Kappenbereiche &% mit
den Winkeln y,, o, ein, die man aus einer derselben durch Verschiebung der
Ecken und eventuelle Vertauschung der Kappen erhalten kann. Denn alle
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diese Kappenbereiche haben denselben Inhalt F* und dieselbe Lange L*
baw. L}?9).

Zum Beweis dieser Tatsache erinnern wir nochmals an die Konstruktion
von K.

Der Bereich &% mit den Winkeln v;, w, wird in 4, 4" durchgeschnitten.
Danach werden die beiden Teile so weit auseinandergezogen, bis die Gesamt-
lange L¥ des Randes C} des so entstandenen Bereiches die Lange L erreicht.

Nun zeigt ein Blick auf die Konstruktion von K% und &, daB (4. 5) dann
und nur dann besteht, wenn die Ecken von € mit den entsprechenden Ecken
des Randes O* auf denselben Parallelen zur y-Achse liegen. Da diese Tatsache
durch ¢ nicht gestort wird, trifft dies auch fiir ]% zu. Wire néamlich dies fiir
eine Ecke E, nicht der Fall, so kiime, wie man leicht einsieht, zum Bereich ]
ein Dreieck von nicht verschwindendem Inhalt hinzu, der &% nicht an-
gehoren wiirde. Da nun aus (4.5) noch folgt, daf die Begrenzungen C
von & und O;‘ iibereinstimmen, so ergibt sich also (eventuell mit Aus-
nahme einer abzihlbaren Menge

(4. 6) dx a dy dn

wenn s die Bogenlinge von C7 bedeutet. Da es sich bei C um eine konvexe
" Kurve handelt, so folgt aus der ersten Differentialgleichung § = s + konst,
und aus der zweiten

4.7 y = 7 + konst.

Daraus folgt, da & durch Parallelverschiebung von R entsteht. Da nun
(4. 5) gelten muB, und K7 konvex ist, entsteht & durch Parallelverschiebung
seines Kappenbereiches und ist hiermit mit diesem kongruent. Nimmt man
jetzt als C irgendeinen ,,zuléssigen’* Kappenbereich, so sind alle Bedingungen
fiir das Eintreffen von (4.5) erfiillt. Da umgekehrt fiir das Eintreffen von
(4. 5) die Ubereinstimmung von ' und C¥ erforderlich ist, so folgt daraus, daf
(4. 5) nur fiir Kappenbereiche und nur fiir diese erfiillt ist. Hiermit ist auch
der Beweis des Satzes erbracht worden.

5. Der Fall eines Winkelraumes. Wir beschéftigen uns im folgenden
mit einer allgemeinen Aufgabe, die sich auf konvexe Kurven mit Ecken
bezieht, die in einem Dreieck eingeschrieben sind.

.Wir behandeln zuerst folgende spezmﬁere Aufgabe: Es soll ein konvexer
Kurvenbogen C bestimmt werden, der zwei Punkte zweier sich schneidender
Geraden verbindet (Fig. 2) so, daB der Ausdruck J — @8 mit einem festen a
ein Maximum wird.

9) Bei festgehaltenem g.
og*
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Dabei sind J und S folgendermafien definiert: Der Kreis K, mit dem
Radius ¢ moge « bzw. o In 4 bzw. A’ berithren. Die Radien 04, 04’
und der Kurvenbogen C bestimmen einen Bereich O4ABC B 4’0, dessen

B

//j
/
Y
- : it {p
A (3 0 X
Fig. 2.

algebraischer Inhalt mit J bezeichnet werden soll. Damit wird gemeint,
daB J gleich etwa dem Integral
(5. 1) J = [ayds
erstreckt in dem iiblichen positiven Sinn lings der nicht notwendig konvexen
Kurve AOA’ B’ BA gesetzt werden kann, wobei ds das Bogenelement dieser
Kurve bezeichnet.
. Ferner ist S gleich der Summe

(4 B) + Linge C + (4’ B)),

—

wobei (4 B) bzw. (4’ B’) positiv sind, falls die Vektoren 4 B bzw. ATZ?’ nach
der Spitze D zeigen, und negativ im entgegengesetzten Fall. In der Figur
ist z. B. (4 B) positiv und (4’ B’) negativ gezeichnet.

‘Wir machen noch folgende Voraussetzungen iiber die Ecken von C:

1) C bildet mit « bzw. o’ die Winkel w, o’ und 2) € besitzt endlich oder
abzihlbar unendlich viele Ecken, in denen die Normalen nach der fritheren
Definition die Winkel , bilden. Diese Winkel erfiillen die fiir die Lésung der
Aufgabe selbstverstindliche Bedingung
(5.2) o+teo +2y+p=a
DaB es solche Kurven gibt, werden wir sofort bei der Konstruktion der Ex-
tremalen sehen.
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Wir wiederholen nun unsere Konstruktion von Nr.2. mittels paralleler
Tangenten auf die beiden Gebiete OAK,4’0 und 04 BCPB A'0. Einem
inneren Punkt M von € werden folgende Punkte zugeordnet:

Es sei T eine durch M gehende Stiitzgerade von € und 1" diejenige
Tangente von dem Bogen K, welche zur T parallel ist. Die durch M zu «
parallele Gerade trifft T” in einem Punkt M, den wir dann M zuordnen.
Gehen mehrere Stiitzgeraden durch M, so werden diesem Punkt mehrere
Punkte zugeordnet. Fiir die iibrigen Punkte des Zuges 04 B C B’ 4’0 fihren
wir die Zuordnung folgendermaBen durch: Die Punkte von 04, OA" werden
sich selbst zugeordnet, ebenfalls die Punkte der Strecke A’ B’. Fiir die Punkte
der Strecke A B definieren wir die zugeordneten Punkte durch Stetigkeit.
Es sei wie in 2. T eine Stiitzgerade mit Normalrichtung ¢. Ist p(gp) die Ent-
fernung von 7' zum Nullpunkt 0 und sind 2, y die Koordinaten von M und

x, 7 diejenigen von M, so ist
p—a

Nun ist p(#) = a, es gilt also, wenn man ¢ >z —0 konvergieren 14f3t,
(5.3) np=1yp— P (@—0)=yp—yp=0.

Die Stetigkeit der Zuordnung wird also bewahrt, wenn man den Punkten der
Strecke A B die Punkte von A4 A* mittels paralleler Stiitzgeraden zugeordnet,
wobei noch A sich selbst zugeordnet wird. Entsprechendes gilt fiir die
Punkte der Strecke 4'B’.

Durch diese Zuordnung entsteht aus der Menge der Punkte M von
OABCB A'0O eine Punktmenge (M), welche eine geschlossene Kurve C
bildet. Wir bezeichnen den von C eingeschlossenen Bereich mit ®. Es ist
einfach zu sehen, daB & den Kappenbereich &* von C in sich enthélt. Dieser
letzte Bereich entsteht aus dem Kreissegment 04 K, 4’0, wenn man ithm die
durch die ®, ' und 4, bestimmten Kappen ansetzt. Wir bezeichnen im
folgenden mit J den Inhalt des durch C begrenzten Bereiches | und mit J*#
dasjenige von &*. Es seien nun cos (%, z), cos (, ¥) die Richtungskosinusse
der ,,auBeren’ Normalen von 04 BC' B’ A'0. Diese sind so definiert, dal bei
dem iiblichen positiven Durchlaufsinn # nach rechts gerichtet wird.

Wir betrachten nun den Ausdruck
5.2) x cos (n, ) -+ 7 cos (0, Y)
und behaupten, daB fiir jeden Punkt von 4 BC B’ 4’ dieser Ausdruck gleich a
ist. Diese Behauptung ist trivial insofern, als M (z.y) ein innerer Punkt
von C ist. -

Liegt nun M auf A B, soist # = — a, cos (#, 2) = —1 und cos (», y) =0,
also (5. 2) ist erfiillt. Dasselbe gilt aber, wenn M auf B’ 4’ liegt, da ja fiir diese
Strecke dieser Apsdmck gleich 04’ = a ist. Auf beiden Radien 04, 04’ ist
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der Ausdruck Null. Integriert man nun (5. 2) lings des Zuges 04 BC B’ 4’0,
8o erhilt man mit Riicksicht auf die Definition von S

(5.3) [ @ cos (n, 9y ds + [ cos (n, y) ds = a8.
Das erste Integral links ist jetst, da cos (n, @) = 2¥ ist, gleich dem In-
halt J von 04 BC B’ A'0, und das zweite Integral wegen cos (n, 9) = — g{

gleich dem Inhalt J von ®. Es sind also

(5. 4) : J+dJ =ah.

Wir konstruieren jetzt von Segment K, ausgehend folgende , Extremal-
kurve C*. Wir ziehen zuerst die zwei Tangenten an K, welche mit o bzw. o’
die Winkel @ bzw. o’ bilden, und setzen dann auf dem freien Bogen von K,
die Kappen mit Winkeln ¢, auf. Die so konstruierte Kurve C* begrenzt
mit 04, 04’ einen Bereich &%, der einer von den vielen méoglichen Kappen-
bereichen von € ist. Nun gilt fiir den so konstruierten Bereich &%, §* = Q%
und wir erhalten, wenn J* den Inhalt von R* und S* die Linge von C*
bedeutet,

(5. 5) J + J* = aS*10),

Durch Kombination mit (5. 4) folgt dann

(5. 6) J —J* =a (S — 8% — (J — J*).

Man kann ebenso wie vorhin zeigen, daB J = J* ist, also daB die Ungleichung
(5.7 J—J¥ Za(S— 8%

gilt.

DaB hier das Gleichheitszeichen nur dann eintritt, wenn ¢ mit C* iiberein-
stimmt, wird im folgenden im Zusammenhang mit einer allgemeineren Aufgabe
gezeigt werden.

6. Der Fall eines Dreiecks. Wir betrachten nun eine in einem Dreieck 7'
eingeschriebene konvexe Kurve C (Fig. 3), d. h. eine Kurve, welche mit jeder
Seite von T’ gemeinsame Punkte hat. Es sei K der in T eingeschriebene Kreis
und ¢ sein Radius. Es seien y, die Eckenwinkel von €, welche nicht auf den
Seiten a;, as, as von T liegen, und w;, o} (¢ = 1, 2, 3) die Winkel von C mit
den drei Seiten, wie dies in der Figur gezeichnet ist. Wenden wir unsere
Konstruktion auf die Geraden a;, a2, @s, a5 und ag, @; an, und addieren wir
die entsprechenden Gréflen (mit den Indizes 3 fir aqas, 1 fiir a.a; und
2 fiir a3a,), so wird wegen

3 3 3 _ 3 _
6-1) L= 41‘78 ¥ = {,'Ji, F* = .;Z‘J;?, F= %’F
(6.2) F+F =aLn)

1) O* igt der Rand von {* ohne die Radien 04, QA4’. Diese Gleichung wurde
zuerst von BONNESEN bewiesen. BONNESEY, l.c. S, 153.
1) BONNESEN, 1. c. 8. 153.
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Fiir den Kappenbereich ®* von € mit den Winkeln o;, o; und ¢, erhdlt man
dann durch #hnliches Verfahren wegen F* = F*

(6.3) F* + F* = aL

also _

(6. 4) F —F* = a (L — L*) — (F — F*%).
Wegen F = F* gilt nun

(6. 5) F —F* < a(l — L*).

und das Gleichheitszeichen tritt hier nur dann ein, wenn F = F* ist. Dies
ist aber nur dann der Fall, wenn J; = J¥ (i = 1,2, 3) ist, wodurch alles auf

Fig. 3.

das Eintreten. des (leichheitszeichens in (5. 7) zuriickgefithrt ist. Nun kann
man durch dhnliche Uberlegungen wie in 2. schliefen, daB die fiir das Ein-
treten des Gleichheitszeichens in (5. 7) gestellte Bedingung dann und nur
dann erfiillt wird, wenn erstens

(6. 6) = 5 + konst

ist, und zweitens, wenn B’ mit der Ecke B*’ des Kappenbereiches zusammen-
fallt. Sonst wiirde noch ein Dreieck von nicht verschwindendem positivem
Inhalt enthalten, was J > J* zur Folge haben wiirde. Dies erfordert also,
daB die Konstante in (6. 6) verschwinden mufl. Die Kurven € und C* fallen
also zusammen. Durch Wiederholung dieses Verfahrens fiix die drei Teile Cyp,
0y, C3 von € in der Fig. 3 konnen wir schlieen, daf das Gleichheitszeichen
in (6. 5) nur dann eintritt, wenn die geschlossene Kurve € mit dem Rand ihres
Kappenbereiches &* iibereinstimms.

Diesen erhilt man, wenn man zuerst Tangenten an K, zieht, welche mit ;
die Winkel w;, o] bilden und dann die Kappen mit den Winkeln y; auf den
freien Bogen ansetzt.



440 A.Dinghas, Isoperimetrische Ungleichungen fiir konfexe Bereiche mit Ecken.

Damit die Konstruktion méglich ist, muBl
3 3
(6.7) Zloito)+ T, =2y, =3a
2
sein, oder wegen oy - oo -+ a3 = v

(6. 8) .;5,3'(@,.+w;.)+2% <2

7. Anwendungen. Die Verschirfung von Bor. Als Anwendung der Un-
gleichungen (6. 5) und (3. 5) soll zum Schluf der Beweis einer schon in der
Einleitung erwahnten interessanten Verschirfung der isoperimetrischen
Ungleichung durch Bor gegeben werden. Es sei eine konvexe Kurve C in der
Ebene gegeben mit den Eckenwinkeln 4. Es ist immer moglich, C' in einem
Dreieck oder in einem Streifen in dem vorhin erklirten Sinne einzuschreiben
derart, daB jede Seite von T entweder eine Strecke mit €' gemeinsam hat
oder daf sie eine Voll- oder Halbtangente ist. Hierbei fallen die w,. w? mit
gewissen v, zusammen und man erhilt in beiden Fallen

% . v, V.
(7.1) F -—:zaz—g—cﬂ;(tg?——z—),
(7.2) F—La+aa<a ) (g% — %)
Bezeichnen wir mit w die Summe rechts in (7. 1) und setzt man noch
7+ w =0, so wird 2
(7.3) F—La+Qa? = ( 4@)*"‘ —24Q) < 0.

Daraus folgt die Verschirfung von Bow
4(n+w)F < 12

oder
Y. Y
(1. 4) 4xF —I2 < ~4F2(tg7—-2~)
unmittelbar.
Soll in (7. 4) das Gleichheitszeichen gelten, so mu
(7.5) L—2aQ=0

sein, und dies hat wieder das Eintreten des Gleichheitszeichens in (7. 2) zur
Folge. Durch Kombination dieser Gleichung mit den Extremalfillen von
(3-5) und (6.5), folgt nun leicht, daB C' Kappenbereich eines Kreises vom
Radius ¢ sein muB

(Eingegangen am 6. Februar 1942.)



