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Uber das Riemannsche Summierungsverfahren.

Von

Nikola Obreschkoff in Sofia.

In der Theorie der Eindeutigkeit der Darstellung durch trigonometrische
Rethen spielt der folgende klassische Satz von Riemaxx die Hauptrolle:
Ist die Reihe

(1)

Qn
1

IHtvg

n

konvergent, so ist auch die Reihe

@ Sy

fiir jedes & konvergent und ihre Summe strebt gegen jene der Reihe (1), falls
h — 0. Es kann aber vorkommen, da8 die Reihe (2) bei 2 — 0 konvergent ist
und eine bestimmte Grenze besitzt, ohne dafl die Reihe (1) selbst konvergiert.
Man erhilt dadurch eine Summierung divergenter Reihen, die verallgemeinert
folgendermaBen lautet: Die Reihe (1) ist nach dem Riemaxxschen Verfahren
von der Ordnung » summierbar (x = 0, ganz), oder kurz (R, »)-summierbar,
mit der Summe s, wenn die Reihe
in nh\*
3 2 e ()
n=1 .

fiir jedes k konvergiert und ihre Summe mit 7 — 0 gegen s strebt. L. FrrErl)
zeigte, daBl jede (C, 1)-summierbare Reihe auch mit derselben Summe (R, 4)-
summierbar ist. KEin allgemeineres Ergebnis bewies E.KoeBrrrisxTz2),
nimlich das folgende: Jede (C, «)-summierbare Reihe, 0 <« < p — 1, ist
(B, p)-summierbar mit derselben Summe. .

In der vorliegenden Arbeit werden genauere Ergebnisse iiber die
Abhsngigkeit zwischen den Summierungen von Cesaro und Rimaxy an-
gegeben. AuBerdem werden wir eine Summierung betrachten, die in Ver-

1) L.FEJER, Untersuchungen iiber FOURIERsche Reihen. Math. Annalen 58 {1904),
S. 501 —569.

2) E. KOGBETLIANTZ, Recherches sur 'unicité des série ultrasphériques. Journ,
de Mathématiques pures et appliquées 5 (1924), S. 125—196.
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bindung mit dem zweiten Satz von Riemaxx steht, der sich folgendermaBen
ausdriicken. 1a8t: Ist a, — 0, so strebt die Summe der Reihe

3 2 (sm'nh

n==1

gegen Null, falls 2 — 0.

1. Einige Hilfssiitze.

Wir werden im voraus einige Hilfssdtze aufstellen, die fiir unsere Ent-
wicklungen notwendig sind. Wir bezeichnen dabei mit s{” die Crsinoschen
Mittelwerte der Ordnung o.

1. Hat man fir ein o > 0:

[s62] + [ + -+ [82] = O(m),
80 st fiir jedes p >« auch
[+ [P 4 - - + 8] = O(m).
Wir konnen uns auf den Fall # —« = 0 <1 beschriinken. Wegen
1 @ = ZOA«?-I A% 59, A4 = (n-:rz-oc}
45 =

ist dann
m

Zm;)! )= Y ﬁZAiziAszsi“’t
= 3 (a)fg(a)i Sm1 ff‘%

e
vao n=v Aﬁ

(1 5] Y eEm

vr=0 n=9v "ﬁ

=]

<& Y prpeleo [ £ sl

v=0 ¥ v==0

A
BN +
M;

2. Ist a <p—1, g, =0, so folgt aus

2) Qo+t +e=0n
die Bezichung

Qu  __ @+l
@ n‘—‘g-s-l;ﬁ—r‘; = 0 (m**1-P), m — oo,
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Setzen wir .
Op =G0+ g1+ "+ Gu,
s0 haben wir:
3 9u  __ [ N 1 _ 1
n =‘§!-1 nP—e - (m-—{f—l)f‘““ + ,,,%_1 Gy [npna (n—i—l)p""‘]
m S 1 1
=0 (mp““) + ?12.%-’:1 0 (%)0 (np—a-f—l) =0 (mp-—a‘-i-l) -
Ist umgekehrt (3) richtig, so erbalten wir, wenn wir
/- - _In_
" n=m+1 b7

setzen, fiir die Summe

tm:“q0+91+"'+q'm
den Ausdruck

= X w0 Ty — )= To—m?~ T, ., + 3 T — (=11
n=1 n==

= Ty + O(m) + O(m) — O(m).
3. Es bezeichne ¢ (z) die Funktion

sin z )?2
2

p(z) = (=

worin p ene positive ganze Zahl bedewtet. Danm gilt fiir die m-te Differenz der
o(nx) und fir reelles x:

" , . {xim—vp

(4) (4™ @ nax)| < me,

worin M von « und n unabhingig ist.

In der Tat haben wir:

(3) [4"pna)| < [of* max |p®™(tz)].
n=i=a+m

Man sieht leicht, daB

(6) | g™ ()| = My||™?

ist fiir jedes reelle . Setzen wir nimlich

u=smPx, v=27,
50 wird:
m

@(m}(m) —_ N7 (’;‘f) alm—m ﬂ(l‘),
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und da wir bei [#] = a > 0 auch 4” = O(1) haben, erhalten wir:
¢ (2) = O(|=[P),

fiir |z| = a. Bei |z| < a folgt (6) sofort aus der Entwicklung:

2 4
p@=(1-5+5—-F,
welche
l¢™(z)] S L < M'z|?
liefert.

4. Es sev 0 emne zwischen 0 und 1 liegende Zahl und

oo

) go = 2 A’} AP g (vh).

r==n "
Dann haben wir fir jedes h == 0
o] < Mash]
worin M von h und n unabhingig ist.
Da A%~ = O®’~!), so ersicht man aus dem Hilfssatz 3, daB die
Reihe (7) fiir jedes & > 0 konvergiert. Bezeichnen wir mit ¢ die groBte in L

3
enthaltene ganze Zahl, so haben wir

n—q oo
= ZADXeON S E AT Agh) =g, + g

1=mn 3=
Aus dem Hilfssatz 3 folgt aber
|40 p(nh)' < ng% < Mrn»,
n

so daff wir fiir g,:

n+q n--q
, 27 0-1 1 - 27 d—1 —p 40
]gnt < M AV—-R;; < Mn v Al—n =Mn pA‘!
vE=m r=1n
< MynPh9,

und fiir ¢ :
o=~ D ATIL[4 T eGFgTih) — A eeFIR),
y=n+q+1

oo o

- gl < Kwrbt Y] ! !

—— s+ Ky h! 2 355

w:n-rq.{»l(v—'n):- y=ntq+l (""‘!’l)p(”“’”)__

< K'wrktg-1 - Kynrokt Y L — O i)

24
r=n-g+l (v - '”’)

erhalten. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen.
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5. Es ses @(2) eime fiir © > 0 definierte und Ableitungen bis zur p-ten
Ordnung zulassende Funktion, welche den Bedingungen
®) lo@)| <K, «'|¢?¥(2)| <K,

fiir jedes © > O gentigt, worin K von x unabhingig ist. Dann haben wir fir
jedes m < p die Beziehung

) o g™ (2)] <K', @ >0,

in der K' von z unabhingiq ist.
In der Tat folgt aus der Tavrorschen Forme] fiir

9 1/-—1 B
(10)  g(z+8 = p(@) + 1¢/(2) + 57 ¢"(2) + -+ ("pi:f)! Pr@ +
+g.:¢(p>(x+3t), 0< o<l

Es seien jetzt 4;, ,, . . ., 4,_; beliebig gewihlte verschiedene positive Zahlen
und es werde in (10) noch ¢ = A;2z,4 = 1,2, ..., p—1, gesetzt. Dann erhilt
man die (p —1) Gleichungen

22 9 .
(1) pla+io) = g(@) + hag @) + 5o ¢ (2) +- +
Rlgp—l P 2P
+ T PPN @ + et b Aa), 0<6,<1.

Es mogen ferner O, 0,, ..., C,_; die Zahlen bedeuten, die sich aus den
Gleichungen
01 o o+ C, )'2 + ot 0/)*1 p* =0,

"2 2
Cif + 0,43 ~§~~~~—$~(Jp_1 o1 =0,

(12)
CoM™2+ 0™ 4+ € BT = 0.
Coayt+ 08 - +C AT =1

ergeben. - Dieses System besitzt Losungen, da die Determimante der Koeffi-
zienten vor den Unbekannten die von Vaixpermoxpmsche ist und folglich
von Null verschieden ausfillt. Multiplizieren wir dann die Gleichungen (1)
der Reihe nach mit O}, C,,...,C,_, und addieren die so entstandenen
Produkte, so erhalten wir:

(13) gcmmiw-wmzcm@ 5 Pe@) +

i=1

Z’o 2 6P (@ + 6, 4 3).

Ti=1
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Da wir fiir jedes ¢ >0
@+ dia)| < M, [eW(z+0;4,z)] <
haben, so erhalten wir aus (13) sofort:
(14) 2P PV ()| < M.
Aus demselben Grunde werden wir aus (14)
2 g2 @)] < M

M o

— <
(14 6,2;)P2 P

erhalten usw.

6. Hs sei p > 1 eine ganze Zahl. Dann ist

o)

lim 2 2 (sinnh)p - j?

(sinx)ﬁdx =
hso =i\ nh x »

Es sel o > 0 eine beliebige Zahl und es bedeute m die groBte in % enthaltene

ganze Zahl. Gemaf der Definition eines bestimmten Integrals haben wir dann
zunéchst

a
Py

lim hzm’(‘*i;;j")‘“ = | (%7 da.

E—=0 Ty

0
Und fiir die Summe
3 sin n h\p
= kn“m“( nkh )
erhalten wir
S 1 1 dx 1 1
< h < = %% _ < .
ol AL S jwp =1 ImP T (p—1) (a—1)P1
m

Wir knnen aber a so groB wihlen, da ¢, beliebig klein wird.

2. Vergleich zwischen den Summierungen von Cesiro und Riemann.

Satz 1. Bs sei die Reibeng‘luﬂ iir ein o < p—1 (C, -+ 1)-summierbar
und es gelte fir sie
1 121+ (2] 4 -+ [s2] = O(w),
worin %) die Crsiroschen Mittelwerte von der Ordnung o sind. Dann ist diese
Rethe auch (R, p)-summserbar mit derselben Summe.
Wir setzen wieder
’ oo = (2

z
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und werden zuerst beweisen, daB fiir jedes A > 0 die Rethe
(2) §0un¢(ﬂh)’ Uy = 0

konvergiert, der wir dabei zugleich noch eine andere Form verleihen werden.
Wir bezeichnen nun mit 8@ = 4% die Cesiroschen Summen fiir die
Reihe Y u,. Fir d'e Teilsummen

by = é‘oungo(nh)

erhalten wir der Reihe nach

n—1
3 ln= X SO Aqmh) + 85 ¢(mh)

n=0
m—2
= T 8P A2 pmh) + S Ap(m—1h) + S @lmh)

n=0

m—p

TSV A p(nh) + 8L AT pm—p+1h) 4 +

n=10

+ 80 .4 p(m—1h) + S @(mh).
Bei festem ¢ < p und & > 0 haben wir

89 A9 p(mg) = o(m?) O(u?) = o(L), m —> 003
es folgt also, daB

I

m—p
ln = 4:.70 S®=V A? @ (nh) + 0(1) = 4,,_, + o(1).

Auf Grund des Hilfssatzes 1 konnen wir annehmen, daff p —1 = « + d ist,
(0 < 6 <1). Wir haben weiter:

n

womi) 3 a7 50 = £ 80 5 42 2 g uh)

n

I b3

'I"m n—¥

0

Also konvergieren die Zahlen

G = 2 AL gl

n—1r

bei m — oo und 2 > 0 gegen

es}

g, = 2 AL A pnh),.

n=v

welche Reihe infolge der Beziehung
A7 A gk =0 )

np+’1—é
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absolut konvergent ist. Wir werden beweisen, daf} 4,, gegen
= X g 89
r=0
strebt. Indem wir die Bezeichnungen

= 49-1

n—1?

T, = lé’ A @(ih) = A Lp(vh) — AP 1g(n -+~ 1)h)
einfithren, erhalten wir fiir g,, die Ausdriicke:

m—1
Gy = Zt (T _Tn 1)'—' 2 TnAtn_{"Tmtm

n=yvy n=1

=— YA T k) — AP g F1R)] -
n=v -

+ AL A (k) — A7 (i 1 R)).

Strebt dann m — oo, s0 ergibt sich:

oo

4y = 2A1z+1 tAp— (P(n “f“lk)"f’Ap 1¢(?’h)

n=1

Gemil Hilfssatz 3 haben wir fiir festes 2 > 0

E\V 1 _K
194<K2W 1< 52 < T

n=r

da 2 — 6 > 1 ist. Auf Grund des Hilfssatzes 4 konvergiert die Reihe

Folglich wird die R‘Eﬁhe = e
S Jo0)
=1 =~

absolut konvergent. Wir haben ferner:
— Gy =An i A k) — ASTE AP T p(rh) + ST AP g (m 1B
+ T AL AT @ FIN = 0Pt 1— )

+O0(m?(m+1—v)P-1) 4 f’ O(nr(n+1—2r9-2)
o = 0(v2(m-+1—v)°-1)
Fiir die Differenz:

Am = ré'osﬁ-a)(gv - gmv)
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erhalten wir

(cc) 3 ‘sff‘)i 1
< KVZQ ; ""gmv§< 'Kl,'z1 P (m+1—~v}1"6’
woraus man ersieht, daf
im 4,, =
m —> oo

So erhalten wir die Gleichung:
2 un‘}?(%k) = Z 83 g

Es gel nun. N eine beheblge positive Zahl und m die groBte in = 5 Y enthaltene
ganze Zahl. Wir haben dann zunichst

78“’”9—2—!— 2 = f1+ B2,

n=1 =mr1
und nach Hilfssatz 2 weiter:

3 o [82] = 0(m“*'?), m - co.
n-—m-l—l
GemiB Hilfssatz 4 erhalten wir nun
Ba] < M’ Y w89 <M'wfN- X wP|89| < M N0

n=m+1 n=m+1
Wir kénnen N so grof wihlen, da |f;] beliebig klein wird. Durch die Be-
trachtung der Reihe .
(wy —8)+ g+ ug+ -~

an Stelle der Reihe 2 u, konnen wir uns auf den Fall s = 0 beschrinken.

n=1

Es sei nun 4 die grofite in —1— enthaltene ganze Zahl. Wir haben dann:
ﬁl Z‘Sagn+ E’gagn-ﬂ1+ﬁl’

n+i
o= 2 AWy, ¢ = I A1 A gEh).

r=mn v=n+Ai+1

Da wir fiir ¢, auch
lg.] < Ku® Z.’ A < Kyw? A4S <Kyw el

haben, so werden wir fiir

, _ . (a) 1 - 0 3 [ 1 — L
i) < Kot }" o e = B g‘;(]’ (17 <v+2)?‘“]
U
. T
+ K3k (m+1)p—a

Mathematische Zeitschrift. 48. 29
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erhalten, worin U, die Summe

Up =[]+ 100+ + 10
bedeutet. Infolge U, < Mn, kb = % ist iiberdies

- —d
Bl < Katet Xv[ 3 o] e

Ly (o 5 (m 1P
m+1 1 +1
-4 ” —d o1
= v;:v»w T e Roh=tm 1)yt
< K7N—-&_

Ist & > O eine beliebige kleine Zahl, so 148t sich N so grof wihlen, daB
|| <eist. Fiir §) erbalten wir:

I m-1 « ” @ "
ﬁl = 2 an +1}Agn +S§n+ngmy

n=

0
Agy =" 2’: AP A o FTh) + A A g n+a-1h).
T=4i+1
Agl| < E'nr 5 -k, < K apii-t < K" wv 2=,
=i+l T

lgn] < KX honv,

m—1 " —1
2 Sgﬂ)Agn _ mZ hl—.d‘o(na—l-l—-p) — hl“ao(md"l) — 0(1)’

n=0Q n=1
S5 g = 0™ 0 (o) = 0(D).

mP he
PDamit ist der Satz bewiesen.

Satz 2. Es sei ¢(x) eine fiir © > 0 definterte und bis zur p-ten Ordnung
differenzierbare Fumktion, welche den folgenden Bedingungen:

® p(+0) =1 ¢@=0="), - o,
(5) ¢P(2) =0(?), >0
gentigt. Ist dawn die Reihe

6) g+ @y + A+« -

| €, p\-summierbar mit der Summe s, so wird die Reihe

Q) - 2 ag(na)

fiir jedes = > O konvergieren und ihre Summe gegen s streben, falls € — 0
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Bezeichnen wir mit 8% die Cesiroschen Summen der Ordnung » der,
Reihe (6), so erhalten wir:

® G = za pnz) = .>: 8P4 g(na) + Z‘S(” A" p(m —v )

n=0 n=0
= ): sﬁf”A;ﬁ A p(nz) + z s LA, A pm—ra).
Betrachten wir speziell die Reihe
14+04+0+0+

fiir welche s = 1 ist, so werden wir aus (8)
(9) 1= 2 ApAqu)(nx)—i— ZAm,_ A @ (m—»z)

erhalten. Setzen wir nun:
8@ = sdt+ T®, % =10,1,2,...,p,

so ergibt sich aus (8) auf Grund von (9):
(10)  ju—s= 55 Tﬁf’A"“ (nz) + z T, A p(m —va).
n=0
Bei % < p haben wir auch 8% = o(n?), T,ff’ = o(n”) und folglich bei z > 0,
(z fest), und fiir m — oo auf Grund von (5)

T A pm—va) = o(l).
Aus (10) folgt also:

m—-p—1
Jm =8+ X AP A 1 gmz)+ o), TP = A‘ £,

n
n=~0

Bezeichnen wir mit g, () f].en Ausdruck
pie) = T A% p(ua),
so haben wir nach Formel (9)
() Guory (@) = 1= 5 Ay, A gl s T —va).
Auf Grund von (5) und fiir festes » erhalten wir:

p RS
hm gn+1-p ((L') =1— lim Z A,,.,g_,«AV <p(n+’2—~vx) = 0.

z—>01=0

Infoige der Bedingung (5) schlieBen wir aus dem Hilfssatz 5, daB fiir jedes -
s < p die Beziehung

2 ¢ @) = 0(@™), = >0



452 N. Obreschkoff.

giltig ist. Auf Grund der Ungleichung:
|Aefm)] < max  |{@()]

n=r == ntbs
und aus (12) erhalten wir ferner fiir jedes =
|4 p(na)| = Mn,

worin M von n und z unabhiingig ist. Dann folgt aus (11), daf wir fiir jedes n
und z
|gu ()| <M’
haben, worin M’ eine von % und 2 unabhingige Konstante ist.
Wir haben weiter:

. m—p—1 ®
(13 Jm=s+ 2 tn [90(@) — gn-1(2)] + 0(1)

m—-p—~2

= § + ,,Zg g,,(:c)At + gm—p—l(x) tgi?'d-

Der Bedingung nach ist die Reihe X |4t®| konvergent. Setzen wir

=1

in (13) m — oo ein, so erhalten wir:
(14) 2 anp(nz) = s+ X gala) AL
p=0 n=0

Es sei ¢ > 0 eine beliebige kleine Zahl und 2 sei derart gewahilt, da8:
2 48P < %
=4+l

Wir haben dann:
Zgn(m)t(”) 2: + X =i+

n=0 n==A+1

lmj =0, |j|<K 3 |4P]<e.
x>0 n==A+1

Folglich auch:
lim :So' a, p(nw) =S5,

z—>0n=0
womit der Satz bewiesen ist.

Satz 3. Wenn eine Reihe |C, p|-summierbar z,st, so ist sie auch (R, p)-
summierbar mit derselben Summe.

" Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen, wenn in diesem
p@ = (7]

gesetzt wird, da man auch leicht ersehen kann, daB diese Funktion ¢(z)
den Bedingungen des Satzes 2 Geniige leistet.
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Wir setzen jetzt
. [ /sinz\p
Io = 3 (557) d=
0
und nennen die Folge a, (B;, p)-limitierbar mit der Grenze s, wenn die Reihe

b o (SR

konvergiert und ihre Summe gegen sj, strebt, falls & — 0. Aus Hilfssatz 6
ersieht man sofort, daB jede konvergente Folge bei p =2 auch (B, p)-
limitierbar ist mit derselben Grenze. Wir werden jetzt den Satz beweisen.

Satz 4. Ist die Folge u, (O, + 1)-limitierbar mit der Grenze s, wobet
o< p—1 und

0] + 2] 4 (0] < K

(hierin bedeuten w' die Cks.iroschen Mitielwerte der Ordnung o fiir die Folge w,),
so ist dieselbe Folge auch (Ry, p)-limitierbar mit der Grenze sj,.

Der Beweisgang verlduft vollkommen analog wie beim Satz 2. Setzen

b2
wir U9 = Y A4°"l w, so werden wir bei u, = a, augenscheinlich -
n -1 ¥ ¥ + ‘n £3 ™

n—

U = §&v haben. Fir die Summe

T, = Y uomh), @ =5

erhalten wir bei festem % > 0 den Ausdruck

m—p--1
T, = 2 UV AP gnh) + o(l) = ¢, ,_, + o)

n=-1

Setzenwirnochp——lr«oc—i—é,0<5<1,soerhalten wir

in= 309G, gu = 2 AT A gluh).
1= n=v
Die Reihe

g, = X A7, A" p(nh)
ist also absolut konvergent, und zwar fiir jedes A, da A1 AP L p(nh)
= 0(n’~?"1). Folglich konvergieren g¢,, gegen g,, falls m —> oo. Da
APl g(nh) = O(m?), so ersieht man in dhnlicher Weise, daBl ¢, gegen
i= X U9g, strebt. Dabei ist die letzte Reihe infolge

n=p

|9} < Kn7?
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konvergent. So erhalten wir die Gleichung:

b Z i) = b 3 U0y,
und es ist
iA”"1¢(nh)§ < MhiuF

fiir jedes b > 0 und #. Der weitere Beweis verlduft genau wie der des voran-
gehenden Satzes.

Herrn M. Riess3) verdankt man die folgende Verallgemeinerung des
Caxrorschen Satzes: Ist die Reihe

(15) %‘3 +,,;: (@ cosnz + b, sine%a;)
fiir jedes # (C, 1)-summierbar mit der Summe 0 und die Reihe

oo

2 ” + b, sinnx
(16) a2 Za COS N »

4 n?

n=1

gleichmiBig konvergent, so verschwinden die Koeffizienten a, und b,. Auf
Grund unserer Sitze kénnen wir andere neue Ergebnisse in dieser Richtung
erhalten. Ist z. B. die Reihe (15) iiberall |C, 2|-summierbar mit der Summe 0
und stellt die Reihe (16) eine stetige Funktion dar, so verschwinden die simt-
lichen Koeffizienten @, und b,. Ferner sei bemerkt, daB nach bekannten
Sitzent) die Reihe (16) fiir jedes « absolut konvergent ist. Der Beweis beruht
auf dem Satz 3 und wird in einer schon bekannten Weise durchgefiihrt.

Abnliche Bemerkungen lassen sich auch hinsichtlich des Satzes von
H. Leseseve und P. pv Bois-ReEymoxp machen.

3) M. Riess, Uber summierbare trigonometrische Reihen. Math. Annalen 71
(1911), S. 54—75.

4} E. KOGBETLIANTZ, Sur les séries absolument sommables par la méthode des
moyennes arithmétiques, Bulletin des Sciences Mathématiques (2), 49 (1925), 8. 234
—256.

(Eingegangen am 28. Marz 1942.)



