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Streifenmodelle und Stangenmodelle
zur Differentialgeometrie der Drehfiichen,
Schranbenfliichen und Regelflichen.

Zum achtzigsten Geburtstag von SEB. FINSTERWALDER.

Von
Robert Sauer in Aachen.

Die ,,anschauliche Methode* der Differentialgeometrie hat durch den
von §. Fixsrerwarper1) der Deutschen Mathematikvereinigung im Jahre
1899 erstatteten Bericht iiber ,,Mechdmscke Bezichungen bei der Flichen-
deformation® einen starken AnstoS erhalten. In dem Bericht wurden einer-
seits mechanische Eigenschaften von Kurvennetzen mit differentialgeometri-
schen Eigenschaften der von den Kurvemnetzen iiberdeckten Flachen in
Zusammenhang gebracht und zahlreiche sonstige ,,netzgeometrische® Fragen
aufgeworfen. Andrerseits wurden Modelle entwickelt, deren diskretgeo-
metrische Eigenschaften entsprechende differentialgeometrische Beziehungen
der Flichentheorie anschaulich darstellen.

Nach beiden Richtungen hin hat der Bericht von 8. FINSTERWALDER
weitere Arbeiten seiner Schiiler und anderer Geometer unmittelbar oder
mittelbar angeregt. In die erste der beiden genannten Kategorien gehoren
Untersuchungen iiber geradlinige und geodstische Kurvennetze und iiber
allgemeinere topologische Fragen der Differentialgeometrie. In der zweiten
Kategorie sind vor allem Arbeiten zu nennen, welche die Statik der Ausnahme-
fachwerke mit dem Problem der infinitesimalen Flachenverbiegung ver-
kniipfen, sowie der Aufbau einer Differenzengeometrie, durch welche die
Grundgleichungen der Kurven- und Flachentheorie elementargeometrisch
verdeutlicht werden. )

Einen Beitrag zur zweiten Kategorie soll auch die vorliegende Abhandlung
liefern, in der die Differentialgeometrie der Dreh- und Schraubenflichen an
Streifenmodellen und die Differentialgeometrie der Regelflichen an Stangen-
modellen entwickelt wird. Man erhalt hierbei die grundlegenden Satze tiber
die Verbiegung der drei genannten Flachenklassen samt Aussagen iiber die
geodstischen Linien der Dreh- und Schraubenflichen sowie eine differenzen-
geometrische Herleitung der’ Bewegungsinvarianten und der Ableitungs-

1} §. FINSTERWALDER, Jber, d.D. M. V. 6 (1899), 8. 45-—90.
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gleichungen der Liniengeometrie der Regelflichen. Nebenher ergeben sich
einfache Modelle der Pseudosphire sowie der Flichenhiute, die sowohl auf
Drehflichen als auch auf Spiralflichen verbogen werden kénnen.

1. Drehfliichen und Sehraubenflichen.

1. Drehkegel umd Schraubenboschungsfliche. Als wesentliches Hilfsmittel
werden wir den Drehkegel und die Schraubenboschunmgsfliche beniitzen. Wir
schicken daher einige einfache Grundtatsachen aus der Geometrie dieser
beiden Flichen voraus:

Fig. 1 zeigt Grund- und Aufrifl sowie die ebene Abwicklung der Vorder-
halfte eines Drehkegels. Den Parallelkreisen des Kegels mit dem Radius 7

Fig. 1. Drehkegel samt ebener Abwicklung.

entsprechen in der Abv;}icklung konzentrische Kreise mit dem Radius

(1a) 0=

wobei @ den Winkel der Kegelerzeugenden gegen die Kegelachse bedeutet;
1/p ist die geodatische Kriimmung der Parallelkreise.

- Fig. 2 zeigt Grund- und AufriB sowie die ebene Abwicklung eines Aus-
schnittes einer Schraubenbdschungsfliche. Sie wird erzeugt von den Tan-
genten einer Schraubenlinie, die auf einem Drehzylinder vom Radius a mit
dem Neigungswinkel o gegen die Zylinderachse verlauft und Kehllinie heiflen
soll. Die dem Drehwinkel 1 zugeordnete Parallelverschiebung -

(2) h = a cotg ®
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bei der die Boschungsfliche erzeugenden Schraubenbewegung bezeichnen
wir als Vorschub. Die zur Kehllinie koaxialen Zylinder schneiden aus der
Boschungsfliche Schraubenlinien vom Radius » aus, welche alle denselben
Vorschub % wie die Kehllinie haben. In der Abwicklung gehen die Schrauben-
linien in konzentrische Kreise mit dem Radius g iiber, wobei wieder 1/p die

Fig. 2. Schraubenbdschungsfliche samt ebener Abwicklung.

geoditische Kriimmung der entsprechenden Schraubenlinien darstellt. Ins-
besondere liefert die Kehllinie in der Abwicklung einen Kreis vom Radius

2 h2 2h
(3) 0 =" = ;

a T sin20’
die Tangenten dieses Kreises stellen die Abwicklung der Erzeugenden der
Schraubenbdschungsfliche dar und schneiden die Radien der konzentrischen
Kreise unter dem von ¢ abhingigen Winkel

. . 2
# = arcsing,/¢ = aresin Jende
Aus den beiden Gleichungen
. 4 h?
72=62+l2sm20), szgg‘i—lz"—‘gi—i‘é;'i"lz,
wobei [ die auf den Erzeugenden gemessene Liange bedeutet, ergibt sich mittels
(2) nach kurzer Rechnung

sin

(1b) o= f:%’f;vrz-uﬂ.
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Die geoditischen Linien des Kegels und der Schraubenboschungsflache
liefern in der ebenen Abwicklung gerade Linien. Daraus folgt nach Fig. 1 in
beiden Fillen

gcosa = p,
woraus man mit Beriicksichtigung von (1a) bzw. (1b) fiir den Kegel
{4a) rCos o = P Sin @

und fiir die Schraubenbdschungsfliche

{4b) Vr2 + h2cosa = psine

erhalt. « ist der Neigungswinkel der geoditischen Linie gegen die Parallel-
kreise bzw. die Schraubenlinien. ’

2. Streifenmodell der Dreh- und Schraubenflichen. Wir betrachten nun-
mehr eine beliebige Dreh- oder Schraubenfliche und greifen auf ihr einzelne
Parallelkreise bzw. Schraubenlinien heraus. Indem wir dann die Flichenzonen
zwischen aufeinanderfolgenden Parallelkreisen bzw. Schraubenlinien durch
abwickelbare Streifen ersetzen, erhalten wir ein Streifenmodell der Dreh-
. bzw. Schraubenfliche. Die Streifen sind bei Drehflichen Ausschnitte von
Drehkegeln, bei Schraubenflichen Ausschnitte von Schraubenbéschungs-
flichen; die Kegel wund die
Boschungsflichen konnen zu
Drehzylindern entarten,

Fig. 3 zeigt die ebene Ab-
wicklung eines Streifenmodells.
Sie besteht aus Sektoren von
Kreisringen, die bei ,,negativ
gekriimmten® konkaven Model-
len sich fiberlappen und bei
,,positiv gekriimmten® konvexen
Modellen klaffen.

‘Wenn man die Streifen-
breite gegen Null gehen 1laBt,
konvergieren die Modelle gegen
die gegebene Dreh- bzw. Schrau-

" Tig.3. Streifenmodell einer Dreh- oder benflache. Durch diesen Grenz-

Schraubenfliche. proze8 kann man Eigenschaften

der Streifenmodelle in die Diffe-

rentialgeometrie der Dreh- und Schraubenflichen iibersetzen. Wir werden im

folgenden mit- diesem Verfahren die Verbiegung der Dreh- und Schrauben-
flschen und den Verlauf der geodatischen Linien untersuchen.
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3. Verbiegung von Dreh- und Schraubenflichen. Nach Fig. 3 besteht die
Abwicklung eines Streifenmodells aus Kreisringsektoren. Wir betrachten
daher zunichst die Verbiegungsmoglichkeiten eines einzelnen Kreisring-
sektors mit den Radien ¢, o':

a) Nach (1a) kann der Kreisringsektor so verbogen werden, daf der
Kreisrand vom Radius ¢ zur Deckung kommt mit einem Bogenstiick eines
beliebig vorgegebenen Kreises vom Radius 7 < ¢. Dabei geht der Kreisring-
sektor iiber in die Zone eines Kegels, dessen Offnungswinkel 2w durch
sin o = r/p bestimmt ist. Je nach der Wahl von r wird die Kegelzone genau
einfach oder nur teilweise oder mehrfach iiberdeckt. Bei Anderung von r
andert sich +” proportional mit r und der Azimutwinkel @ (vgl. Fig. 1) wegen
7@ = u = const umgekehrt proportional mit r.

b) Nach (1b) kann der Kreisringsektor so verbogen werden, daf der
Kreisrand vom Radius o zur Deckung kommt mit einem Bogenstiick einer
beliehig vorgegebenen Schraubenlinie vom Vorschub % und vom Radius
r < Vp2— k2. Dabei geht der Kreisringsektor iiber in die Zone einer Schrauben-
boschungsfliche; der Winkel w der Erzeugenden gegen die Schraubenachse
ist durch sin w = 13_’3%-_’52 und der Radius der Kehllinie hierauf durch (3) fest-
gelegt.

Wendet man diese Ergebnisse nachemander auf die verschiedenen Streifen
eines Streifenmodells an, so erhilt man den Verbiegungssatz:

Ein Streifenmode]l kann in eine 1-parametrige Menge von Drehmodellen
und eine 2-parametrige Menge von Schraubenmodellen verbogen werden;
bei Drehmodellen 158t sich ein Kreisradius » < g, bei Schraubenmodellen
der Vorschub % sowie ein Kreisradius r < Vg2 — k2 willkiirlich vergeben.
Bei je 2 aufeinander verbiegbaren Drehmodellen stehen einander entsprechende
Radien in einem konstanten Verhaltnis 1 und einander entsprechende Azimut-
winkel im umgekehrten Verhaltnis 1/4.

Durch den in Ziffer 2 erwiahnten GrenzprozeB geht der Verbiegungssatz
der Streifenmodelle in den gleichlautenden Verbiegungssatz der Dreh- und
Schraubenflichen iiber, der in der Differentialgeometrie als Borksches
Theorem 2) bekannt ist. AuBerdem 148t sich die Verbiegung der Streifen-
modelle in einfachster Weise darstellend-geometrisch verwirklichen, indem
man in Grund- und AufriB dic von den Erzeugenden der einzelnen Streifen
gebildeten Streckenziige konstruiert. Man erhilt hierdurch mit beliebiger
Genauigkeit die Meridiane der Biegungsdrehflichen und die zu den Schrauben-
linien konjugierten Kurven der Biegungsschraubenflichen.

%y Vgl. z. B. L. BIANCHI, Lezioni di geometria differenziale 11, 1927 (Bologna),
8. 343ff. .-
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4. Beispiele: Spiraldrehflichen und Pseudosphire. Als Beispiel betrachten
wir Streifenmodelle, bei denen je zwei benachbarte Streifen der Abwicklung
in einem konstanten Verhiltnis u zueinander shnlich sind. Bei Ahnlichkeits-
transformationen mit den Verhaltnissen p, p1, w2, 2 usw. wird dann die
Abwicklung als Ganzes, abgesehen vom ersten und letzten Streifen, in sich
transformiert. Man kann diesen Tatbestand auch folgendermafen ausdriicken :
Wenn man ein Streifenmodell der hier betrachteten Art im Verhiltnis u,
42, p3 usw. dhnlich vergroSert oder verkleinert, so haben das urspriingliche
und das transformierte Modell dieselbe Abwicklung, sind also aufeinander
verbiegbar. Beim Grenziibergang
ergeben sich Flichen, die sich auf
die 1-parametrigen Mengen der zu
ihnen ahnlichen Flichen verbiegen
lassen. Wie 8. Lir3) gezeigt hat,
sind Flachen dieser Art Sypiral-
flichen oder Biegungsflichen von
Spiralflichen. Da die vorliegenden
Flachen demnach sowohl auf Dreh-
und Schraubenflichen als auch

Fig. 4. -auf Spiralflichen verbogen werden
Streifenpaar fiir eine Spiraldrehfliche. ~ kOnnen, nennen wir sie kurz Syiral-
drehfliichen.

Wir bezeichnen mit g, 91 = go ¢, 02 = gou? usw. die #uBeren Kreis-
radien und mit Ay, Ay = hop, ks = hop?® usw. die Breiten der einzelnen
Streifen; vgl. Fig. 4. Dann erhalt man fiir die zu den Kreisen senkrechten
Meridianpolygone die Bogenlingen

81:}1‘0’ 82:h0+k17"': snzﬁo+hl+"'+kn~la

—ho (Lt g+ 7Y,
woraus nach kurzer Rechnung

u—1
ko

und nach dem Grenziibergang vom Modell zu Fliche

%) 0n = Qo+ @8, a= pg

(6) : Q= Qo+ as
folgt. .
Fir ¢ = — 1 wird go — oy = ho, d.h. die Streifen der ebenen Ab-
wicklung schlielen sich liickenlos aneinander, die Spiraldrehfliche spezialisiert

%) LIE-SCHEFFERS, Geometrie der Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896,
S. 162,
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sich zum Drehkegel. Fiir a > — 1 ergeben sich negativ gekriimmte und fiir
a < — 1 positiv gekriimmte Drehspiralfiichen. Im Sonderfall @ = 0 wird
=1, d. h. die Streifen der ebenen Abwicklung sind kongruent. An Stelle
der Ahmlichkeitstransformationen treten in diesem Falle Kongruenztrans-
formationen und die Spiraldrebflichen entarten in Flichen konstanten
negativen Kriimmungsma@es, wobel die aus (6) folgende Beziehung o = @o
— const die bekannte Traktrixeigenschaft der Pseudosphire liefert.

In Fig. b ist ein Drehflachenmeridian fiir ein Streifenmodell einer negativ
gekriimmten Spiraldrehfliche (go/h =4, ¢ = — 0,08) nach Gleichung (5)
konstruiert. ’

Aus (6) folgt mit
d r 2 2
-2 wmd (G =1+(5)
bei der Anfangsbedingung 7o = go fiir
s = 0 im Falle a = 0 als Meridian-
gleichung der Pseudosphire

2 = §V9§~72Q—

7
20

wmd im Falle ¢ & 0 als Meridian-
gleichung der Spiraldrehflichen ¢)

r

T T — Fig. 5.
= S’ ‘/(’r/ 0o)"2@*V — 1 dr. Konstruktion einer Spiraldrehfliche.

Qo

B

5. Geoditische Linien auf Dreh- und Schraubenflichen. Die geodatischen
Tinien eines Streifenmodells setzen sich in der ebenen Abwicklung aus ge-
raden Strecken zusammen. Beim Ubergang von einem Streifen zum néichsten
sind die Scheitelwinkel o einander gleich (vgl. Fig. 3), so daf die Konstanten
auf der rechten Seite der Gleichungen (4a) bzw. (4D) fiir alle Streifen denselben
Wert haben. Man erhilt daher fiir die geoditischen Linien auf Drehflichen
die bekannte Crarravrsche Gleichung

(7a) r cos o = const

und fiir die geodstischen Linien auf Schraubenflichen die allgemeinere Be-
ziehung
(7Db) Vr2 + B2 cosa = const.

%) Vgl. hierzu L. RAFFY, Par. soc. math. 20 (1892), S. 22.
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1. Regelfliichen,

1. Stangewmodell der Regelflichen. Auf einer beliebig vorgegebenen
Regelfliche greifen wir einzelne Erzeugende heraus und verbinden je zwel
aufeinanderfolgende Erzeugende durch die auf ihnen senkrecht stehenden
kiirzesten Abstinde; wenn die aufeinanderfolgenden Erzeugenden parallel
sind, withlen wir irgendein gemeinsames Lot als kiirzesten Abstand. Das so
erzeugte Geradengebilde bezeichnen wir als Stangenmodell.

In Fig. 6 ist ein Stangenmodell dargestellt. Die Erzeugenden sind mit
g1, g2 usw., die Geraden der kiirzesten Abstinde mit ¥,,, fo5 bezeichnet.
@, 5 bzw. w, bedeutet den Winkel der Erzeugenden g,, g, bzw. der kiirzesten
Abstande ¥;,, fo3, ferner hy, die Linge des kiirzesten Abstandes zwischen
81, gz und v, die Entfernung der Fupunkte
Fyi, Fys der kiirzesten Abstinde auf gs.
- Die Beziehung zwischen den Ge-
radenfolgen g; und ¥; ;. ; ist eine gegen-
seitige, d. h. man kann die Linien ¥, ,_;
als Erzeugende nehmen und bekommt
dann als kiirzeste Abstinde die Strecken v,
anf den Geraden g;.

Wenn man die das Stangenmodell
aufbauenden Erzeugenden g, auf der
vorgegebenen Regelfliche enger wund
enger nimmt, konvergieren die Modelle
gegen. die Regelfliche und man erhilt

Fig.6. durch diesen Grenzproze8 die Differential-

Stangenmodell einer Regelfliche.  geometrie der Regelflichen aus elementar-
geometrischen Beziehungen der Stangen-

modelle. Die Streckenziige mit den FuBpunkten F;; der kiirzesten Abstande
als Eckpunkten gehen an der Grenze in die Kehllinie der Regelfliche tiber.
die Geradenfolge f,,, o5 usw. konvergiert gegen die konjugierte Regelfliche,
welche die gegebene Regelfliche lings der gemeinsamen Kehllinie beriihrt.

2. Bewegungsimvarianten der Regelflichen. Ein Stangenmodell ist bis auf eine
beliebige Bewegung im Raum festgelegt, wenn die Winkel g, ; ; undw,sowiedie
Langen &, , ., und v, vorgegeben sind. Dabei mufl man geeignete Festsetzungen
diber die Vorzeichen treffen, woranf wir in Ziffer 3 zuriickkommen werden.

Beim Ubergang vom Stangenmodell zur Regelfliche, deren Erzeugende
durch hinreichend oft differenzierbare Funktionen eines Parameters ¢ gegeben
seien, erhalt man die Grenzwerte

¢2 Z-rl

by .
=p), Troq@). S -PO, >0
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Aus der Herleitung folgt, daf die vier Funktionen p(t), ¢{t), (t), ¢(t) Diffe-
rentialinvarianten sind, welche die Regelfliche bis auf eine beliebige Bewegung
im Raum festlegen. Sie hingen noch von dem willkiirlichen Parameter ¢ ab,
wihrend ihre Verhiltnisse von ¢ unabhingig sind. Ebenso hingen die Integral~
mvarianten

123 123
P=|pdt=lim Zg,re1, @=[qdt=1lmTo,
tg

tg

— 2 _ %
P=j§)dt=ﬁm2hz}i+1y Q=f§dt=limgv,-
tg ta

nicht mehr von ¢ ab. P und @ sind Bogenlingen im sphirischen Bild der
Ausgangsregelfléiche und der konjugierten Regelfliche; iiber die geometrische
Bedeutung von P und @ vgl. Ziffer 4.

Das Verhiltnis p/p nennt man vielfach Drall; auferdem wollen wir im
Hinblick auf die in Ziffer 4 erlduterten kinematischen Zusammenhinge g/
als Biegung und ¢/p als Schrotung bezeichnen.

3. Ableitungsgleichungen der Regelflichen. Wir verstehen nunmehr unter
g, und f; , die Einheitsvektoren in Richtung der Erzeugenden und der kiirzesten
Abstinde des Stangenmodells, und zwar soll ,, von F; nach F,, gerichtet
sein. AuBerdem sei n;, der zu ;5 und der Winkelhalbierenden von g;, g»
senkrechte Einheitsvektor, derart, daB g1, 1y, F1» e Rechtssystem bilden.
SchlieSlich bedeutet 1, den 7u g, uud der Winkelhalbierenden von ¥, I2s
senkrechten Einheitsvektor, wobei gs, tts, f; Wieder rechtsorientiert sind.
Dann gelten offenbar die Beziehungen
&) 92—91=“12‘2Sin%*§, By —he = ’“ﬁz'QSin%z,
welche gleichzeitig die Vorzeichen von ¢;, und w, definieren.

Beim Grenziibergang vom Stangenmodell zur Regelfliche konvergiert

sowohl 11 5 als auch 11, gegen den Normalenvektor n der Regelfliche und aus (8)
folgen die Ableitungsgleichungen

z

(9 g =pn V= —gn n=-—pgigql

Die letzte dieser Gleichungen ergibt sich aus den beiden ersten mit Hilfe der
Orthogonalitatsbeziehung n = f X g. ’

Zur Festlegung der Geraden bendtigt man neben den die Richtung be-
stimmenden Einheitsvektoren g, n,  noch die Momentvektoren

(10) G=1gXg R=1mxn, [=r1gXTF
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mit dem Radiusvektor v von einem beliebig angenommenen Bezugspunkt 0
nach einem beliebigen Punkt der betreffenden Geraden. Fiir die Differentiation
nach ¢ liefern die an den Stangenmodellen ablesbaren Beziehungen

Arg = hiotie, Arm = hotis + 220, Arg = 220,

welche gleichzeitig die Vorzeichen von A;, und v, definieren, beim Grenz-
iibergang zur Regelfliche die Formeln

(11 r:g) = pi, rzn) =pI+qg, rzt) = gqg.
Durch Differentiation von (10) kommt schlieBlich mit Berficksichtigung von
(9) und (11) das Gleichungssystem

(12)|g =pn+pn, F=—gu—gn ¥ =—Pg—pg+gt+gqt

Die Differentialgleichungen (9) und (12) sind die bekannten Ableitungs-
gleichumgen ) der Liniengeometrie der Regelfischen.

4. Verbiegung und Verschrotung der Regelflichen. Wir denken uns die
kiirzesten Abstinde der Stangenmodelle nach Fig. 7 als Blechhiilsen aus-
gebildet, welche um die Stangen g, ver-
drehbar und lings g, verschiebbar sind,
wahrend Winkel und Abstand aufein-
anderfolgender Stangen ungendert bleibt.
Das Stangenmodell 148t sich dann durch
Verdrehung und Verschiebung der Hiilsen
unter Festhaltung der Winkel ¢, ,,; und
der Langen A, ,,, deformieren. Bei reiner
Verdrehung der Hiilsen sprechen wir von
Verbiegungen, im allgemeinen Fall, d. h.
wenn Verschiebungen hinzukommen, von
Verschrotungen des Modells. Bei Ver-

eines Stangenpaars. biegungen bleiben die Strecken o, fest,

wahrend sich die Winkel @, idndern, bei

allgemeinen Verschrotungen #ndern sich sowohl die Strecken o; als auch
die Winkel ;.

Je zwei aufeinanderfolgende, durch den kiirzesten Abstand verbundene
Stangen bezeichnen wir als Stangenpear des Modells. Die Stangenpaare
bleiben sowohl bei Verbiegungen wie bei Verschrotungen im Winkel und im
kiirzesten” Abstand bis auf ein unwesentliches Gleiten der Stangen in
den Hiilsen ungedndert. Die sich paarweise entsprechenden Stangenpaare

5) Vgl. W. BLASCHKE, Differentialgeometrie I, Berlin 1930, S.270; auBerdem
F. LOBELL, Jher. d. D. M. V. 51 {1941), Heft 2, S.29—41.

a
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zweier in der Verbiegungsbeziehung stehenden Modelle I, IT kommen der
Reihe nach miteinander zur Deckung durch Drehungen um die Geraden g;
mit den Winkeln o/ — o!. Bei zwei in allgemeiner Verschrotungsbeziehung
stehenden Modellen treten an Stelle der Drehungen um die Geraden g; Schrau-
bungen, indem zu den Drehungen o’ — o] noch die Verschiebungen o;f —vf
hinzukommen.

Beim Grenziibergang vom Modell zur Fliche liefert der Verbiegungs-
prozeB die Biegungsflichen und der Verschrotungsproze$ die Schrotungs-

Wy

Fig. 8. Torsenmodell.

flichen der vorgegebenen Regelfliche. Die Schrotungsflichen stimmen in
den Invarianten p(t) und p () und demnach im Drall p/p, die Biegungsflichen
auBerdem noch in der Invarianten g (¢) und somit in der Schrotung ¢/p tiberein,
wihrend sie sich in der Biegung g¢/p unterscheiden. Biegungsregelflichen
lassen sich aneinander abrollen. Dabei berithren sie sich in jedem Augenblick
lings einer gemeinsamen Erzeugenden g () und fithren um diese eine Momentan-
drehung aus; die momentane Drehgeschwindigkeit ist gleich ¢/’ (2) — ¢’ (%),
falls der Parameter ¢ die Zeit bedeutet. Bei Schrotungsregelflfachen tritt
an Stelle des Abrollens ein ,,Abschroten®; die gemeinsamen Erzevgenden g(t)
sind die Achsen von Momentanschraubungen mit der Drehgeschwindigkeit
¢7(t) — ¢¥(t) und der Verschiebungsgeschwindigkeit ¢ () — ¢’ (1)-

Mathem atische Zeitschrift. 48. 30
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Ein Stangenmodell 138t sich stets so verbiegen, daf die Erzeugenden g,
einer Ebene parallel werden; die kiirzesten Abstéinde ¥, ,,; stehen dann auf
dieser Ebene senkrecht und bilden die Winkel w; = 0. Dem entsprechend
kann eine Regelfliche stets in ein Konoid verbogen werden, indem man der
Invarianten ¢(z) den Wert Null gibt. Die Integralinvarianten P und @ (vgl.
Ziffer 2) zwischen zwei Geraden g, und g, konnen dann als kiirzester Abstand
dieser Geraden und als Bogenlinge des Konoidumrisses gedeutet werden.

5. Sonderfail: Torse und Binormalenfliche. Mit k; ;., = O entartet das
Stangenmodell zu dem in Bild 8 dargestellten Torsenmodell, bei dem je zwei
aufeinanderfolgende Erzeugende g, g;,; durch ebene Dreieckstreifen ver-
' bunden werden kémnen. Die Erzeugenden g; bilden ein Polygon mit den
Seitenldngen v; und den AuBenwinkeln ¢, , ,, die Geraden f, ., stehen in
. den Polygonecken auf den Dreieckstreifen senkrecht und schlieBen die
Winkel o; ein.

Differentialgeometrisch entspricht dem Torsenmodell die Tangentenfliche
einer Raumkurve samt der von den Binormalen erzeugten Regelfliche. Die
Kriimmung und Windung der Raumkurve ist durch

K=lm#2=2 W=lm2=41
: V2 q L&) q
gegeben. Hierdurch gehen die Ableitungsgleichungen (9) in die FzenETschen
Formeln der Kurventheorie iiber.

(Eingegangen am 14. April 1942.) -



