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Einige Bemerkungen iiber rationale Flichen.
Von

Oskar Perron in Miinchen.

§1.
Der behandelte Problemkreis,

Unter einem rationalen Gebilde im projektiven R, (» = 2) verstehen wir
eine Menge von Punkten, deren n + 1 homogene Koordinaten sich rational
durch eine Anzahl Parameter darstellen lassen:

iz, = f, (01, - - - 0x) (r=01,....m).

A ist ein willkiirlicher Proportionalititsfaktor, den wir spater weglassen.
Die f, sind rationale Funktionen, die wir, indem wir den Hauptnenner in den
Faktor A aufnehmen, als Polynome annehmen diirfen, ja sogar als homogene
Polynome gleichen Grades, indem wir die Parameter homogenisieren, d.h. g,
durch g,0;1, ersetzen und eine geeignete Potenz von g, ; in den Faktor 1
aufnehmen. AuBlerdem diirfen wir die Polynome f, als relativ prim annehmen,
weil ein gemeinsamer Teiler durch Anderung des Faktors A beseitigt werden
kann. Die Koeffizienten der f, mégen einem Korper der Charakteristik 0
angehoren, etwa dem Korper der komplexen Zahlen oder einem durch Ad-
junktion von Unbestimmten daraus hervorgegangenen Erweiterungskorper
und die Parameter diirfen dann alle Wertsysteme dieses Korpers durchlaufen
fiir welche die f, nicht simtlich verschwinden.

Ist die Anzahl der homogenen Parameter gleich # und ist das Gebilde
(n — 1)-dimensional, so nennen wir es rationale Flgche (im projektiven R,;
Kurve fiir n = 2). Fiir eine rationale Fliache gilt also die Darstellung

(1) z, = jv (Ql! L) Qn) (7’ =01..., ”),

wo die f, homogene Polynome gleichen positiven Grades ohne gemeinsamen
nichtkonstanten Teiler sind. Die Gleichungen (1) vermitteln eine (meist nicht
eineindeutige) Abbildung der Fliche auf die (» — 1)-dimensionale Ebene, deren
Punkte die homogenen Koordinaten g, . . ., o, haben. Man kennt allerhand
Moglichkeiten, um bei einer algebraischen Fliche herauszubekommen, ob
sie rational ist, und gegebenenfalls eine Abbildung auf die Ebene zu finden 1).
Aber um die umgekehrte Frage scheint man sich nie recht gekiimmert zu

1) Dariiber belehrt z.B. das Buch von F.COXNFORTO, Le superficie razionali.
Bologna 1939.
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468 Q. Perron.

haben, wohl, weil man sie fiir trivial hielt; und doch sind da manche Fragen
zu kldren.

DaB es sowohl auf der Ebene wie auf der Fliche im allgemeinen Aus-
nahmepunkte gibt, denen bei der Abbildung kein Bildpunkt entspricht, ist
zwar langst bekannt und wird auch bei Coxrorro a. 2. 0. mehrfach hervor-
gehoben. Aber wie bekommt man iiberhaupt die Flichengleichung? Die
Antwort heiBt natiirlich, daB man ja nur die Parameter zu eliminieren braucht;
aber da beginnt die Schwierigkeit. Zun#chst kann es sein, daB die Glei-
chungen (1) itberhaupt keine Fliche, sondern ein Gebilde von weniger als
% — 1 Dimensionen darstellen. Da méchte man doch brauchbare Kriterien
haben. Und wenn sie eine Fliche darstellen, welches ist ihre Ordnung ¢ Man
wird sich die Antwort so iiberlegen: Eine allgemeine Gerade, dargestellt durch
n — 1 Gleichungen

n
2 a,m =0 (w=1,...,n--1),
v=0

hat mit der Fliche, wenn die f, vom Grad m sind, nach dem Brzovtschen Satz
m"~! Punkte geme'n, also ist die Fliche von der Ordnung m"1. Aber dann
wire die Ordnung einer rationalen Fliche im R, stets eine (n — 1)-te Potenz.
was nicht zutrifft. Bei den Flichen zweiter Orénung im Eg ist z. B. bei den
iiblichen Darstellungen in der Gestalt (1) stets m = 2, woraus man die Ord-
nung 22 = 4 errechnet statt 2; die Rechnung stimmt also nicht. Andererseits
ist bekannt, daB beim Eliminieren die ,,Enc gleichurg® leicht mit ,,falschen®
Faktoren behaftet ist; tm solchen zu entgehen, wird man etwa die Resultante

fi— @ eees fu Tas fo— @0

R ( Qr 5 s On s 1 )
oder auch die Resultante

R(xofl — @1fos ooy ol — f%fo)

01 3 eeey On

gleich 0 setzen. Aber erstens ist dieser Resultantenbegriff fir # > 1 bzw.
fiir » > 2 nur wenig bekannt, zweitens wird der Kenner leicht finden, dafl
die erste Resultante in den 2, homogen vom Grad »" und die zweite homogen
vom Grad n-m”~ ! ist, wihrend man nur die Ordnung mrl erwartet. Die
Rechnung stimmt also wieder nicht. Sind in den Resultanten vielleicht auch
noch ,,falsche Faktoren enthalten? Zu allem Ungliick kommsy es aber auch
hiufig vor, daB beide Resultanten identisch verschwinden (vgl. die Satze
des § 3), also iiberhaupt keine Flichengleichung liefern. Was dann?

Man sieht, es sind noch allerhand Fragen zu kliren, und ein Beitrag
dazu soll im folgenden mit streng algebraischen Methoden geliefert werden.
Die dabei bendtigten Sétze findet man in des Verfassers Buch: Algebra, Bd. 1,
zweite Aufl, 1932, das unter ,,Algebra® zitiert wird.
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§2.
Die Funktionalmatrix.
Satz 1. Notwendig und hinreichend dofiir, daf die Gleichungen (1), wo
die §, homogene Polynome gleichen Grades sind 2), eine und nwr eine absolut

irreduzible homogene algebraische Gleichung F (2o, . . ., %,) = 0 nach sich
ziehen, ist, daf die n-reihigen Determinanten der Funktionalmatriz

Ot O
| 901 30,
‘i .......
T
i a@n a@n i

nicht simtlich identisch verschwinden. Ist sie erfiillt, so ist also das rationale
Gebilde (1) ein (echter oder unechier) Teil der algebraischen Fliche F (2o, ..., ©,)=0,
aber wicht zugleich Teil eines algebraischen Gebildes von weniger als n— 1 Dimen-
stonen.

Beweis. Ganz unabhingig von der Funktionalmatrix haben die Glei-
chungen (1) nach Algebra, Satz 56 eine Gleichung G (%, . .., %) = 0 zur
Folge. Es ist also G (fo, . . ., f,) als Polynom der o, identisch 0, und da die f,
homogen von gleichem Grad sind, muB dann schon jeder in bezug auf die ,
homogene Bestandteil von G (fy, . . ., f,) fiir sich verschwinden. Die Glei-
chungen (1) haben also auch eine homogene Gleichung G (%, ..., #,) = 0
zur Folge 3). Zerlegt man G in absolut irreduzible Faktoren %)

G (@os .+ s @) = F1 (T0r -+ o B) -+ Fr (s - - o @)y
die dann von selbst ebenfalls homogen sind, so ist das Produkt
Fy(for oo fo) - Frlfor - o )

als Polynom der g, identisch 0; also ist schon ein Faktor identisch 0, etwa der
erste. Das besagt aber, daB die Gleichungen (1) die irreduzible Gleichung
F (..., %) = 0 nach sich ziehen. Wiirden sie noch eine zweite nach
sich ziehen, so kénnte man aus beiden Gleichungen eine beliebige der Groflen z,
eliminieren, d. h. die gewdhnliche (Syuvesrersche) Resultante gleich O setzen

2) DaB die f, relativ prim sind, braucht bei diesem Satz nicht vorausgesetzt zu
werden.

%) Bin anderer Beweis dieses Satzes findet sich in meiner Arbeit: Beweis und Ver-
schirfung eines Satzes von KRONECKER. Math. Annalen 118 (1942), S. 441448,

%) Dazu ist es vielleicht notig, den zugrunde gelegten Korper durch Adjunktion
neuer GroBen zu erweitern. Solche Adjunktionen denken wir uns hier und auch spéter,
sobald sie notig werden, stets stillschweigend vollzogen. Dagegen ist es nicht notig,
einen algebraisch abgeschlossenen Korper vorauszusetzen.
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und wiirde so eine Relation zwischen den anderen z, erhalten ®). Nach Algebra,
Satz 61 miiften dann aber die Determinanten der Funktionalmatrix ver-
schwinden, entgegen der Voraussetzung.

Bemerkung. Satz 1 sagt nur, dafl das rationale Gebilde ein Tesl der
Fliche F = 0 ist. Es ware falsch zu sagen, daf es die ganze Fliche ist; denn
es kann Ausnahmepunkte auf der Fliche geben, die durch die Darstellung (1)
nicht erfaft werden.

: : 2 2 2
Beispiele. 1. @ = g7, @; = p100, 23 = 03, 3 = 05,
_ 3 _ 2 _ 2 .3
IL oz =pf, &1 =002 %= 0105 %3= 03
2 2
HI 2= 01, % = 0102, %2 = 03 T3 = 0103,

IV. 2= of., @ = 0102, @ = 0203, ¥3 = 0103+ 03.
In den Beispielen I, II, III wird der Kegel 2y — 5 =0 dargestellt, und
zwar im Beispiel I vollstiandig. Im Beispiel II fehlt ihm die Mantellinie 2, = 0,
Z; = 0 mit Ausnahme der Spitze mit den Koordinaten 0,0,0, 1. Im Bei-
spiel III fehlt ihm ebenfalls diese Mantellinie, aber diesmal einschlieSlich
Spitze und mit Ausnahme des Punktes 0,0, 1, 0. Im Beispiel IV wird die
Fliche 2, 2, 73 = 2g %, +— @} dargestellt, doch fehlt ihr genau ein Punkt,
namlich der Punkt 0, 0, 1, 0.

§ 3.
Resultantensitze,

Das Kriterium in Satz 1 ist bei der praktischen Anwendung recht un-
handlich, und auBerdem sagt es nichts iiber die Ordnung der algebraischen
Flache aus. Um giinstigere Resultate zu bekommen, brauchen wir einige
Satze iiber eine gewisse Resultante.

Satz 2. Wenn die n -+ 1 homogenen Polynome

fo (@h ce s On)s s fa (Ql’ cevs Qn)
alle vom gleichen Grad m sind und wenn m"™ = 1 gesetzt wird, dann ist die
Resultante
P—=R zofr — z1fo, Zofa— T2fos ..., Tofn— %fo)

51 > Q2 3 sees On
als Polynom der Unbestsmmien z,, . .., x, teibar durch ™ V'  Setzt man
demgemdf

P = g VI (2, ..., 7,),

s0 st F entweder identisch O oder ein homogenes Polynom vom Grad 1.

5) Sollte zufallig eine der beiden Gleichungen schon von #, frei sein, so hat man
schon das Gewiinschte und braucht natiirtich nichts mehr zu eliminieren.
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Beweis. Nach Algebra, Satz 120 und § 47, I ist die Resultante P jedenfalls
ein homogenes Polynom der z, vom Grad »l oder identisch 0. Nach Algebra,
Satz 147 bleibt sie ungedndert, wenn man in der ersten Zeile zum letzten Glied
ein mit einem von g, ..., g, freien Faktor multipliziertes anderes Glied
addiert. Da sie aber auBerdem nach Algebra, S.221 bei Umordnung der
Glieder der ersten Zeile sich nur mit -+ 1 multipliziert, darf man ebenso
zum »-ten Glied etwa das mit — fi’ multiplizierte u-te Glied addieren. Macht

man das bei festem y fiir alle von p verschiedenen », so geht P iiber in 6)

"
O« ) @y > Ql

— (ﬁ>(n—1)l'R<z# fz s xz.fa: 2"i)fu - xny; Ty f), - xlf,u)
z O 5 Ou » o

R(? (x‘ufz - xxfn)’ ‘ zofft - mu.fﬂ’ ;::EQ(:EM fl - ‘[v’tlfz"))
°

u

Dabei ist zur Abkiirzung x als Vertreter der Indizes 1, . . ., u — 1 geschrieben,
und 2 als Vertreter der Indizes u + 1, ..., #. Der Exponent (n — 1) ergibt
sich aus Algebra, Satz 120. Da nach dem gleichen Satz die zuletzt an-
geschriebene Resultante wieder ein Polynom der z, ist, ergibt sich, daB die
urspriingliche Resultante P den Faktor a{* V! enthilt. Da sie identisch 0
oder ein homogenes Polynom der z, vom Grad nl ist, ergibt sich, daB der
Restfaktor F (z, . . ., #,) identisch 0 oder homogen vom Grad nl — (n — 1)l =1
ist. Zugleich erhilt man die Formel

@ R(%h Bl SolomBulor Bl Gly ot g, 0T
Qx ’ Ou H 0 ’

Gc=1..,p6—1, A=p+1 ..., 0.

Satz 3. Unter den Vorausseizungen von Satz 2 haben die n +— 1 Polynome
1, (015 - - -5 0n) danm und nur dann eine gemeinsame Nullstelle 7), wenn das
Polynom F (zy, . .., x,) dentisch verschwindet. Die Koeffizienten wvon F
bilden also, wenn die Koeffizienten der Polynome f, selbst Unbestimmite sind,
ewm Resultantensystem dieser Polynome 8).

Beweis. Wenn die Polynome f, eine gemeinsame Nullstelle haben,
so haben die » Polynome von g, ..., 0,

(3) zof, — @, fo w=1...,9)

%) Sogar ohne Anderung des Vorzeichens, woranf es aber gar nicht ankommt.

) Unter einer Nullstelle eines homogenen Polynoms ist stets eine nichtitriviale
Nullstelle zu verstehen. Zwei Nullstellen, die sich nur durch einen Proportionalitéts.
faktor unterscheiden, gelten nicht als verschieden.

%) ¥ber den Begriff Resultantensystem vgl. Algebra, S.276.
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ebenfalls diese Nullstelle. Daher verschwindet nach Algebra, Satz 139 die
Resultante P und folglich auch F (%, . .., #,). Wenn umgekehrt ¥ identisch
verschwinde$, so gilt dasselbe von P, so daB nach Algebra, Satz 139 die
Polynome (3) eine gemeinsame Nullstelle o, .. ., o0 haben. Setzt man zur

<y O

Abkiirzung
fl}(gga “".ﬁg_). - 1
Ty -
so ist also
(4) fv(glo""ﬁ Q?))zlxv ’ (7:07"" ”)'
Wenn wir zeigen kénnen, dal 4 = 0 ist, so heiBit das, daf8 die f, die gemein-
same Nullstelle o}, ..., o2 haben, womit Satz 3 bewiesen sein wird.

Nun besteht zwischen den f, eine homogene Abhingigkeit (vgl. Beweis
von Satz 1), etwa vom Grad N:
20‘0’1...*1‘-{0 fl “’f”;n_.:o (V0+V1+"‘+‘Vn:N).
Nach (4) ist dann

wre o T Lz =0,

o
und daraus folgt, da die z, Unbestimmte sind, 4 = 0; w.z. b. w.
Satz 4. Uunter den Voraussetzungen von Saiz 2 ist die Resultante
R(fl o 951: : ta N %: fo ) 930)
die m-te Potenz des Polynoms — F (xg, . . ., ©,).
Wir werden diesen Satz nicht weiter bendtigen, weshalb wir auf den
Beweis, der sich mit Hilfe von Algebra, Satz 146 fithren 1a8t, verzichten. Der

Satz wurde nur aufgefiihrt, weil er immerhin eine in § 1 gestellte Frage in
iiberraschender Weise teilweise beantwortet.

Satz 5. Wenn die n -+ 1 homogenen Polynome m-ten Grades

fO(QI: L) Qn)ﬂ vy fn (QI, s Qn)

keine gemeinsame Nullstelle haben, so daf das-in Satz 2 eingefiihrie homogene
Polynom F (xy, . . ., x,) nack Saiz3 nicht identisch verschwindet, sondern
vom Grad m"* ist, so hat das Formelsystem

w;-=fy(€?1,-~-> 0n) (r=0,...,n)
die Gleichung F (o, . . ., x,) = O zur Folge; d. k. zwischen den Polynomen f,
besteht die Abhingigkeit F (f,, . . ., f,) = O.

Ist umgekehrt zy, . . ., x, ein Grofensystem, fir welches F (z, . . ., z,) = 0
ist, so gibt es (mindestens) ein Grofensystem o, . . ., o, derart, daf die Glei-
chungen gelten:

z, = £, (01 - » 0,) v =0,-..., m).
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Beweis. Esist nur eine linderung der Bezeichnung, wenn wir statt von
dem Formelsystem im ersten Teil des Satzes von dem Formelsystem

&, = fv(yla e yn) (?’:0, .y %)
reden. Dieses Formelsystem besagt aber, daff das Gleichungssystem mit den
Unbekannten oy, . .., g,

Zof, (015 -+ > On) — Tfo(01s -« @) =0 (v=1,...,m)

eine Losung hat, namlich g1 = %1, . . ., ¢, = #. Daraus folgt nach Algebra,
Satz 139, daB die Resultante P verschwindet. Daher verschwindet nach
Satz 2 auch F (2, ..., %,), da ja, sobald die y, Unbestimmte sind, 2 # 0
ist. Damit ist der erste Teil von Satz b bewiesen.

Wenn umgekehrt F (2, . . ., z,) = 0 ist, so hat das Gleichungssystem

z, = f, (15 - - -+ ) (=0, ...m)
zunichst, falls alle 2 = 0 sind, die Lésung ¢y = 0, ..., g, = 0, womit
dieser triviale Fall erledigt ist. Anderenfalls sei etwa #, == 0. Wegen
F (), ..., z;) = 0 verschwindet dann nach (2) auch die dortige Resultante
mit 2, an Stelle von z,. Daher hat nach Algebra, Satz 139 das Gleichungs-
system

37:¢fv (@1> « > ) — x:f,u(gl’ e 0n) =0

(7’:1:--~>/“"1a0>}u+17--'5n)

eine Losung oy, ..., g;. Setzt man dann
fu(e)s e &%) _ A
Tu
s0 ist
®) ‘ folel's - @) = 4w, (r=0,...n)

Hierbei ist aber 1 5= 0, weil ja die Polynome f, nach Voraussetzung keine ge-
meinsame Nullstelle haben. Setzt man daher

Ly
v

m—-:::.g; (1’:1:'-'3”‘):
|2
so folgt aus (5)
f (@ €)= 2 (v =0,...m),
womit auch der zweite Teil von Satz 5 bewiesen ist.

Satz 6. Unter den Voraussetzungen des ersten Teiles von Satz 5 ist das
Polynom F (%o, . . ., #,) entweder absolut srreduzibel oder ewme Potenz eines
absolut irreduziblen Polynoms. Insbesondere im allgemeinen Fall, d.h. wenn
die Koeffizienten der homogenen Polynome f, Unbestimmie sind, st F (%o, ..., )
selbst absolut vrreduzibel.
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Beweis. Nach Satz 5 verschwindet F (f,, .. ., f,) als Polynom der g,

identisch. Zerlegt man das Polynom F (x,, . ., ,), falls es reduzibel ist, in
irreduzible Faktoren:

F(xg, ..., %) =1£6'l (Zos . - .y Tp),

soist [TG, (fo, . . ., f») = 0, also verschwindet wenigstens einer der Faktoren,
etwa

(6) Gl (.fO: LIRS fn) = 0.
Wir setzen ¥ =G H (also H=G,...G,):
'(7) F(%7‘~"xn):Gl($09~'-x n)H(x()’"') wf&)'
Wenn nun die x, irgendwie so spezialisiert werden, daB H = 0 ist, etwa
{8) H(y,...,2)=0,
s0 ist nach (7) auch ¥ (z;, . . ., #}) == 0, und nach Satz 5 gibt es dann gewisse
GroBen gf, ..., o, derart, dafl
2 = f,(e} - - - 0)) r=0,...m)

ist. Nach (6) ist daher
(9) Gy (), ..., z) = 0.

Hiermit ist gezeigt, daf aus (8) allemal (9) folgt. Nach dem HriLBERTschen
Nullstellensatz (Algebra, Satz 136) ist also eine geniigend hohe Potenz von
Gy (2o, ..., z,) durch H (x, ..., z,) teilbar. Die irreduziblen Faktoren
von H, d.h. die PolynomeG,, . ., @, sind daher alle mit G; dquivalent. Somit
ist F = ¢@], wo ¢ eine Konstante, womit der erste Teil von Satz 6 be-
wiesen ist.

Der zweite Teil wird bewiesen sein, wenn sich zeigen 148t, da} unter den
neu hinzukommenden Voraussetzungen jedes Polynom @ (x, ..., %,), fir
welches @ (fy, . .., f,) als Polynom der p, identisch verschwindet, durch

F (2, . . ., %,) teilbar ist. Um das zu zeigen, werde wieder m"~* = [ gesetzt,
und es sei

(10) F (@ ... @) = X A4,, a2 ...20 (o+v+- - +v=1
und folglich

(1) Sd, BB fr =0 oty = ).
Sind nun y,, ..., y,-1 weitere Unbestimmte, so hat das Gleichungssystem
(12) fo(ers -t — Hdolen - e) =0  =1L...a—1

nach dem Bizourschen Satz (Algebra, Satz 143) genau [ Loésungen

0125 -~ > a2 (A=1.., 1),
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die alle voneinander verschieden sind, und alle p,; sind =+ 0. Fiir jede dieser
Losungen ist fo = 0, weil sonst nach (12) auch f, =0 fir v < n — 1 wire,
wihrend doch das System

f0=0> f1:0, B fn—1=0

keine Losung hat 9). Man kann daher den in jeder Losung steckenden will-
kiirlichen Proportionalititsfaktor so wiihlen, daB fo = 1ist. Aus (11) und (12)
folgt dann

W) ZA,, 4 Yy Ta0rss oo @I =0 (ot 214 F90=1).

Nun sind die [ Werte f, (0,15 - - -» 0,;) voneinander verschieden. Denn
wire etwa

fn (911’ LR in) = fn (\Qlu’ AR Quu)’
oder ausfithrlicher geschrieben

v g n o A tn
"‘a’;,...;ngll"' Cui "'Za’vz‘..rnglu"'gna’

so wire, weil die Koeffizienten o, , Unbestimmte sind 1),

\Z .o
(14:) 911‘2'-'91&:@;144"'9:1% fmyl+"'+”n:m’
. 211 . . . "
also insbesondere auch o4 = of,, so daBl “1% eine m-te Einheitswurzel wire;
Ciu
052 2.2 . .. . . v
ebenso 02 s .., 2% Ist ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel, so wire also
“2u nu
[2F) Oni
{15) g L, L = g,
91 u nuw

und folglich nach (14)

g T = ] fiir v -+ -0 4 v, =M.

Insbesondere wire &4 “¢™D =1, also «; = o (modm), und folglich
nach (15)

50 daB g,z - - +» 0z und @, - - -5 0,, dieselbe Losung wiren.

%) Es sind ja n homogene Gleichungen mit » Unbekannten und mit Unbestimmten
als Koeffizienten.
19) Man beachte, daB die g, ; als Losungen des Systems (12) von diesen Unbestimm-
ten unabhéngig sind; letztere sind daher auch Unbestimmte in bezug auf den Kborper
der g,,.



- 476 0. Perron.

Hiermit ist gezeigt, daf die I Werte [, (0;, - - -, 0,;) voneinander ver-
schieden sind. Da sie aber alle die Gleichung (13) befriedigen, so muB in dieser

das Glied mit der l-ten Potenz von f, (0, ..., 0,;) Wirklich vorkommen.
Daher ist 4, ,, & 0, und folglich mit vereinfachter Bezeichnung
F(zg, ..., ) =Aal +--- 4 = 0).

Hiernach ergibt sich, wenn man @ durch F teilt, nach Algebra, Satz 71-eine
Relation der Form

(16) P (o, ..o ) =F (20, . - ., %) Q@ (%o, - .., @) + B (g, ..., ),

wo @ und B nicht nur in bezug auf z,, sondern in bezug auf alle x, Polynome
sind, und wo der Grad von R in bezug auf #, kleiner als ] ist. Wenn nun B
nicht identisch verschwinde, so kénnte man mit Bezug auf B dieselbe Uber-
legung durchfithren wie seither mit Bezug auf F und wiirde finden, daf B
in bezug auf 2, nicht von kleinerem als dem I-ten Grad sein kénnte. Daher
muB B = 0 sein, und aus (16) folgt, daf @ durch F teilbar ist. W.z. b.w.

§ 4.
Anwendung auf rationale Flichen,
Satz 7. Das rationale Gebilde

A) z, =f, (015> €n) (»=0,....m)
wst, wenn die homogenen Polynome m-ten Grades f, keine gemeinsame Nullstelle
haben 1), identisch mit der algebraischen Fliche F (g, ..., x,) =0, wo F
das in Satz 2 eingefiihrte und nach Satz 3 nicht identisch verschwindende homogene
Polynom ist.

Der Satz bedarf keines Beweises mehr, da er nur die geometrisierte
Formulierung von Satz 5 ist. Der Satz besagt, wie zur Vermeidung von Irr-
tiimern ausdriicklich bemerkt sei, nur, daB jeder Punkt des rationalen Ge-
bildes auf der Fliche F = 0 liegt und daf umgekehrt jeder Punkt dieser
Flache auch dem rationalen Gebilde angehdrt, d. h. daf seine Koordinaten
sich in der Gestalt (A) darstellen Jassen. Dagegen wird nicht behauptet, da
diese Darstellung etwa nur auf eine Art moglich sei; sie kann fiir einzelne
oder auch fiir alle Flichenpunkte auf mehrere Arten moglich sein, wobei
proportionale Darstellungen, also eine Darstellung durch die Parameter-
werte 0;, ..., ¢, und eine zweite durch gg;, ..., ¢p,, unter ¢ eine m-te
Einheitswurzel verstanden, natiirlich nicht als verschieden anzusehen sind.
Von niheren Untersuchungen in dieser Richtung, die an sich sehr wiinschens-

11) Sie sind dann von selbst relativ prim, so dafl diese in § 1 erhobene Forderung
hier nicht eigens gestellt zu werden braucht.
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wert waren, miissen wir in dieser Arbeit absehen. Bemerkt sei nur, dafl die
Anzahl der Darstellungen in der Form (A) sich durchaus nicht mit der Vielfach-
heit des betreffenden Flichenpunktes im Sinne der algebraischen Geometrie
zu decken braucht.

Satz 8. Unter den Voraussetzungen von Satz T zerfillt die Fliche F = 0
sie in zwei verschiedene algebraische Flichen; wohl aber kann sie eine vm Sinne
der algebraischen Geometrie mehrfach zihlende Fliche sein. Die Ordnung der
(einfach gezihlten) Fliche ist gleich m™~* oder ein Teiler von m™~ 1. Insbesondere
im allgemeinen Fall, d. h. wenn die Koeffizienten der Polynome f, Unbestimmie
sind, ist die Fliche wur einfach zihlend und hat die Ordnung m" ™.

Das ergibt sich unmittelbar aus Satz 6.
Beispiel 1. fo=0} h=e3 f=acl+beies+ces.

Hier ist m = 2, » = 2 und die Polynome sind ohne gemeinsame Nullstelle.
Da n = 2 ist, 1aBt sich die Resultante P als Svrvestersche Determmante
schreiben:

P — R<%922 — w0}, zolapr +boyoet co) — x29i2>

431 s 02
— I 0 Zo 0 f
0 — 0z | 2
= = — )2 — 1.
| azo— s bz, czy O % zy [(@ %o + ¢y — %) b2 zp ;]
! 0 axy — L, bzxy € ;

F ergibt sich nach Abspaltung des Faktors ag; also ist

F = (axy -+ cx1 — %o)2 — V22024,
Falls b = 0, ist F irreduzibel und die Fliche (Kurve) von zweiter Ordnung.
Jeder Punkt der Kurve 148t sich auf genau eine Art in der Gestalt

Zo = 0% @ = 03 @ =aof +boigs+cos

darstellen. Falls b = 0, ist F die zweite Potenz eines linearen Polynoms,
die Kurve also von erster Ordnung. Jeder Punkt der Kurve 1aBt sich auf
2wei Arten in der Gestalt

_ .2 2 2 2
Ty = 01, Ty = 03, L2 = @Q + 00

darstellen, auBer den beiden Punkten 0, 1,¢ und 1,0, a, die nur ene Dar-
stellung zulassen.
Beispiel IL fo=10} h =010 fo= 03 f3= 93?-

Hier ist m = 2, » = 3 und die Polynome sind wieder ohne gemeinsame Null-
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stelle. Nach den Rechenrege]n fiir Resultanten (Algebra, S. 221 f. und Satz 148)
findet man

2

2 2 2 2
923(9509192—3?1@?, Zooz — *201, 33093—33391)

451 s 02 > 93
=JIR 01, ‘%02*—'8‘1%9;, V%Qa‘”*ﬂ//fb‘sex)
e Q2 > Q3
— / —_ T 00 —
XgR(xogzgl’ﬂ&Ql: 3%02928\/1’201: Vzo0s Qsﬂﬁs&) (e, = +1)
1 0 0 | -z T 0 |
=0 |—¢Vs Yo 0 | IT{—eVz Vo O |
lenVa 0 Vel T —n¥n 0 Vi

= @ - (a5 T, — 7 )"
F ergibt sich nach Abspaltung des Faktors z; also ist

F = (xoxg - 9312)2.

-

F ist die zweite Potenz eines irreduziblen Polynoms zweiten Grades; die Fliche
ist der Kegel %oz, — «} = 0 (vgl. auch 8. 470, Beispiel I). Jeder Punkt des
Kegels 1a8t sich auf zwei Arten in der Gestalt

_ 2 _ 2 .2
o = 01, 1 = 0102, T2 = 0y, X3 = 03

darstellen, mit Ausnahme der Kegelspitze 0,0, 0,1 und der Schnittpunkte
mit der Ebene z3 = 0, die nuar je eine Darstellung zulassen.

Die Beispiele dienen zur Illustration unserer Sitze und der verschiedenen
vorkommenden Fille. Die Elimination selbst lieBe sich natiirlich auch viel
einfacher durchfiihren. :

§ 5.
Andere Gewinnung des Polynoms F (x,,...,x,).

Bei der Wichtigkeit des Polynoms ¥ wird man den Wunsch haben, zu
ihm zu gelangen ohne den Umweg iiber die Resultante P, da die Berechnung
einer Resultante fiir # > 2 bekanntlich eine &uBerst komplizierte Sache ist.
Dabei wird es natiirlich erlaubt sein, die Koeffizienten der f, als Unbestimmte
vorauszusetzen. Alsdann hat aber nach Satz 5 das Polynom F (2, . . ., z,)
die Eigenschaft, da F (fy, ..., f,) = 0 ist, und beim Beweis des zweiten
Teiles von Satz 6 ergab sich, daB jedes Polynom @ mit derselben Eigenschaft
durch F teilbar ist. Daher ist F durch diese Eigenschaft und durch seinen
Grad m"~! bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.
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Nun habe ich kiirzlich gerade die Existenz eines solchen Polynoms auf
ganz andere Art bewiesen 12) und dieser Beweis enthlt zugleich eine Methode
zur Herstellung des Polynoms. Das Verfahren ist folgendes:

Bezeichnet man die Potenzprodukte

orer ...
fir0s=r,=m—1, nr+r+- - +7r=0 (modm),

deren Anzahl gleich m”~! = [ ist, in irgendeiner Reihenfolge mit U, ..., U,,

s0 kann man [2 Polynome @, , (2, . . ., 2,) so bestimmen, daB die Identititen
gelten:
!
(17) fOUZ = Eldjl,u(fl"“’fn) Uu (l;’:—" 1:'-':Z):
p=

woraus folgt:

{18) |

...............

Die Polynome @, ,, d. h. ihre Koeffizienten, ergeben sich dabei aus einem
linearen Gleichungssystem mit ebensoviel G'eichungen wie Unbekannten,
und die bei der Auflésung auftretende Nennerdeterminante ist von 0 ver-
schieden. Die Relation (18) ist in bezug auf die f, homogen vom Grad [
und ist daher, von einem konstanten Faktor abgesehen, gerade die Relation
Ffo, ... 1) = 0.

In Spezialfsllen, wenn die Koeffizienten der f, keine Unbestimmte sind,
lassen sich die @, , unter Umstéinden viel einfacher ermitteln. Aber es kann
auch sein, daB die Berechnung unméglich wird, weil die erwihnte Nenner-
determinante gleich 0 ist. Sie ist jedoch gewil von 0 verschieden, wenn fiir
v=1,..., n der Koeffizient ¢, von o” in f, von 0 verschieden, und zwar
eine Unbestimmte ist. Das kann oft schon, wenn es nicht von vornherein
der Fall ist, durch Umnumerieren der f, erreicht werden. Wenn nicht, so
kann man die fehlenden Glieder zunichst mit Unbestimmten als Koeffizienten
erginzen, mit diesen die Rechnung durchfiihren und im Endresultat die
Unbestimmten spezialisieren. Denn die Koeffizienten von F sind, wie sich
aus der Definition von F ergibt, mit ganzzahligen Koeffizienten versehene
Polynome der Koeffizienten der f,; man bekommt also F fiir beliebig speziali-
sierte f,, indem man die Rechnung zunichst mit Unbesfimmten als Koeffi-
zienten irgendwie durchfiihrt und im Endresultat die Spezialisierung vor-
nimms.

Beispiel. fo= of, f1= 0102 fo= 03, f2= 0}.

12) In § 3 der in FuBnote 3) zitierten Arbeit,
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Die Potenzprodukte U, sind hier: 1, oy 02, 0103, 0203 In f; fehlt das Glied
mit of. Nimmt man aber eine Umnumerierung vor, indem man f, und f, ihre
Rollen tauschen 148t, so hat man das Gewiinschte, und die Identitéten (17) sind
ohne weiteres hinzuschreiben:

firl =0 -1+41-0100+0 0103+ 00203
f1- 0102 = fofa- 1+ 00102+ 0 0105+ 0+ 0203,
f1- 0108 = “1+40-0102+ 0 0103+ fo- 0203,

fi-e208 =0 -1+ 0-0100+fo- 0103+ 0- 0205
Also kommt
. —h 1 0 0
: fof2 —fH O 0o 0
} 0 0 —h f ; ’
0 0 . —h

oder (f2 — fof2)2 = 0. In der Tat wurde auch in § 4 bei diesem Beispiel ge-
funden: F = (225 — #7)>

Ohne Umnumerierung kann man so verfahren, daB man zunichst das
allgemeinere Polynomsystem

fo = Qiza h= “Qiz"?‘ 0102, fo = 922: fs = 93

mit der Unbestimmten @ betrachtet. Um ganz sicher zu gehen, kénnte man
f2 = bo3, fs = cof setzen; doch sieht man leicht voraus, da$l die Rechnung
auch gehen mul}, wenn man von Anfang an b und ¢ zu 1 spezialisiert. Das
System (17) ist jetzt das folgende:

el o= Lo 1, . o
fo'elezr-—%'l%‘g%?ﬁ'ewz * * 0,
for €103 = * * +ﬂl;_i:lg'9193—‘¢%’9293,
for 0205 = * ® " "‘% ’QlQS‘i"%'QZQs'
Also kommt
e
- T ° 1,
| 0 0 ﬂ-lai;lg'“fo '—0‘{% %‘“,
0 0 _b L
. :

»
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oder ausgerechnet:
U — afo) (o + ah — a*fy) — bR = .

Nach Multiplikation mit a# (nicht erst mit: a8) 148t sich der Nenner wegheben

und man erhalt:
(2 — fofs — 2afofs + a2f3)* = 0.
Wenn man jetzt @ zu 0 spezialisiert, kommt wieder wie vorhin: (FP—fof2)2 = 0.

Eine elegante Darstellung gestattet das Polynom F im Falle n = 2.

Setzt man namlich in diesem Falle

fo = aool + @107 02 + -+ + am 0l

fo=bool +b1ol s + -+ + buol

fo= ool + 100 to2 + -+ Cull:
so 1aBt sich die Resultante P als (2 m)-reihige SyLvestERsche Determinante
schreiben. Diese kann man leicht durch Rinderung in eine (3 m)-reihige
Determinante verwandeln, von der sich der Faktor 2y abspalten lait, so da
gerade F iibrigbleibt. Man erhalt so die Darstellung

m m+1 m—1

....................

....................

und zwar ist diese Determinante so gebildet, da nach der angeschriebenen
ersten, (m -+ 1)-ten und (2 2 + 1)-ten Zeile immer noch (7 — 1)-mal dieselbe
Zeile kommt, aber jedesmal um eine weitere Stelle zyklisch nach rechts ver-
schoben wie bei einer SyrLvesrerschen Determinante. Man sieht auch leicht
direkt, daB die obige Determinante die das Polynom F charakterisierenden
Eigenschaften hat: Sie ist in bezug auf die @, ein homogenes Polynom m-ten
Grades 13), und wenn man =, durch f, ersetzt, verschwindet sie; denn wenn
man alsdann die Spalten der Reihe nach mit

m—1 m—2 m—1 2m—1 Zm—2 2m—1
0r 5 01 Q2.0 5 O > — 01 025 - - -5 — 02

multipliziert und zueinander addiert, kommt in jeder Zeile 0.

13y Nicht etwa identisch 0'; denn z. B. der Koeffizient von zj ist die Resultante
von f, und f,, verschwindet also gewif nicht, wenn die Koeffizienten der f, Unbestimmte
sind. '
Mathematische Zeitschrift. 48. 31
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§6.
Eine weitere Resultante,

Wenn die f, eine gemeinsame Nullstelle haben, so verschwindet F nach
Satz 3 identisch, so daB man auf die bisherige Weise zu keiner Flichengleichung
gelangt. Zwar gibt es nach Satz 5 der in Fuinote 3) erwihnten Arbeit auch
in diesem Falle eine homogene Identitit vom Grad m"~' zwischen den f,.
Aber wir werden jetzt auf ganz andere Art sehen, daB es sogar eine Identitdt
von geringerem Grod gibt, so daff die Ordnung der Fliche sich erniedrigt.
Dazu bendtigen wir einige vorbereitende Satze. Unerledigt wird allerdings
der Fall bleiben, da8 die f, unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben.

Die n homogenen Polynome m-ten Grades

(19) fl(gla L] Q’n)’ L] fn(@l»'--» Qﬂ)

mogen endlich viele gemeinsame Nullstellen haben (eventuell gar keine).
Sind dann wq, ..., %, Unbestimmte, so haben die # + 1 Polynome

falers - - Qn)s -+ fn(glﬁ - e vs Qn)s 2“;91«’

wo die Summe nach v von 1 bis » 1auft, offenbar gar keine gemeinsame Null-
stelle. Dann haben aber auch, wenn z,, . . ., ,, y weitere Unbestimmte sind,
die # + 1 homogenen Polynome von g1, ...,0,, 0

(20) fl—xlo.m» v ees ,fn'—wﬂgm; Z‘u,g, — Yo

keine gemeinsame Nullstelle. Denn nach dem bereits Gesagten haben sie
jedenfalls keine mit ¢ = 0. Hatten sie eine andere, so konnte man ¢ = 1
annehmen, und das Gleichungssystem

fo=12%1, «vvs fo= Zps 2‘“,9,,:?/

hatte eine Losung. Aber zwischen den # + 1 links stehenden Polynomen
besteht nach Algebra, Satz 56 eine Abhingigkeit; die gleiche Abhingigkeit
miifite dann zwischen %, . . ., «,, ¥ bestehen, wihrend das doch Unbestimmte
gind.

Nachdem hiermit gezeigt ist, daf die Polynome (20) keine gemeinsame
Nullstelle haben, folgt aus Algebra, Satz 139, dal die Resultante

. — n - m _
(21) T — R(fl xla ] sy f'n Ta”()’ » Zu’s Qv ?/0')
&1 3 vy On N o
nicht verschwindet. Daraus folgt aber weiter (Algebra, S.290), daf das
Gleichungssystem
(22} i fl et :1:10"” = O, . ey fﬂ - ncm =0

nur endlich viele Losungen hat, und wir gewinnen den
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Satz 9. Wenn die n homogenen Polynome (19) vom Grad m nur endlich
viele gemeinsame Nullstellen haben (eventuell gar keine), so hat auch, wenn
Z1, ..., B, Unbestimmie sind, das homogene Gleichungssystem (22) mit den
Unbekannten o1, . . ., 0n, 0 nur endlich viele Losungen.

Die Anzahl der Losungen des Systems (22) ist nach dem Bgzourschen
Satz, wenn jede ihrer Multiplizitit entsprechend gezéhlt wird, gleich m”
(Algebra, Satz 145). Unter diesen finden sich, falls die Polynome (19) wirklich
gemeinsame Nullstellen haben, auch Losungen mit ¢ = 0, und die zugehdrigen
Systeme o1, . .., 0, sind dann gerade diese gemeinsamen Nullstellen. Das
gibt Veranlassung zu folgender

Definition. Als Pseudomultiplizitit eimer gemeinsamen Nullstelle
o), ..., 0° der Polynome (19) bezeichnen wir die (Brzovrsche) Multiplizitiit
der Liosung @, ..., 0%, 0 des Gleichungssystems (22), ber dem z,, ..., 2,
Unbestimmte sind.

Bemerkung. Der allgemein anerkannte Multiplizitatsbegriff, den wir
hier durch den Namen Brzour kennzeichnen, bezieht sich immer auf den Fall,
daB die Anzahl der homogenen Gleichungen um 1 kleiner ist als die der Un-
bekannten. Es gibt aber auch verschiedene Multiplizititsdefinitionen, die auf
das Gleichungssystem passen, das durch Nullsetzen der Polynome (19) entsteht,
und manche Mathematiker mégen vielleicht. noch ihre privaten Vorstellungen
von diesem Begriff haben. Was wir hier als ,,Pseudomultiplizitat* definieren,
deckt sich damit nicht, sondern hat oft (vielleicht immer) einen groeren Wert
als die Multiplizitdt. Im Falle » = 2 hat z. B. das Gleichungssystem

(e — )™ =0, (01— 09) (01 + 0" =0
nur die eine Losung gy = g5, der wohl niemand eine andere Multiplizitit
als 1 zuerkennen wird; die Pseudomultiplizitat ist aber m. Das System
(o1 — )™ =0, (01— 02)" =0 (zweimaldieselbe Gleichung)

hat wieder nur die eine Losung g; = g2, diesmal mit der Multiplizitit m; die
Pseudomultiplizitit ist aber m2. '

Ist nun die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der Polynome (19),
wenn jede ihrer Pseudomultiplizitit entsprechend gezéhlt wird, gleich p,.
wobei dann 0 < p < m" ist, und bezeichnet man diese Nullstellen mit

(23) 002 - 022 (A=1,...,p),

so hat das System (22), wenn jede Losung ihrer (Bezovrschen) Multiplizitit
entsprechend gezahlt wird, noch m™ — p Losungen

(24) Qf)_, .ees Q:fl, o, (l: 1,..., m”——p)‘
31*
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bei denen o, = 0 ist, und bei geeigneter Wahl des in einer Losung steckenden
willkiirlichen Faktors ergibt sich fiir die Resultante T, wenn wieder m*t =1
gesetzt wird, der Ausdruck (Algebra, S.290)

Im—p

(25) T = H(Zu Qll) I] (1_4 urgvl""‘ Yay),

wobei im Falle p = 0 das erste, im Falle p = In das zweite Produkt durch 1
zu ersetzen ist.
Andererseits ist aber T ein Polynom der Gestalt

(26) T:ZQXI.,,}.nu(ub”*a 'n) . ‘"?;‘;
wobei nach Algebra, Satz 121 in jedem Glied
{26a) MA, +— mhy + -« + mhy, + u=m"

und wobei @, ;. , nach Algebra, Satz 120 ein homogenes Polynom der u,
vom Grad m™ — u oder identisch 0ist. Wegen (262a)sind alle u durch m teilbar;
T ist also ein Polynom von ™, und aus (25) folgt dann, daf auch p durch m
teilbar ist: p = gm; es ist dann 0 < ¢ < . Aus (25) folgt weiter, dafl sich
in (26) ein homogenes in Linearfaktoren zerlegbares Polynom der u, allein
vom Grad p = gm abspaltet, so dal man fiir T schlieBlich die folgende Gestalt
erhilt:

27 T =@ U, ..., %) Q"0+ Oy o 0
Dabeiist @ (4, . - ., #%,) einfach das erste Produkt in Forme] (25), also homogen
vom Grad p = ¢m; speziell fiir p = 0, also ¢ = 0 ist @ = 1. Ferner ist

Qz = Ql (uls ey Uyl Bys e s Zﬁn)

entweder identisch 0 oder in bezug auf die #, homogen vom Grad Am und in
bezug auf die z, homogen vom Grad ¢ + A. Speziell O, ist nicht identisch 0,

sondern also ein Polynom von i, ..., @, allein, homogen vom Grad ¢:
(28) . Q() = QO (ﬂ?l, .oy 56'%).

Von jetzt an bis § 8 einschlieBlich sétzen wir ¢ < I, also p < lm voraus,
so daB in (25) das zweite Produkt nicht durch 1 zu ersetzen ist. In diesem
Produkt muB dann, da T ein Polynom von y™ ist, neben dem Faktor

2 u, of — Yo,
stets auch der Faktor
- 2w, gfy — yoie,
wo ¢ eine beliebige m-te Einheitswurzel ist, mit der gleichen Vielfachheit vor-
kommen. Es ist ja auch von vornherein klar, da das System (22) neben der
Losung (24) stets auch die Losung

%
Oy -5 o \uu g, 8
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hat; dariiber*hinaus sehen wir aber jetzt, daB die m zu den verschiedenen
m-ten Einheitswurzeln ¢ gehorenden Losungen dieselbe Multiplizitét haben.
TaBt man jetzt im zweiten Produkt von (25) je m Faktoren, bei denen die a;
sich nur um wm-te Einheitswurzeln unterscheiden, zusammen und setzt
o¥07' = o,;, so kommt

=g
(29) T= @ (ub e u‘n) QO (xb ey mn)lgi [?/m - (2 quvl)m]?
wobei @ und Q, dieselben Polynome wie in (27 ); (28) sind. Nach der Bedeutung
der g,; ist natiirlich
(30) B (@m0 = =1 .mi=1.. 10
Ein Vergleich der Formeln (27) und (29) lehrt, daB die symmetrischen
Grundfunktionen der ! — ¢ Grofen .

; n m n m /on m
( Z"%Q@I) s (vé‘lur Qv?) s eecs ( Z uv@s’,?——t])

v=1 v=1

bekannt sind. Daher sind auch die Potenzsummen dieser Grofen

l—g /s n \Tm
Z(Zuyevl) (731,2,3,...)
i=1"1=1
und folglich die Potenzproduktsummen
Z—q a@£ 1
(31) 1219111 0% ..ol (A ly e e =TT
bekannt; und zwar sind die letzteren rationale Funktionen von 2y, ..., o

mit dem Nenner .

Wenn die Koeffizienten der f, Unbestimmte sind, die wir voriibergehend
mit &, . . ., &, bezeichnen wollen, so haben die f, keine gemeinsame Nullstelle;
daher ist in diesem Falle

p=0, ¢g=0, Dy, ... %)=1 (@,..., %)= konstant.

Alsdann lehrt aber die Formel (29), wenn man die Resultante T speziell fiir
y = 0 mit Ty bezeichnet, da T, die m-te Potenz eines Polynoms der u, ist:

TO = TO (ula DI un) == [V (ul, ey u")]m.

Nach der Definitionsformel (21) sind die Koeffizienten von Ty (vielleicht aber
nicht die von V) Polynome der Unbestimmten &3, . . ., &. Sie erfiillen natur-
lich, da T, eine m-te Potenz ist, die Bedingungsgleichungen, die nach dem
unten in § 10 bewiesenen Hilfssatz dafiir notwendig sind. Diese Bedingungs-
gleichungen sind aber Identitaten in den Unbestimmten &5, . . ., &, und bleiben
daher erfiillt, wenn diese Unbestimmten nachtriglich spezialisiert werden.
Da sie auch hinreichend sind, mu8 T, auch nach der Spezialisierung eine m-te
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Potenz bleiben, so daf in Forme] (29) fiir y = 0 stets eine m-teLotenz steht.
Da dann aber das Produkt bereits eine m-te Potenz ist, ergibt sich, daf auch @
eine sein muf:

(32) D (s ooy thy) = [ (U, .. u )™

In (25) ist daher das erste Produkt, welchem ja @ gleich war, eine m-te Potenz,
so dafl die Faktoren zu je m einander gleich sind. Daraus folgt

Satz 10. Die Pseudomultiplizitit einer gemeinsamen Nullstelle der Poly-
nome (19) ist stets durch m teslbar.

§ 7.
) Fortsetzung.
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen sei
fo (015 - - -» 0n) €in weiteres homogenes Polynom sm-ten Grades und sei , eine

weitere Unbestimmte. Dann gibt es (vgl. den Beweis von Satz 1) ein homogenes
absclut irreduzibles Polynom P (2, . .., @,) derart, daB P (fy, ..., f,) als
Polynom der g, identisch verschwindet. P sei etwa vom Grad N, also

(33) P (2o, ..., @) = 20}.021.
(34) P(fo; LRI fn) = O.

Wir wollen jetzt annehmen, daf in P das Glied mit #; wirklich vorkommt,
daB also Cy, , == 0 ist. Aus der Identitit (34) folgt dann, da8 f, an den

io i 1 . 7
g T . (b +-++ + 4, = N),

gemeinsamen Nullstellen von fi, ..., f, ebenfalls verschwindet. Da die
Potenzproduktsummen (31) rationale Funktionen von 2y, . .., 2, sind, so ist
auch das Produkt

l—q )
(35) z]=]1 [@o — fo (0125 -+ -5 0]
ein Polynom von z,, dessen Koeffizienten rationale Funktionen von 2, . . ., %,
sind.

Aus (34) folgt mit Riicksicht auf (30) insbesondere

P(foloir - Oni)s T15 -+ o z,) = 0 A=1...,1—gq)
Daher ist P (zq, - . ., %,) als Polynom von #, durch jeden Faktor des Pro-
dukts (35) teilbar und eine geniigend hohe Potenz von P (z, ..., %,) ist
durch das ganze Produkt (35) teilbar. Hieraus folgt, da in P das Glied mit )
wirklich vorkommt, da8 das Produkt (35) sogar in bezug auf alle z, ein Polynom
ist (Algebra, Satz 93). Da es Teiler von einer Potenz des homogenen Poly-
noms P ist, ist es auBerdem homogen, und zwar vom Grad I — ¢. Setzt man
demgem3sf

l-q

®8) » z=1{$°""f0(911> oo 0u2)] = @ (%05 - . 5 Ta)s
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50 ist, da @ ein Teiler von einer Potenz des absolut irreduziblen Polynoms P
ist, wegen (34)
(37) Q (fo> - - - fa) = 0.

Im Falle ¢ = 0, d.h. wenn die Polynome fy, ..., f, keine gemeinsame
Nullstelle haben, ist @, von einem konstanten Faktor abgesehen, das frithere
Polynom F; denn Q hat alsdann die zu Beginn des § 5 fiir F' als charakteristisch
erkannten Eigenschaften. Fiir ¢ >0 wird es eine analoge Rolle spielen.

Nun seien umgekehrt @, . .., &, irgendwelche GroBen, fiir die
(38) Q) ....z)=0
ist; auBerdem sei aber
(39) Q@ ..., x) =+ 0.
Bildet man dann die Resultante
(40) T/: R(fl'“xlo-m, RS jn‘—xnolmo Zuygy"—yo')’

01 ) .3 On s g

die sich von T nur dadurch unterscheidet, daB die Unbestimmten Z;, ..., %,
zu %, ..., %, spezialisiert sind, so ist nach (27)
W) T = B (e ) [y T QT e T
wobei Q) = Q, (41, - - -> U} Z|, ..., &) ist, wegen (39) also insbesondere
(42) Q=@ ... 2) * 0.

Daher ist T/ == 0, und daraus folgt, daB das Gleichungssystem
(43) h—aom =0, ..., f[p—@e" =0

ebenso wie das System (22) nur endlich viele Losungen hat. Und zwar hat es,
wie der Faktor @ (u1, - - - %) in (41) lehrt, zundchst die p = gm Losungen
des Systems (22):

(44) s 0020 (A=1,..., qm).
Ts hat aber keine weiteren Losungen mit 6 = 0, weil in der eckigen Klammer
von (41) das erste Glied von den 4, frei ist und nach (42) nicht verschwindet,
so daB sich kein weiterer Faktor, der ein Polynom der ¥, allein ist, abspalten
158t. Das System (43) hat also aullec den Lésungen (44) nur noch Losungen,
bei denen o == 0 ist. Da T’ nach (41) ein Polynom von o™ ist, so ist analog
wie bei dem System (22) neben einer Losung

Q25 -+ Cni> O
stets auch die Losung .
Qlas -+ > Baa> O2®s
wo ¢ eine beliebige m-te Einheitswurze] ist, mit gleicher Muliplizitét vor-
handen, und da o, = 0 ist, also gleich 1 angenommen werden kann, ergibt
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sich analog zu (29) die Formel

: g

(45) T =D Uy, ..., %) 2%, ..., x;)z{;]l [y™ — (2 w,0.,)"]

Durch Vergleich von (45) mit (41) erkennt man, daB die Potenzprodukt-
summen, die entstehen, wenn man in den Potenzproduktsummen (31), die
ja rationale Funktionen von zy, ..., z, mit dem Nenner Q] waren, die o,,
durch o), ersetzt, wieder bekannt sind; man erhilt sie einfach, indem man in
den erwihnten rationalen Funktionen die z, zu #, spezialisiert, was wegen
der Voraussetzung (39) méglich ist. Nach (36) ist daher

I—g
(46) ATtwo —foelss - - 021 = @ (30, o4, ..., 7).
Dabei geniigen die g}, dem zu (30) analogen Gleichungssystem

flot - nom)=m, w=1..,04=1,...,1—9¢).
Fiir wenigstens einen Wert 4 gilt aber auBerdem auch die Gleichung

fo @iz - - > n2) = %
wie ein Vergleich von (46) fiir den Spezialwert z, = ) mit (38) lehrt. Die
gewonnenen Resultate fassen wir zusammen in dem folgenden Analogon
zu Satz 5:

Satz 11. Die n homogemen Polynome m-ten Grades

fl (91’ e 9n)9 LR | fn (913 LR Qn)

mogen qm gemeinsame Nullstellen haben, wobes jede ithrer (stets durch m teil-
baren) Pseudomultiplizitit entsprechend gezihlt ist, und es sei1%): ¢ < m™ ..

Wenn dann fo (01, . . ., on) ewn weiteres homogenes Polynom m-ten Grades
ist und wenn zwischen fo, f1, . . ., f, eine homogene Abhingigkeit von irgend-
einem Grad N besteht, bei der das Glied mat f) einen von O verschiedenen Koeffi-
zienten hat15), danmn ist das in (36) eingefiihrte Polynom Q (z,, .. ., z,) homogen
vom Grad m* ' — q. Sein von x,, . .., x, freies Glied hat einen von O ver-
schiedenen Koeffizienten (nimlich offenbar 1) und das Polynom hat die Eigen-
schaft, daf zwischen den -f, die Abhingigkest Q (fo, . . ., f,) = O besteht.

Wenn wumgekehrt x, . . ., x, irgendein GroPensystem ist, [ir welches
Q@ .- ., ) = 0 4st, so gibt es tm allgemeinen (mindestens) ein Gréfen-
system o1, . .., oy, fir welches die Qleichungen gelten:

2 = f,(gl> - - -» €) (r=0,....m).
14) Nach § 6 ist stets ¢ < w" ™%, Der Fall ¢ = m* ! wird in § 9 erledigt.
13} Die beim Beweis vorausgesetzte absolute Irreduzibilitit von P braucht hier
natirlich nicht gefordert zu werden, da man an Stelle von P ja stets einen geeig-
neten irreduziblen Teiler von P betrachten kann.
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Eine Ausnabme besteht hochstens bei solchen Systemen x,, fiur die auch
Qo (2}, . .., z) = 0ist, wo Oy das in (27), (28) eingefihrte homogene Polynom.
vom Grad q bedeutet.

Auch zu Satz 6 gibt es ein Analogon:

Satz 12. Unter den Voraussetzungen des ersten Teiles von Saiz 11 ist das
Polynom Q (xg, + . ., x,) entweder absolut vrreduzibel oder eime Potemz eines
absolut vrreduziblen Polynoms.

Beweis. Zerlegt man das Polynom @, falls es reduzibel ist, in irreduzible
Faktoren

Q(zos . .., Tp) =z]=]1&',1 (Zos + - -5 Tn)s

so ist nach Satz 11 IT G, (fo, ..., J,) = 0; also verschwindet wenigstens
einer der Faktoren, etwa ’
(47) Gl (f()’ e fn) = 0.

Wir setzen @ = G4 H (also H = G5 ...G,): ]
Q(xo: xly L3} xn) - Gl (300, ml: LIRS xn)H (-’Z’o, -'171, LIRS 37“).

LaBt man nun #,, . .., 2, als Unbestimmte und spezialisiert z, zu x; so, dafl
(48) Hzy, 2z, ..., 2)=0
ist 16), so ist auch @ (3, 4, . . ., #,) = 0, und folglich glbt es nach Satz 11
ein Gréfensystem g, ..., o, derart, daf}

zg = fo (ot - - - en)

z, = f, (015 ... 07) (r=1...,n)
1st37). Nach (47) ist daher
49) Gy (x5, %y, - - ., ) = 0.

Aus (48) folgt also allemal (49). Daher muf eine Potenz von Gy (2o, - . -, Z,),
als Polynom von z, allein betrachtet, teilbar sein durch H (z,, . . ., z,). Aber
m ¢ hat das von z,, ..., z, freie Glied einen von 0 verschiedenen Koeffi-
zienten ; die Teiler ¢, und H haben daher dieselbe Eigenschaft, und aus Algebra,
Satz 72 folgt dann, daf die genannte Potenz von @; auch als Polynom aller z,
durch H teilbar ist. Die irreduziblen Faktoren von H, d.h. die Polynome
G, . .., G, sind daher samtlich mit &, dquivalent. Somit ist @ = ¢G}, wo ¢
eine Konstante. W.z. b, w.

16} Das ist moglich, weil in @ und folglich auch in dem Teiler H das von #y, . . ., ¥,
freie Glied einen von 0 verschledenen Koeffizienten hat, so da8 #, in H wirklich vor-
kommt.

17) Man beachte, da8 ja z,,..., z, Unbestimmte sind, so daB der am SchluB
von Satz 11 erwihnte Ausnahmefall gewiB nicht vorliegt.
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§8.
Anwendung auf rationale Flichen. i
Satz 13. Wewn zwischen den m + 1 homogenen Polynomen m-ten Grades

fo (015 -« o5 gn)s f1 (015 -+ o) On)s -5 In (01 - - -5 0n)
eine homogene Abhingigkeit von irgendesnem Grad N besteht,. bei der das Glied
mit fy einen von O verschiedenen Koeffizienten hat, und wenn speziell die letzten
n Polynome genau gm gemeinsame Nullstellen haben 18), wobei Jede ihrer (stets
durch m teilbaren) Pseudomultiplizitit entsprechend gezihlt ist, so liegen die
Punlkte des rationalen Gebildes

xv:fv(gla'-w Qn) ("":0,~'->”)a
falls ¢ < m™™' ist 1), auf einer nicht zerfallenden algebraischen Fliche, deren
Ordnung gleich m* ™ — ¢ oder ein Teiler davon ist. Und swar enthilt das Ge-
bilde alle Punlkte dieser Fliche aufer allenfalls die Schnittpunkte mit einer
zweiten (moglicherweise zerfallenden) algebraischen Fliche, deren Ordnung
gleich q ist.
Der Batz ist eine unmittelbare Folge der Sitze 11 und 12. Ausdriicklich
sei wieder bemerkt, der Satz besagt nicht, daf die einzelnen Flichenpunkte
sich etwa nur auf eine Art in der Parameterform darstellen lassen.

Beispiel I (Beispiel IIT von 8. 470 nach Umnumerierung der f,). -

fo= 0102, L =01 f2= 9227 fa = g10s
Hier ist # = 3, m = 2; man findet ohne weiteres die Abhsngigkeit zweiten
Grades fg — f1fo = 0, bei der das Glied mit /2 vorkommt. Die Polynome
f1» fo I3 haben nur die eine gemeinsame Nullstelle p; = 0, 02 = 0. Eine
Rechnung zhnlich der auf S.478 bei Beispiel IT ergibt

T— R(ei"f 210% 03— #0% 0 05— 230% Zu,0,— ¥o) .
01 @2, @3 o
= u} {oiy" — 2 1 [(Uy 21 + us@s)? + uﬁxlhwz] ¥+
+ [(w1 21 + uszs)? — wlm 2,13
doch hitte es geniigt, von der geschweiften Klammer das erste Glied zu be-
rechnen. Es ist also

-~

D (uy; ug, U3) = u;: Qo (21, 2o, &3) = mlz
*

Nach 8. 484 ist @ vom Grad ¢gm = 2¢, £, vom Grad ¢. Daher ist ¢ = 2,
die Ordnung der Fliche also ein Teiler von 22 — 2 = 2. In der Tat handelt
es sich um den Kegel zweiter Ordnung 7 — 2,2, = 0.

18) Hier gilt wieder das in FuBnote ') Gesagte.
1%) Hier gilt wieder das in Fulinote %) Gesagte.-
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Durch die Parameterdarstellung werden nach Satz 11 alle Punkte des Kegels
erfaBt auBer allenfalls die Schnittpunkte mit #f = 0, alko die Punkte der
Mantellinie 2, = 0, Z, = 0. In der Tat sieht man sofort, daf von dieser
nur der eine Punkt 0,0, 1, 0 erfalt wird.

Beispiel IT (Beispiel IV von S.470 nach Umnumerierung der f,).

fo= 0102, L= Qiza fo = 020s; fs = 0103 + 922-

Hier ist wieder n = 3, m = 2; man findet leicht die Abhingigkeit dritten
Grades f2 — fof1fs + fifo = 0, bei der das Glied mit f§ vorkommt. Die
Polynome /1, f», s haben wieder nur die eine gemeinsame Nullstelle ¢; = 0,
0s = 0. Daher muf} (was man auch bei Beispiel I hitte ausnutzen konnen)
@ von u; und u, frei sein 20). Zur Berechnung von & und £, geniigt es also,
die Resultante T fiir #; = %, = 0 zu berechnen; sie sei T*. Man findet

.2 2 3
T* — R(Ql — 0%, 003 — %,0%, 0103 + 02 — %307, U303 — 2/6)
01 4 92 5 03 ’ o

= u§ [~ xlyﬁ "3“ ”‘].
Es ist also @ = w2, O, = — z;. Daher ist ¢ = 1, die Ordnung der Fliche

also ein Teiler von 22 — 1 = 3. In der Tat.handelt es sich um die Fliche
dritter Ordnung

3 2
Ty — Ty T3 + oy g = O.

Durch die Parameterdarstellung werden nach Satz 11 alle Punkte der Fliche
erfaft auBer allenfalls die Schnittpunkte mit z; = 0, also die Punkte der
Geraden z; = 0, o = 0. Man sieht aber leicht, dafl diesmal auch diese Punkte
erfaBt werden mit Ausnahme des einen Punktes 0,0, 1, 0.

BeispielIIL f, = of0z, f1 = of, f2= 03 (02 — 0s), fs = (01 + @2) 03-
Hier ist # = 3, m = 3. Durch sukzessive Elimination findet man leicht die
Abhingigkeit siebenten Grades

(13 — i1 (fo + 1) — fofifs = 0,

bei der das Glied mit f{ vorkommt. Aus gleichem Grunde wie beim vorigen
Beispiel geniigt es wieder, die Resultante T fiir 4; = u, = 0 zu berechnen.
Man findet

T* = R(Qf - 951’33) 922(92"'93) - 9}20'3, (91+Q2)@§ - xs“?’, %93"_ yO')
o1 02 > 03 s - @

= w321y + -]

20) @ ist ja das erste Produkt in Formel (25).
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Es ist also @ = ug, Q, = #{. Daher ist ¢ = 2 und die Ordnung der Fliche
ein Teiler von 32 — 2 = 7. In der Tat handelt es sich um die Fliche siebenter
Ordnung

(25 — B 22} (20 + #1) — @3 afwy = 0.
Durch die Parameterdarstellung werden nach Satz 11 alle Punkte der Fliche
erfaft auBer allenfalls die Schnittpunkte mit z; = 0. Man sieht aber leicht,
dafl diesmal auch diese Punkte ausnahmslos erfaBt werden.

Bei Satz 13 ist unbequem, da8 zwischen den f, eine homogene Abhiingigkeit
von einem gewissen Grad N bestehen muB, in der das Glied mit fY wirklich
vorkomm¢. Ist diese Bedingung aber nicht erfiillt, so kann ihr Erfiilltsein
stets durch eine lineare Transformation

i

(50) fv = Zoavu Pu (r = 0, .. . "2),
é (20 Qop |

(51) } ....... = 0
? @po -+ Ong

erreicht werden (unter Umstéinden schon durch Umnumerieren der j,, siehe
oben Beispiel I und II). Denn daB iiberhaupt eine homogene Abhingigkeit

(52) ZAzozl.,.zﬂfgoﬁi--'ﬁzn:O (lo+4+-+4,=N)

besteht, ist zu Beginn des § 2 gezeigt. Ubt man hier die Transformation (50)
aus, so entsteht zwischen den ¢, die Abhingigkeit

(53) X B R #r =0 (ot At + 4y =N),
‘wobei inshesondere

ig 4 in
(54) Byo...o= & 410, 1,508 - - - 5

ist. Nun kann man die @,, so wihlen (nach Algebra, Satz 29 sogar als ganze
Zahlen), dafl
(55) Byo..oF 0

ist und daB zugleich die Bedingung (51) erfiills ist. Dann hat man das Ge-
wiinschte.

Haben nun die % + 1 Polynome f,, . . ., f, nur endlich viele gemeinsame
Nullstellen, so haben die # Polynome g, . . ., ¢,, da man die Gleichungen (50)
nach den ¢, auflésen kann, ebenfalls diese Nullstellen. Sie haben aber keine
weiteren, also gewil auch nur endlich viele. Denn wenn sie noch eine hitten,
so hatte wegen (53) und (55) auch ¢, diese Nullstelle, die dann nach (50) auch
eine weitere gemeinsame Nullstelle aller f, wiire. Jetzt lassen sich die Sitze 11
und 12 auf die Polynome ¢, anwenden. Dabei ist aber die Berechnung von &
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und £,, wie schon die obigen Beispiele zeigen, eine miihsame Sache. Unter
Verzicht darauf kann man aber aus Satz 13 nach Riickkehr zu den Polynomen f,
immerhin das folgende weniger prizise Resultat entnehmen:

Satz 14. Die Punkte des rationalen Gebildes

wv:fv(gl"'” Q‘n) (v:01~-‘a%)

liegen, wenn die §, homogene Polynome m-tem Grades mit s verschiedenen ge-
meinsamen Nullstellen sind 21), und wenn s < m"~' ist 22), im allgemeinen auf
etmer wicht zerfallenden algebraischen Fliche. deren Ordnumg héchstens gleich
m*Y — s ist; und zwar enthdlt das Gebilde alle Pumkie dieser Fliche aufer
allenfalls die Schuittpunkie mit etner zweilen (moglicherweise zerfallenden)
algebraischen Fliche.— Ausnahmsweise kann es sich aber auch wm ein Gebilde
von weniger als n—1 Dimensionen handeln.

Nach FuBlnote 22) ist niamlich s < ¢, also m" ! — ¢ < m" ! —s. — Der
Ausnahmefall liegt vor fiir ¢ = m™~! (siche §9). '

Beispiel. fo = pipa. f1 = p1Ps: fo= Pabss 3 = P3P
Die p, seien ein System linearer Formen von g;, 9o, p3 derart, daf§ %‘ und

1
2;)3 nicht konstant sind. Hier gibt es im allgemeinen zwei verschiedene

gemeinsame Nullstellen, namhch
eine aus dem System p; =0, py =0

und eine aus dem System p, = 0, ps = 0.
Die Ordnung der Fliche ist also hochstens gleich 22 — 2 = 2. In der Tat
ist es die Fliche zweiter Ordnung z,z3 — 2,2, = 0. — Der Ausnahmefall
‘iegt vor, wenn die gemeinsame Nullstelle von p; und p, mit der von
py und p; zusammenfillt, wenn alco die Koeffizientenmatrix der vier
Linearformen p, vom Rang 2 ist. Dann besteht zwischen den f, auch noch
eine lineare Relation, und das Gebilde ist ein Kegelschnitt.

§9.
Der Fall ¢ = m»—L

Nach § 6 ist stets ¢ < m""%, und wir haben bisher ¢ < m"~! voraus-
gesetzt. Wenn nun ¢ = m" !, also p = m" ist, so hat das Gleichungs-

#) Hier gilt wieder das in FuBnote ') Gesagte.

22) Von selbst ist stets s << m” ™. Denn die s verschiedenen Nullstellen der # -+ 1
Polynome f, sind als Nullstellen der # Polynome ¢y, . . ., ¢, ihrer Pseudomultiplizitat
entsprechend zu zahlen, und da eine Pseudomultiplizitdt nach Satz 10 durch m teilbar,
also mindestens gleich m ist, so liefern sie mindestens ms gemeinsame Nullsteilen von
@15+ @, Da wir die genaue Anzahl dieser Nullstellen mit gm bezeichnet baben,
%0 ist 8 < g, wegen ¢ < m* ! also auch s < m"" L. Der Fall s =m""! wird in
§ 9 erledigt. ’
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system (22), wo die z, Unbzstimmte sind, gar keine Losung mit ¢ == 0; denn
die Anzahl dieser Losungen war ja gleich m* — p. Das besagt dann, daB
das inhomogene Gleichungssystem

(56) jl (91’ T Qn) =Ty, oy fn (91: e Qn) = Xy

keine Losung hat. Daraus liBt sich aber schlieBen, daB die Funktional-
determinante der f, identisch verschwindet. Denn wenn sie etwa fiir das
Spezialsystem g7, .. ., o) nicht verschwinde, so kénnte man den zugrunde
gelegten Korper so erweitern, da8 das Gleichungssystem (56), wo die z, Un-
bestimmte sind, aufldsbar wird. Eine Losung wire nimlich vorhanden in
dem zu seinem Quotientenkorper erweiterbaren Ring der formalen Potenz-
reihen nach Potenzen der Gréfen ’

?/1:x1~f1(9{)""’ 92)’ A ynzxn_jn(gg’> Qg):

die ja zugleich mit 2, ..., 2, den Charakter von Unbestimmten haben;
das zeigt man genau wie in der Funktionentheorie, wobei nar die Konvergenz-
betrachtungen wegfallen. Nachdem somit das Verschwinden der Funktional-
determinante feststeht, ergibt sich aus Algebra, Satz 61, da8 zwischen den f,
eine Abhingigkeit besteht, und wie zu Beginn des § 2 sieht man dann, da8
sogar eine homogene Abhingigkeit besteht. Somit gewinnen wir als Ergéinzung
der Satze 11 und 13 den

Satz 15. Wenn die n homogenen Polynome m-ten Grades

fl (Qb s Qn): RS} fn (91! AR Qn)
genaw m" gemeinsame Nullstellen haben, wobei jede ihrer (stets durch m teil-
baren) Pseudomultiplizitat entsprechend gezihlt ist, so besteht zwischen den n
Polynomen (mindestens) eine homogene Abhingigheit G (f1, . . ., f,) = 023).
Liegen jetzt # + 1 homogene Polynome m-ten Grades

fo (Q.‘x: cees On)s e e s fa (919 e es On)
mit genau m"~" verschiedenen gemeinsamen Nullstellen vor, so gehen wir
wie in der zweiten Hilfte des § 8 durch eine lineare Transformation zu # -~ 1
neuen Polynomen

n—1

Po (Qla 2 B @n (015 - - > 0r)

iiber, zwischen denen eine homogene Abhingigkeit etwa N-ten Grades besteht,
bei der das Glied mit ¢} wirklich vorkommt. Aber die letzten # Polynome ¢,

#) Man beachte, daf bei weniger als m” gemeinsamen Nullstellen keine solche Ab-
hangigkeit besteht., Dann haben nimlich die Gleichungen (22), wo die x, Unbestimmte
sind, eine Losung mit ¢ == 0, also auch mit ¢ = 1; d. h. die Gleichungen (56) sind
1osbar, Zwischen den f» kann daher keine Abhingigkeit bestehen, weil sonst dieselbe
Abhéngigkeit auch zwischen den Unbestimmten x, bestehen wiirde.
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haben auch genau dieselben m” " gemeimsamen Nullstellen (Beweis wie in §8),
so daf bereits zwischen ihnen nach Satz 15 eine homogene Abhingigkeit
besteht 2¢). Kehrt man zu den urspriinglichen Polynomen f, zuriick, so ergibt
sich als Erginzung zu Satz 14 der

Satz 16. Wenn die » -+ 1 homogenen Polynome m-ten Grades
f() (Qly « .y Qn): .oy fn (Ql: o . es Qn)

gemau m"~ ' verschiedcne gemeinsame Nullstellen haben, dann gehoren die Punkte
des rationalen Gebildes

wszjv(Ql;-—an) (7:0,‘.-,93}

dem Durchschnitt von mindestens zwet verschiedenen algebraischen Flachen an.
Das Gebilde ist also hichstens (n — 2)-dimensional.

Beispiel. #, = of — 03, ©; = 0% — 03, @ = 0f — 0%
#3 = of — 20} + 03

Hier ist # = 3, m = 2 und die Polynome haben genau 22 = 4 verschiedene
gemeinsame Nullstellen, néimlich

@2 = = 01, 03= * 01

mit allen vier Vorzeichenkombinationen. Das Gebilde ist keine Fliche,
sondern die Kurve (Gerade)

$0+951+x2=0, 370'—371—’$3=0.
Jeder Punkt der Geraden 148t sich auf unendlich viele Arten in der Parameter-
form darstellen.
§ 10.
Beweis eines in § 6 benutzten Hilfssatzes.

Hilfssatz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf ein
homogenes Polynom vom Grad km

2ay

die m-te Potenz eines Polynoms ist, besteht darin, daf seine Koeffizienten einem
System von Bedingungsgleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten gendigen.

! i ) .
Lt wr (g + -+ + 4, = km)

24} Die m" ! verschiedenen gemeinsamen Nullstellen der f, liefern namlich, wie sich

aus FuBnote 22) ergibt,” m" gemeinsame Nullstellen der » Polynome ¢, ..., @, 80
daB man Satz 15 anwenden kann.
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Beweis. Setzt man das Polynom versuchsweise gleich

() b, Ut wyn 01+ + v, = k),
so ist
I Gy =2 b B B v
wobei die Summe sich iiber alle Systeme von Indizes erstreckt, fiir die
Vi1 Ve Vi = Ay,
Vil + Vo 0 F V= Ay

ist. Gesucht sind also die Bedingungen, unter denen das System (II) mit
den Unbekannten b, ., eine Losung hat. Betrachtet man statt dessen
das homogene Gleichungssystem

(L) G, " =2b b b

Yitee-tml Vizeeotn2’ " TMime.oYam
mit den Unbekannten ¢ und b, , so ist die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer nichttrivialen Losung das Verschwinden
eines Resultantensystems. Ist die Bedingung erfiillt, so ist bei einer nicht-
trivialen Lésung gewiB ¢ = 0, so daB man ¢ = 1 setzen kann, womit auch
das System (I) gelost ist. Denn wenn ¢ = 0 wire, so wiirde aus (III) folgen:

b b b =0

Vit-eatnl ti2eetn2 ¥in...-'n
was aber besagen wiirde, daBl die m-te Potenz (I) und also auch das Basis-
polynom identisch verschwinde. Daher wiren auch alle b, ,, gleich 0,
und die Losung von (III) wire die triviale.
Nach Algebra, Satz 139 gibt es ein Resultantensystem, das aus Polynomen
der a; _;, mit ganzzahligen Koeffizienten besteht, womit der Hilfssatz be-
wiesen ist.

(Eingegangen am 1. Mai 1942.)



