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Eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir Doppelreihen.

Von
Ludwig Neder in Miinster i. W.

Unter den nach Cavorys Definition konvergent genannten Doppelreihen
{1) Za (g und »=1,2,3,...)

besitzen diejenigen mit ausnahmslos konvergenten Zeilen und Spalten eine
Reihe von Eigenschaften, durch die sie vor den itbrigen Reihen ausgezeichnet
sind, und durch die sie den berechtigten Erwartungen entsprechen, die man
einer sinnvollen Verallgemeinerung der eindimensionalen konvergenten
Reihen entgegenbringt. Von solchen Eigenschaften erwihnen wir hier nur

die folgenden: a) Die Teilsummen .

m n

2) Spn= 2 Xa,, (mundn=123,..)

u=1r=1

bilden eine beschrinkte Zahlenmenge. b) Desgleichen die Glieder @, , der
Doppelreihe. ¢) Jede durch Weglassung von je hdchstens endlich vielen
Anfangszeilen und -spalten erzeugte Teilrethe konvergiert (samt allen Zeilen
und Spalten). d) Die iterierten Reihen ~

2 { 2 a‘u,,} und Z{ > a,y’,.}

v=1lu=1 u=1{r=1
konvergieren, und zwar gegen die Summe s der Doppelreihe.

Zweck dieser kurzen Note ist es nun, eine einfache notwendige und hin-

reichende Bedingung anzugeben dafiir, da8 eine Doppelreihe zur oben-
genannten Teilklasse der nach Caveny konvergenten Doppelreihen gehért:

Satz. Damit eine Doppelreihe (1) konvergent ist samt allen thren Zeilen
und Spalten, ist notwendig und hinreichend, dafi fir die Teilsumme (2) eine
Bntwicklung besteht
®) Spon = 8 — P — Yu T+ Ym,n?
wober
4) @5, —~0 bel m-—>co, 9,0 bel n—cc, Ypa.—>0 bei m+n->oco.

Beweis. A. Die Bedingung ist hinreichend. Aus (3) und (4) folgt, dal
Su, n €nem wohlbestimmten Grenzwert zustrebt, wenn m — oo, # —> o
bzw. wenn m — oo, # fest oder m fest, » — co. Und dies lefert gerade die
Konvergenz der Doppelreihe (nach Cavcry) bzw. die Konvergenz der Zeilen
und Spalten.
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498 L. Neder.
B. Die Bedingung ist notwendig. Restkern heiBe der Ausdruck

fm,nzzay,v (,u>m;‘1’>ﬁ).
Dann haben wir zunichst die Zerlegung
¥ X
(5) 2 Z ay,v = SM,N'{'sm,n“‘sm,N_sM,ny

u=m+lv=n+1l

aus der sich bei M — o, N - o ergibt

Yon,n = s+3m,n”"3m,w — S, = S+Sm.n —*(s""ﬂm,o) - (S“fo,n%

Daraus resultiert
sm,ﬂ =8 =Ty o '—7‘0,71_*_ Tm ,ns

womit die gewiinschte Entwicklung (3) gefunden ist, und auch (4) besteht,
sobald die Beziehung
(6) T, n —> 0 bel m + 0 — oo

sichergestellt ist, was nunmehr erfolgen soll.
Dazu haben wir zunichst wegen der Vorausgesetzten Konvergenz (nach
Caucry) der Doppelreihe

[§ —sm,al <0 fix m=P, n=P.
Setzen wir also in (5) voraus
M>m>P N2n>P

und subtrahieren wir in (5) von jeder der vier Teilsummen einmal s (was sich
im Effekt gegenseitig aufhebt), so kommt nach dem Grenzibergang M — oo,
N — o die Beziehung

(7) [T, n] <40 fiir m =P, n=P.
Weiter ist wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Zeilen und Spalten

}( 5 j Gl <5 frmz M, (=12..,P),
8 } 3” -
fir n=N, (u=12,..,P),
‘Wenn wir dann setzen
Q@=max (P, M,,...,Mp,N;,...,Np),
so ergibt sich jetzt die Beziehung
[ o] <56 fiir m =@ (und entsprechend auch fir # = Q)
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folgendermaBen: Fiir # = P ist sie in (7) enthalten, und fir s =0,1,..
P —1 gilt

P =
Tm,n = 'rm,P‘}’ Z { Z a’u,t}r

v=n+1llg=m+1

so daB die Behauptung aus (7) und (8) folgt.
Nunmehr aber gilt

[T, | <B6 fiix m—+n =20,
da dann m = Q oder » = @, womit (6) und somit alles bewiesen ist.

SchluBbemerkung. Die Ubertragung unserer notwendigen und hin-
reichenden Bedingung auf drei- und mehrfach unendliche Reihen diirfte von
geringerem Interesse sein.

(Eingegangen am 31, Marz 1942.)
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