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Konstruktion losender Kerne
fiir singuliire Integralgleichungen erster Art,
insbesondere bei Differenzkern.
Von
M. Eichler in Darmstads.
Aufgabestellung.
1. Den ndchstehenden Ausfithrungen liegt eine Integralgleichung

+1
M i@ =2 [L@eomas

-1
von erster Art zugrunde. Der Kern mége die spezielle Gestalt

L@ 8 =325+ @ (7@ +o(a—9)

+6@) (1 270(8) +7() +3 (@ — )
®) I

4 1. n 1 g1 ven

6 @) (1570 &) + g @ @) +
+7a (6) + T (2 — 8))
haben, wobei ¢, (), y, () stetig differenzierbare Funktionen sind und
Jo(z) = In |z|,

3 x
@ 3u(2) = [ Buos(@)da,
(4]

also
3i(z) = «(ln |z — 1),

@) . Fp(z) = 2 2In |o] — § 2,
33(z) = 3 #®ln || - §} 23, usw.

Die Besonderheit des Kerns, auf die sich alle Rechnungen stiitzen, ist
die, daB die einzelnen Terme in (2) bis auf die Faktoren ¢,(x) auseinander
durch Ableitung nach # hervorgehen.

L(z, &) ist fiir # = £ singulir, und es ist in dem Integral (1) der CaverY-
sche Hauptwert zu nehmen. Es wird verabredet, daB Integrale mit singuléirem
Integranden stets im Sinne des CavcEYschen Hauptwertes zu verstehen sind.

Integralgleichungen dieser Art, wenn auch mit einer unendlichen Reihe (2),
kommen in der Tragfliigeltheorie oder bei gewissen Randwertaufgaben fiir
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die geschlitzte Ebene und die Differentialgleichung Au + % = 0 vor. Als
Kern tritt im letzteren Fall die Haxkersche Funktion H® (z — &) auf, die
sich in eine gut konvergente Reihe (2) entwickeln 1Bt (vgl. hierzu den Ab-
schnitt 12). Auf die dem Praktiker naheliegende Vermutung, daBl man beim
Losen der Integralgleichung die unendliche Reihe durch einen endlichen
Abschnitt ersetzen darf, wird hier nicht eingegangen.
Gesucht und konstruiert werden fiir eine endliche Reihe (2) zwei Funk-

tionen A(&,¢), N(§) von der Art, daB

+1
® GRS FNCORCLL

-1
die Integralgleichung (1) lost, wahrend N(&) der zugehongen homogenen
Gleichung

+1
(6) oziu@@N@ms

geniigt. Esist demnach A (&, £) + N(£) @o(t) mit beliebigem ¢q(¢) ein lgsender
Kern der vorgelegten Integralgleichung. Die Konstruktion wird auf die Auf-
16sung eines Systems von # —+ 1 linearen Gleichungen zuriickgefiihrt, deren
Losbarkeit fiir die Durchfithrbarkeit der Berechnung von A und N mafgebend
ist; in Ausnahmefillen versagt sie. ‘

Die Konstruktion von A(£,t) und N(&) 148t sich fiir Differenzkerne der
Form (2) weitgehend explizit leisten, wie zum Schlufl gezeigt wird (Abschnitt 12
bis 14).

Ersetzt man in (2) die ¢, (%), y, (§) durch p’ "¢, (%), 37"y, (£) und
158t den Parameter p gegen 0 streben, so geht (2) in einen von logarithmischen
Bestandteilen freien Kern

L*(z, &) = ;25 + o(@)0() + - + tu@)7a(8)

iiber. Hierbei strebt auch A(&,t) einer Grenzfunktion A*(&,¢) zu, welche
gleich dem zu L* gehorigen lésenden Kern istl). Obwohl man die Tatsache,
daB A* der losende Kern von L* ist, sehr leicht direkt venflzleren kénnte,
diirfte es doch interessant sein, die Entstehung von A* aus A im einzelnen
zu verfolgen. Diese Entartungsfille von (2) sind wohl im allgemeinen von
“groBerem Interesse als die nicht entarteten Falle. Denn man kann jeden Kern

L@ &) =2+ Ly 8

1) Man wird so auf ein Losungsverfahren gefithrt fiir Integralglelchungen 1. Art
mit einem Kern L*, das mit dem Abspaltungsverfahren von E. SCHMIDT bei Integral-
gleichungen 2. Art (je nach der Auffassung) analog oder identisch ist.



Singulare Integralgleichungen bei Differenzkern. 505

mit stetigem und stiickweise glattem L, durch Kerne L* gleichméBig approxi-
mieren und nach unserem Ergebnis auch mit wenig Mithe eine Integral-
gleichung 1. Art mit diesem Kern angendhert 16sen, falls es zutrifft, dal die
Lésung der Integralgleichung mit dem Kern L* bei wachsendem # gegen
diejenige mit dem Kern L konvergiert. Diese Frage wird hier jedoch. nicht
behandelt. AuBerdem fithrt die Betrachtung entarteter Kerne auf ein
Tterationsverfahren zur Losung von (1) (vgl. Abschnitt 16).

, Alle im folgenden auftretenden Funktionen sollen, soweit etwas anderes
nicht ausdriicklich bemerkt wird, im Intervall von — 1 bis + 1 stetig differen-
zierbar sein. An vielen Stellen kénnte man zwar mit schwicheren Voraus-
setzungen auskommen, jedoch soll uns hier in erster Linie die Aufstellung
cines zur Losung von (1) fithrenden Formelapparates, nicht die Absteckung
seiner Giiltigkeitsgrenzen interessieren. Treten auch Ableitungen von Funk-
tionen auf, so sollen sie wieder als stetig differenzierbar vorausgesetzt werden.

Beschreibung des Konstruktionsverfahrens.

2. Es werde
+1

M 9@ =5 | (2@ = e — O p@de
21

gesetzt. Es ist dann
+1

(8) dd;u g(m) = ":% S ((k‘j}*};ﬁ x”"’“yo (5) + F

-1

fir w=0,1, ..., n und
dn+1 . 1
mﬁg(w)zhm 7Z~1:rx§e{(tp(ac——s)——(p(:&c%me))
e>0 z-s 41
i L ? (£)
+£h—]ilﬂg s. + j x—::z:df,
-1 z+s2
bet differenzierbarem ¢ also ‘
s +1
a" 1 o)
) @ =2 [
-1

Nach (7), (8), (9) einerseits, nach (1), (2) andererseits geniigt ¢(2) der
linearen Differentialgleichung

(10)  Llg(@] = ¢ V(@) + o (2)g™ (@) + - - - + eu(@)g(a) = [(2).
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Bekanntlich geniigt dann g(z) auch einer Integralgleichung
+1

(1) 9(2) = [ 6(s, 1) 1) s

mit einer GrEENschen Funktion G (z, ¢).

Man kennt nun die Losungen der Integralgleichung (9)2), es sind dies
die Funktionen .

o1 :
I N N T o A C)) P
2 00 =7 [ V=B 2aar o

-1
mit einer beliebigen Konstanten ¢,. Differenziert man (11) (» 4+ 1)-mal
nach z und trigt das Ergebnis in (12) ein, so erhilt man einen Ausdruck der
Form (5). Dieser Grundgedanke ist nun im einzelnen durchzufithren.

Grundeigenschaften der Greenschen Funktion.

3. G(w,t) geniigt als Funktion von z der homogenen Differential-
gleichung (10); sie ist samt ihren partiellen Ableitungen nach  bis zur (» — 1)-
ten Ordnung stetig, die n-te Ableitung macht an der Stelle z — ¢ einen Sprung
von der Hohe — 1, und von dieser Stelle abgesehen sind auch die #-te und
{n + 1)-te Ableitung stetig. Es ist demnach, wenn hy(2), ..., h,(2) ein
Lgsungsfundamentalsystem der homogenen Gleichung (10) bezeichnet,

B} i 0 fir z < ¢
13)  G(z1) = 2 b (2)1,() + | ?nohz(w) s,(t)  fir z>¢
mit
g}'hg“)(t)sv(z) =0 firn>0und p=0,...,n—1
ay

2050 =1

Aus diesen linearen Gleichungen lassen sich die s, (¢) in eindeutiger Weise be-
stimmen, da die Determinante des Gleichungssystems die Wroxskische De-
terminante der 4,(t) ist und demnach nicht verschwindet. Die Bestimmung
der 7, (t) ist weniger einfach und enthilt den wesentlichen Teil der zu leistenden
Konstruktionsarbeit.

%) Vgl. etwa FUCHS-HOPF-SEEWALD, Aerodynamik. Berlin 1935. Bd. 2, Kap. 111,
§ 7. Ferner K. SCHRODER, Uber eine Integralgleichung erster Art der Tragfliigeltheorie.
Sitz.-Ber. PreuB. Akad. Wiss., Math.-Phys. Kl. 1938, XXX. H. SOHNGEN, Die
Losungen der Integralgleichung ... Math. Zeitschr. 45 (1939), S.245.
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Wie jedoch die r,(¢) auch ausfallen, ist (11) eine Ldsung der Differential-
gleichung (10), man erhilt namlich durch Ableitung von (11) nach z

-1

@ S - [ e (W= 0.1,...m
-1
+1
n+1 n—1
a0 I =i+ | e
-1

Multipliziert man die einzelnen Ableitungen von ¢(z) mit den ¢,(z) und
summjert, so entsteht (10).

Ansatz fiir den losenden Kern der Integralgleichung.

4. Es wird nun in Verfolgung des in 2. ‘geschilderten Programms der
losende Kern i
AE 1) + @) N(E) = ¢(& 1)
in der Form
+1

1 q1=a® T L1 41— 1 o (1)
17 ‘P@J)*.";s 1 "B w1 G (= t)~A—§T_ / —8f—& +,,y3_.52\

21
angesetzt, wobei g,(£) eine willkiirliche Funktion ist. Dies ist wirklich ein
losender Kern von (1), falls die Gleichungen

+1

B -wn-,u@) +S, (e —8) 96, 0)d&

fiir g =0, 1,..., % bestehen. Zum Beweise multiplizieren wir (17) mit {(?)
und integrieren iiber ¢; es entsteht nach (16) bei Vertauschung der Integrations-
reihenfolge, die noch zu rechtfertigen ist,

(18) a_u

+1
9 = | 9& 010 @
+1

1 T 22 g®*+ D (q) Po
_‘%‘5‘/1*52 —F *ton—e

. -1 ’
mit
+
o= { 9o () ) dt,
-1
und hieraus die Formel (9).
Aus (15) und (18) exrgibt sich in gleicher Weise, bei ebenfalls noch zu recht-

fertigender Vertauschung der Integrationsreihenfolge, die Formel (8). Aus (8)
und (9) folgt aber (1) auf Grund von (10).



508 M. Eichler.

Beweis fiir die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge
hei gewissen Integralen.

5. Es bleibt zundchst die Aufgabe, die Vertauschbarkeit der Integrations-
reithenfolge in den Integralen

+1 +1 .
3 an-r
N 0T j Vizs Zhemn
-1
und
+1 +1

00 =10 | (Z @ @
T asL - 9) e ndE w=0,1,.. %

zu beweisen. Es ist

1= lim
1 >
mit
i—g +1 -1
» 1“”:":2"5 an+1 dz
317::‘( +j'f(t)dt‘§ ]/1~52 a;ﬂ:IG(x,t)th»
-1 $+q ~1

Hier schreiben wir

an+1 +1

g b= (0w - 2 6w0)+ 26,

entsprechend spaltet sich das Integral J; , in eine Summe zweier Integrale auf,
deren erstes einen iiberall endlichen Integranden hat, wihrend das zweite sich
als Produkt eines Integrals tiber ¢ und eines Integrals iiber  schreiben 148t.
In beiden Integralen ist die Integrationsreihenfolge also vertauschbar, und

es wird
+1

o~ . 1 — a2 d
(1) 3= | Ve P e
-1
mit
E—n  +1
, * an—f-l :
F(z 1,8 — 5 I ‘ s
-~ -1 4+

Wegen der Beschréinktheit des Integranden gilt nun erstens gleichmiBig

in z und &
+1

@2) T P ) = | o

~1

G(m, t) 1) dt;

Jx Pryst
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zweitens besitzt F (2, 7, §) eine partielle Ableitung nach z, namlich

£-7 *'1
L F (@, 8) = S + j - n+2G(x,t)f(t)th
-1 f+7y
0 fiir }m——§i<1’/l
= -0

TPt N R

Hiernach existiert eine von x, & und 7 unabhangige Konstante C so, daB
(23) F (1‘, s éa): : ? (é:z s 5)
ist. SchlieBlich existiert wegen (22) fiir jedes & > 0 gleichméBig in z und &
fir |z — &| > ¢ der Grenzwert
(24) 1' F (x: s 5.1 - PE" (E, s E) — E (x, E)
7—>0 .
und stellt eine iiber das ganze Intervall integrierbare Funktion von z dar.
Nach diesen Vorbereitungen kann endlich die Vertauschbarkeit der
Integrationsreihenfolge in (19) gezeigt werden.
Es ist nach (21)

=X

<C

+1
( 4/1 — 2 F (x,n,& — F (&9, §)
j' \ - p— dx
~1 iy
+1

I e )

-1

wobei C, (¢) nach (23) gleichmiBig in & und # mit ¢ gegen O strebt:

, 11— x?
20,1(8)[<8'2 it_"‘gg_c
Wegen der gleichméﬁigen Existenz der Grenzwerte (22) und (24) gilt somit

+€

= lim 3, = f j]/1 CE(s.8da

n—>0
-1 f+e
+1 +1
€ G(f t)f(t)dt ‘.V};~—x‘2 dx
§n+l ’ (l-ﬁf'l x.—f
1 21
Tnl_lf)ﬂoon(s)
+1 o
1— 2
zf V-t B @ ga
1

+1 1
' /l—x“ dzx
+ .\ E““G(E’ nfode- j ’ [y ey + D (g),

-1 —1
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wobei D(g) ebenso wie C, (s) gleichmiafig in & gegen 0 strebt. D(s) mull aber
nunmehr verschwinden, da alle iibrigen Terme dieser Gleichung von & nicht
abhingen. Fithrt man hierin den Wert (24) von E (2, §) unter Beachtung
von (22) ein, so erhilt man die Behauptung.

6. Einfacher 148t sich das Integral (20) behandeln. ¢(£, t) wird nach (17)
durch seine 3 Summanden ersetzt. Fiir den letzten ist nichts zu beweisen.
Der erste Summand besitzt logarithmische Singularititen fiir £ = ¢, die von

w1
der Sprungstelle von ; ;1 G(z, t) herrithren, sowie an den Intervallenden

schwache algebraische Singularititen, die eine absolute Integrierbarkeit nicht
verhindern. Fiir den ersten Summanden von ¢(&, t) ist also nichts mebr zu
beweisen.
Es bleibt damit iibrig, die Vertauschbarkeit der Integrationsreihen-
folge fiir
+1 +1

% = jf(z)«ztj (o 70@ @ 43, @—8) Jo

R
-1

zu beweisen, Wir ersetzen dazu f(t) - V1 — ¢ durch f() und schreiben

76 = (o @+ ram s+ 5o~ 8)

isE
haben also die Identitit von
+1 t—e +1
. . by d&
%= [roatn |+ [ 7e 2
z=—>0
-1 -1 i+e
mit
+1 E—& +1
3= [T@a i [ + [ 10,%,
._A1 . -1 &4

nachzuweisen. Vor dem Grenziibergang ¢ — 0ist die Differenz beider Integrale

von der GroBenordnung &ln & - f(¢) f(&). Fiir verschwindendes & strebt diese
Differenz mithin gegen 0, was zu beweisen war.
M.

- Festlegung der Nebenbedingungen fiir die Greensche Funktion,

7. Nach 4. bestebt die Aufgabe, der Funktion G(z,?) solche Neben-
bedingungen aufzuerlegen, da die Gleichungen (18) bestehen. Diese Neben-
bedingungen entsprechen den Randbedingungen bei Differentialgleichungs-
problemen. (18) wird » -+ 1 Bedingungsgleichungen ergeben, aus denen sich
die Funktionen r,(¢) in (13) in eindeutiger Weise bestimmen lassen.
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Wir beginnen bei der‘Hez:stellung der Gleichungen (iS) mit g = % und
gehen dazu von dem Ansatz (13) aus. Es werde

+1
1 frpp s k§n+1) (2)
(25) P (&) = f e

) $~:‘g~ dz
gesetzt. Dann ist auf Grund des erwihnten Zusammenhanges zwischen den
Integralgleichungen (9) und (12)

+1 &

KD () = 7]; ‘ Z‘V_@; de.

-1

Man darf unter dem Integralzeichen nach & integrieren und erhilt

(26) W@ + k=5 | lnlo— &y, a8
-1 .

mit einer Konstanten k,. Weiterhin werde

[0 fir # <t
27) by (2, 1) =

\k‘,(x) filr > ¢
und,

L +1 /1 . :9_1;.?1 b, (x,8)
— X
(28) p, (&) =;;J 1T 7 & dz
-1

gesetzt. Dann gilt in analoger Weise mit einer von « nicht abhngigen Funktion
+1
9) @) £ k0 = = [ In]o— gy, 0 de
51
Eine explizite Berechnung der k, und k, (¢) folgt an spaterer St e}le (Abschmtt 10),
damit hier der Gedankengang nicht unterbrochen wird.
Wir brauchen sehlieflich die Formeln

+1

f Injz—§&)|
30 g — | 2lEdl g
0 @(9) e :
und

+
(1) gl = | BlEflg,

o !1 §2
1
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Zur Herleitung des Wertes des Integrals (31) beachte man, da es durch
Integration der aus (9) und (12) folgenden Identitit

+1
. f d&
0= | ——u=
,‘ f1—-& (-8

nach z entsteht und demnach eine Konstante darstellt. Setzt man z = 0,
& = cos £, so 1aBt sich (31) sehr leicht beweisen.

Zum Beweise von (30) wird zunichst

x -~ 1
_ _ =8 njz—£]—1)
Az, t) = j a(z, t)dz = j T—Be_o a&
] -1
gebildet und hierin die Identitit
z— & z —t
. e
angewendet. Man erhilt dann
+ 1
- _ [z —¢&]
Ao = =71+ + (@) ‘ T &

-
-] =

A@t) = —a(l +;n2) + (2 — 1) o A(,0).

das letzte Integral ist 0, also

Es hingt demnach a(w, ¢) von z nicht ab.
Es ist nun andererseits

+1 +1 h’l 1——-'-—

= f:
f’(m,t) lnasj. 52(1_5) +£¥1—53(t- &
+1 1nf1_~—i-§
— e &
. j‘./1—~52<t &) :

dieser Ausdruck wird mit wachsendem z immer kleiner. Da er aber von z
nicht abhingt, verschwindet er identisch, wie zu beweisen war.
Nach (13), (17) und (25) bis (31) ergibt sich nun

32 9= 2 (500 + nE0s0) + it + 28

zf1— &
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and
(33) {jlln |2 — £l p(6.0dE — G0 + X0+ 1 05,(0)
4 =0
- %(t)——
Die letate der Gleichungen (18) (« — ) verlangt nach (33) also
By TYo(E)tp(Ea t)dé ) ;: (7, 0) + B,0)5,0) + g0l >

-1
Gilt (34), so integﬂere man die nunmehr giiltige letzte Gleichung (18)
nach z von 0 bis z und erhilt die vorletzte
+1

L @n® —n© - 3@ — g nas -

1
wofern
! n—1
L @+ 3@ oeon =2 6

-1

ist. Dieses Verfahren wird nacheinander n-mal fortgesetzt, und man hat
neben (34) die » Gleichungen

+1

(35) j(yu(s) 3,(6) (& )t = [‘?" - t)]zzo(yzl,...,n)

-1

zu erfiillen. Das sind zusammen # + 1 lineare inhomogene Gleichungen fiir
die % + 1 noch unbekannten Funktionen 7, (t).

Bestimmung der Funktionen #,(¢). Existenziragen.

8. Eine explizite Bestimmung der 7,(¢) kann natiirlich nur in Spezial-
fillen durchgefithrt werden, wo die Funktionen ¢, (), y,(&) bekannt sind.
Jedoch kénnen noch die Gleichungen (34), (35) in eine iibersichtlichere Form
gebracht und ihre Losbarkeit im allgemeinen Falle erortert werden.

Die Integrale auf der linken Seite von (34) und (35) haben die Form

+1

(36) j () + 3.(8) 9 (& )dE = 2(9,“ ro(6) + 0ur ()5, (1)

-1

. +0,(t) + 0, 9o(t) g=0,....,m)

Mathematische Zeitschrift. 48. 33
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mit
" TR R (@)
Q!‘”:;‘j . (&) +3 (5))‘“:“ / ":; x.—_:_s—dac,
-1 -1
+1 +1
1_=z2 o7+
Qu»(t ‘g (y“(f)-;-d ('5»d55 1_228 n+1 hr( ) §:
67 - -
17 TS 7O 3,0
t)———\ }1—52“‘—""”~“¢~_ de.

+,1 . 3
13 /“(°)+Q"<)d§,

g, =~ vml——~§2

[ :,-z'.,

wobei fiir x = 0 das Jp(£) auszulassen ist.
Die rechten Seiten von (35) haben die Form

N
(8 - )S’ [‘0110(0)7(t)~r 1o = 0}]

-, | B =9(0)s,(t)  fiir £ <0

(u=1,...,m).

Die Funktionen (37) und die von 7,(¢) freien Glieder in (38) sind samtlich
stetige, allerdings teilweise nur stiickweise stetig differenzierbare Funktionen.
wie man leicht unter Benutzung von (14) und (27) nachweist.

Mit dem System der 7, (¢) als Zeilenvektor kann man (34) und (35) in der
symbolischen Form

(39) r(B)R = u) + @olt) - v
anschreiben, wobei R eine konstante Matrix, v ein konstanter Vektor und
u(f) ein Vektor aus stetigen Funktionen von ¢ ist.

Besitzt R eine Inverse, so ist (39) eindeutig auflésbar, und die Lésung
hat die Form

t(t) = 1) + go(B)m.
Nunmehr ist G(z, 1) vollstandig definiert und damit auch

) @& 1) = AE 1) + @ot) N(&).

Wie man sicht, ist neben A (&, ¢) auch N(&) eindeutig bestimmt. In diesem
TFalle besitzt (1) fiir jedes stetig differenzierbare f(¢) die Losung (5), es gibt
im wesentlichen eine einzige Losung der zu (1) gehdrigen homogenen Glei-
chung (6) und jede Losung von (1) entsteht aus einer festen durch Addition
von Vielfachen der Lésung von (6). -
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9. Die einzige wesentliche Schwierigkeit bei der numerischen Berechnung
des 18senden Kerns (17) von (1) liegt in der Bestimmung der 7,(¢). Da man
aber nicht den ldsenden Kern, sondern fiir ein jeweils gegebenes f(z) nur die
Funktion ¢(&) sucht, geniigt es, wenn man die Konstanten

(40) r[f] = '[ () 1) de

berechnet. Setzt man nimlich diese an Stelle der r,(¢) in (17) ein, so bekommt
man die Losung ¢ (&) von (1). Fithrt man noch die Abkiirzungen

+1

@ =2 [onm0i0,
“2) Bl = 2 BOs 010

+1
(43) R ==_f1 0. (01 @) dt

ein, so ist es das Gleichungssystem

%‘(Qow*f"k)f [AA=—olfl—kll+ - (132__0,0)
wy .
Z (e + KO =— o[ = Z 00 (1 5,01 @)dt—go°0,

mit derselben Koeffizientenmatrix R wie (39), das man aufzulosen hat, was
im Einzelfall keine Schwierigkeiten mehr bereitet.

Berechnung der &k, und %,(¢).
10. Es wird gesetzt
(45) P, (6) = J 9,(£) d&;
dann ist ¥ (— 1) = 0 und

?,(1) = = if'd' . T mEE,
= - z
v 7 1 z—&
21 52_1

Hier darf auf Grund einer zu 6. vollig analogen Uberlegung die Integrations-
rethenfolge vertauseht werden, und man erhilt .
+1 : +1

70 = £ (T=20 s [ =2~
”_1 _1\41'—9(2’”5)

33%
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Durch partielle Integration wird nun

+1
L 1§ = ll’ (8
| mie—gln@ae :in}xwéiﬁ(f){sni%-j s
-1 -1
+1T (5)
- j“"”“%s de,

-1
also nach (26)

B (@) + F, = j

-1

Auf Grund des Zusammenhanges zwischen den Integralgleichungen (9) und (12)

ist jetzt
+1

Vl_x2 hin) (x)+k_' dth k:
1—-¢ z-¢ CaVio e

mit einer weiteren Konstanten k,. Diese Formel wird nun nach & differenziert
und das Ergebnis mit (25) unter Benutzung von (45) verglichen. Zur Bildung
der Ableitung von (46) ist zu benutzen:

(46) V(6 =~

-1

+1
1 — 22 (M k 1 — 22 () z=i-¢
lim jv 20O fy i PTG @ 4R

dé &->0 K z—§ &—>0 r—£ z=Svs
S—s +1
+lm |+ + [T x)+k) L
8»0—-1 Ete §)

das wird nach partieller Integration
+1

Y= (B (2) + k) 2= 1 f R (h‘”><x> +k )

- x—§ :ze—l

’

-1
wobel der erste Summand verschwindet. Man erhilt somit

, Ti==a (h("’ (@) + k) Bk
¥ (¢) = WW —F ‘Z‘“',,r—g)a
1 VIS @at(m doo L[ 0P @+ i
ﬂvl*-f"j Le—¢ ”rzﬂvéﬁj’ Vi—at (z—¢&) “
-1 -1

j¥1_x2h(ﬂ+l( )
1” Z.

= ﬁ’?(f) V
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Es folgt hieraus

+1
C(EA—2) —z (1—2) b (2) + k) ky
3 a2 (2 - &) drt =0
-1
also
+1k("z) )
(47) k= — - j L,__Lidx;
T V11— 22

-1
der Wert von %, interessiert nicht.

Die gleichen Rechnungen lassen sich mit der unstetigen Funktion (27)
an Stelle von %,(z) durchfithren, und man erhilt
1
» h ﬁn) ( x)

(48) B = —+ j e

7T
11

Entartete Kerne,
11. In (2) wird

(49) (@) = P76 (@), y () =pT TyI(E)

gesetzt, mit der Absicht, spiter zur Grenze p = 0 iiberzugehen. Der Kern £
geht bei diesem Grenzprozef in einen Kern L* iiber, der von logarithmischen
Bestandteilen frei ist. Wir wollen zeigen, daf auch A und N Grenzwerte
A* und N* besitzen, die mit L* in derselben Beziechung stehen wie A und N
mit L. .

Wir bedienen uns dabei der folgenden Schreibweise: Eine Formel, die
aus einer Formel (m) durch den beschriebenen Grenziibergang entsteht, wird
mit (m*) beziffert. Eine GroBe P(z, &), die hierbei gleichmiBig in 2, & und p
beschrankt bleibt, wird

P(z, &) = O(p)
geschrieben. Die Formel

1

2% L@, &) = ;= + D) '@} (& + 20 ()
r=0

= L*,&) +p0(p)

fallt zwar nicht unter diese Abmachung, sie darf je&wh mit Riicksicht auf
die schwache, die Integrierbarkeit nicht storende Unendlichkeitsstelle des
Logarithmus ausnahmsweise zugelassen werden.
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Das Losungsfundamentalsystem 4, (z) der zu (10) gehérigen homogenen
linearen Differentialgleichung werde durch die Zusatzbedingungen

wog =P Bre=n
0 fir g n—v»
prézisiert. Setzt man
(50) ‘ k,(:c) = Zv(?/)’ = Pp%,
so gilt
(81) K y) + e (@) L) + -+ 6 (@) L(y) =0,
1 fiir p=n—
(52) 1 (0) = { - "
0 firus+n-—»

Es gilv dac Verhalten der ) (y) fiir kleine » zu untersuchen. Dazu seien
zuniichst I, (y) Funktionen, die den Differentialgleichungen

LD (g) = Gl (y) + - + Gl(y)
und denselben Anfangsbedingungen (52) wie die /,(y) geniigen; dabei soll
¢, = Max ¢} (z)]
fir.— 1 < z <1 sein. Dann ist fiir 2 in diesem Intervall

(53) HP@ =80 =0@m) (w=01..,%+1).

Jetzt gilt
L) = LO0) + palf ™V (@0y)  (w=0,...m)

mit Zahlen 0 < 9,, =< 1. Das ergibt nach (52) und (53)

(54) z("><y)=~—{1 Brp=n=2l 0w —0...n
' 0 fir u==n— v} T

(54) in (51) eingesetzt, lefert sodann

(85) 1% (y) = — o (@) + phy ()

mit

(56) (@) =0 (@), =A@ =00,

wovon die zweite Behauptung noch zu beweisen ist.

Wir beachten dazu, daf die 2" (2) analytische ganze Funktionen von p
sind. Die I (y) entstehen aus ihnen durch Division durch p“; da diese
letzteren wegen (53) fiir p = O endlich bleiben, sind sie auch analytxsche
ganze Funktionen von p. Es ist speziell also

V() = — ¢ (@) + paa (@) + PPag(e) + - - -,
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woraus sich durch Integration iiber den Einheitskreis -

1 [ )
2n1 pv‘-i—l

dp

o, (2) =

ergibt. Da die ¢, () voraussetzungsgemiB nach z stetig differenzierbar sind,
folgt aus dieser Gleichung auch die stetige Differenzierbarkeit der o, (z).
Nunmehr ergibt sich die zweite Behauptung (56) auch.

Jetzt ist der losende Kern fiir (2%) verhiltnismiBig leicht berechnet.
Zunichst folgt aus (14), (50) und (54)

(14%) s,(t) = p "0 (p).
Sodann aus (47), (48), (50) und (54)

ﬁ{——p" fir v -= 0
o lo fiirv>0
@4s8*) k, @) = p"O(p).

Ferner aus (37), (49), (50), (55) und (56), unter eventueller Vertauschung der
Integrationsreihenfolge

(#7) } + "1 0(p),

+1

1 1— a2 yu v
6™ g == vee g ([ YRS deag 4 poemio

x

=P " Quy +p”‘“+10(p)
+1
BT () = —pr+- 5 jy,‘@)dsj Vi"“ o (=) ) Ao+ pror10(p)
-1
= p*#ou: () + P10 (p),

+1
- T-ey(é
een e =pet A (YLD det po
-1
= pmet a2 () + 540 (p)
+1
1
(37%), 0, =p ¢l = j% d& +p=+0(p)

-1
= p~*~1.0% +p~*0(p).

Nun aus (34), (35), (14%), (47%), (48%), (37%)

67 n) =" A () + 27 0(p),
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wobei die 7, (t) der linearen Gleichungen

(34%) 2 05 1 () + oy (8) + golt) -0y =75 (0)
¥ =9

(35%) 2o, 1 () + 0u(t) + Polt) o = 7E(D)
¥ =0

geniigen. (34¥) ist als Spezialfall in (35%) enthalten, aber nicht (34) in (35).
Der losende Kern wn‘d jetzt endlich nach (13), (17), (50), (85), (56),

(14%), (57) :
9v(§,t)=*;1;2 }’ V (fv)ﬂ'(t)ﬂ—ﬁ
v=0 "
(17%) lﬂtz

1
+; ,52,5__ + %(t) +P (»)

= ¢*(&, l’) +20(p).
Wie die Formeln (2*) und (17*) zeigen, ist der Grenziibergang p — 0 durch-
fithrbar, ohne da dadurch die Beziehung gestort wiirde, dal (17%) der all-
gemeinste losende Kern von (2*%) ist. Ist ndmlich f(z) irgendeine stetig
differenzierbare Funktion, so gilt fiir

+1 +1
9 = 960100 dt = [ 9*(5,0 /) di + 20 ()

= ¢*(§) + 10 (p)
die Integralgleichung

+1
1 1#@ 8 9@ ae = i) + 90 ).

DaBl (17*) ein lssender Kern von (2%) ist (bei p = 0), kann man selbst-
verstandlich viel einfacher nachweisen, indem man nur (37%), (34%), (35%) und
den Zusammenhang zwischen den Integralgleichungen (9) und (12) ausnutzt.
Jedoch wiirde man dann keine Aussage iiber die GroBe des Fehlergliedes bei
dem Grenziibergang erhalten.

Die Bemerkungen des 9. Abschnitts zur numerischen Auflésung einer
Integralgleichung (1) gelten fiir Kerne (2*) in gleicher Weise.

Hilfsformeln fiir die praktische Rechnung bei speziellen Differenzkernen,

12. Es soll jetzt einmal zunichst untersucht werden was fiir Differenz-
kerne L{z, £) = L{x — &) tiberhaupt in eine Reihe (2) mit eventuell unend-
licher Gliederzahl entwickelt werden kénnen. Wir setzen dazu

r— & =w.



Singulire Integralgleichungen bei Differenzkern. 521

Es werde ohne Beschriinkung der Allgemeinheit angenommen, daf

lim (z — & L(x—§&) =1

f—>z
ist. Nun werden die Konstanten cg, ¢y 50 bestimmt, da

1
Lw) — o —cln|w| — o= Ly ()
fiir w = 0 verschwindet. Dann ¢, % so, dal
Ly (w) — ¢;In|w| — oy = Ly(w)

fitr w = 0 verschwindet, und so fort.

Es ist dann nach (3)

(58) L) = = + 6So() + a0 + 631 () + ayw + - - -

w
1 -
F aSa(®) + oy tat” + [ -+ [ L) dw.
) 0 0
Mindestens einmal sei ¢, = 0; dann ist das Gleichungssystem

a4, = nfos

Gp—1 = Gn}gl + Cn——lﬁo’

%o zonﬁn+cn—lﬁn~1+"'+60}80
nach den g, auflésbar, und (58) 148t sich in der Form

Lw) = o + co(o + Jo) + ex(fow + Py + Sy(@) + - - -

1 1 0 — ]
e (B Bow 4 gy B e o B+ S(w)
w W
[ [ L) dw
o 0
schreiben. Das Restglied in dieser Formel ist
v w n
ig---gL_,,(w)dwﬂi < 20| L),

es strebt mit wachsendem # fiir alle w gegen 0, wenn nicht gleichzeitig f, (w)
allzu stark anwichst.
In dieser Form lassen sich also alle Funktionen

L) = o + Ly(w) + In jw] - Ly(w)
entwickeln, wobei entweder L; und L, Polynome sind, von denen L; nicht den
gréBeren Grad bat, oder L; und L, in einem Kreise |w]| < ¢ < 2 regulire
analytische nicht ganze rationale Funktionen. Speziell die HankrLsche
Funktion H (w) hat diese Eigenschaft.
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Fithrt man wieder z — & an Stelle von w ein, so geht (59) bei Vernach-
lassigung des Restes in (2) iiber, wenn man noch setzt:

(—&)" v
(u—w)t P

v= {0

(60) %ul(?) =0, Pu(é) =

13. Bei solchermaBen spezialisierten Kernen 148t sich die Aufstellung des
Gleichungssystems (44) zum groBen Teil explizit leisten, wozu wir nunmehr
ibergehen. Formeln, die aus einer allgemeinen Formel (m) entstehen, schreiben
wir zur leichteren Riickorientierung (m,), (ms) usw.

Zunichst stellen wir fest, da

(61 - b (2) = e~*

ein Losungsfundamentalsystem der zu (10) gehorigen homogenen Differential-
gleichung ist. Dabei sind die 4, die Wurzeln der algebraischen Gleichung

P(4) = A7 Gody 4+ 46 = 0;

wir wollen den einfacheren Fall voraussetzen, daB sie alle unteremander ver-
schieden sind. Man rechnet leicht nach:

- 1 (— 1t i,
(14,) §,(t) = ¢ M e U e Mt
1 ® ug =4, P
Ferner,
(474) k, = — Ay Jo(id,),

wobei Jy die nullte Bessersche Funktion bezeichnet.

Die GroBen g,, in (37) sind lineare homogene Integralformen, was durch
die Schreibweise

Cur = Py (€) + Su(8), B0 (2)]
zum Ausdruck kommen soll.
Sie lassen sich mittels der speziellen Integralformen

Pleos ¢, €7, P[&In|&|, %] (cosl =& 0=0,1,2,...)

linear zusammensetzen. Diese letzteren sind jetzt zu berechnen.
Verwendet man die bekannte Identitit2)

+1
1 aé i
1

so ergibt sich nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge
(87y) P, =0
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und fiir p >0

k24

N An+1 1 A A

Plcos of, €] = ——— | ¢"“*“sin pzsinzdz
0

]ﬁn+1 co+1 . 0—1 :
= " T (= ) — 87 (— ),

wenn J, die o-te Bssersche Funktion bezeichnet, infolge ihrer bekannten
Rekursionsformel also

(872) Pleos of, €7 = 4* 702", (1) (o > 0).

Weniger einfach sind die P [£1n|&|, ¢**] zu berechnen. Ich muf mich
leider damit begniigen, ein endliches Berechnungsverfakhren anzugeben. Es
ist nach (30)

+1
In|g|
et 2t g & =0,
_51/1—152(70——5) ¢

hiernach und nach (31)

+1 +1

[ El|g| Injéi
_ERISL e —j—w-—'*-f ln2,
j i—® @2 e
(63) o B
j%d(g: z-7In2, usw.

-1
Also

P[&In|&], 7] = 0,
(373) P[&n|&], %] = —il*In2 - J1(34),

P[&2In|£], 7] = 4 A" 2 - (J5(i2) — 31 (i4), usw.
Es sind also alle o, als Linearkombinationen von BEsserschen Funktioner
darstellbar.

Schlieflich lassen sich noch die o, (f) und o, unter Anwendung von (62)
und (63) explizit bestimmen, und damit auch die Integrale (43).

14. Die noch iibrige Berechnung der Integrale (41) und (42) enthilt die

einzige Schwierigkeit, die bei der Losung der Integralgleichung auftritt, und
diese ist auch nicht erheblich. Neben f(z) werden zunichst die Funktionen

i
(64) L0 =]t @ dz
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4
emgefiihrt. Hs ergibt sich dann nach partieller Integration unter Benutzung
von (14;), (37) und (47)

+1 .
2 A=F &0
(411) Qu{ﬂ = - :Jt p (Z) j(yﬂ(g)‘l‘s (5))d§ j %’_‘_—;2 %:—E-‘ dt,

-1

. 1 <~;"v) lptf 3
(42)) ’“U]S%‘Z”ﬁw f Vice =

1 . (=4)" ‘ 1, cOS T
_;2 Ao je f,(cos7) d 7,

v=0 o

wobei man noch in (41,) die Integration iiber £ mit Hilfe der Formeln (62)
und (63) explizit ausfiihren kann, so daB in beiden Fillen nur noch einfache
Integrale iibrigbleiben.

Hiermit ist jetzt alles zur Auflssung des Gleichungssystems (44) vor-

bereitet; hat man die 7, [f] aus (44) bestimmt, so ist .
n +1 JU—
» 1 I-a eh?
a7y o = utnn k| Y8 g
v=20 _‘1
1
L 1-2 f() %o
M j i—ei-e ¥ m)l— g

-1
die gesuchte Losung der Integralgleichung. Das zweite und dritte Glied hier
stellt die Grundlésung fiir den Kern L(z, &) = (z — £)-1 dar; das erste gibt
die Korrektur an, mit der diese Grundlssung bei allgemeinen Kernen (2) zu
versehen ist. Es enthilt die hoheren transzendenten Funktionen

(25.) 16 b) = f e NG

von denen ich zum SchluB einige einfache Eigenschaften angeben will.
15. Es ist

+1
. -1 V1—a? % — y1— &2 & e* 1§
260 = g | ¢ dot |

~1

wobel der erste Bestandteil in der Rimmaxxschen Fliche von Vl — &2
eindeutig und im Endlichen bis auf Pole erster Ord.mmg in den beiden Ver-
zweigungspunkten reguliir ist. y hat demnach fiir £ = - 1 je eine algebraisch
and logarithmisch singulire Stelle.
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Es soll fiir 7 eine Rethenentwicklung hergeleitet werden. Man verifiziert
dazu leicht
=Jo(id) +2 X i7%J,(44) cos gz {cos z = x);
=1
setzt man diese Reihe in (25;) unter Benutzung von
+1
% f sin gz;_—xé = — cos g(?2)
1

eln, so entsteht die gesuchte Entwicklung

(65) g8 2 = 2Z@~0J (i) “S‘);QE;
0=1
sie konvergiert fiir [£] < 1.
Fiir & = -~ 1 ist ferner
(66) [V1— & N oo = Jo(@d) T J1(A).

SchluBbemerkung, Das Ierationsverfahren,

16. In manchen Fillen diirfte sich die Berechnung der Losungsfunktion

@(&) in Form von Reihen empfehlen, die nach den Funktionen c:;g; fort-

sin Q: entwickelt, bekommt may das Haupt-

glied von (17,) in dieser Gestalt, und das gleiche gilt nach (65) fiir das Korrektur-
glied. Auf diese Weise nutzt man am besten die Identitdt (65) aus.

In anderen Fdllen wird ein Iterationsansatz fiir die Lésung von (1) an-
zuraten sein. Man 16st zunéchst (1) fiir den entarteten Kern L*, bildet mit der
s0 gefundenen Losung ¢*(&) die Funktion

+1
) ho) = 1)~ % | L & 9@ e,

-1

schreiten. Wenn man f(z) nach

die man als neue linke Seite fiir die Integralgleichung mit dem Kern L*
nimm$, und fihrt so fort. Dag Verfshren kann unter Umstinden schnell
konvergieren. Mit dem Ansatz (49)ist die Matrix R des Gleichungssystems (39)
bzw. (40) eine ganze rationale Funktion vor p, und das gleiche gilt fiir die
rechten Seiten. Vermoge dieser Gleichungen hingt der Iosende Kern (17)
analytisch von p ab, und in (11. wurde gezeigt, daB er fiir p = 0 regulir ana-
lytisch von p abhingt. Nun ist das Iterationsverfahren aber nichts anderes
als eine Entwicklung von (17) in eine Potenzreihe von p um den Punkt p = 0.
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Es konvergiert demnach bis zur absolut kleinsten singuliren Stelle. Solche
mufl es aber gewi geben, und zwar gerade dort, wo die Determinante | R,
die von p ganzrational abhingt, verschwindet, den Punkt p = 0 ausgenommen.
An genan diesen Stellen nimlich existiert der 16sende Kern (17) nicht.

Die Handhabung des Iterationsverfahrens ist in dem zuletzt betrachteten
Spezialfalle eines Differenzkerns iiberaus einfach, Der entartete Kern reduziert
sich nach (49) und (60) auf

L¥*(z — &) = Eéé ~+ const,
und entsprechend einfach sind die Losung ¢* (£) sowie die Integrale von (67)
zZu gewinnen.

Jetzt hat auch die Entartung des Kerns eine auf der Hand liegende Be-
deutung, es ist nimlich w

L¥ (@ — 8 — ays = lim pL(p(z — &)).

(Eingegangen am 27. Juni 1942.)



