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Elementarer Beweis der Dreiecksungleichung
in der Poicaréschen Halbebene.

Herrn Geh. Rat Prof. Dr. SEBasTiaN FINSTERWALDER
zum 80. Geburtstag gewidmet.

Von R
Othmar Bailer in Stuttgart.

In einer Ebene seien die drei Punkte 4, B, ¢ auf derselben Seite einer
Geradeng. Einer oder mehrere der Punkte diirfen auch aufgliegen. Bezeichnen
A5, By, O, die Spiegelpunkte von 4, B, C beziiglich g und werden die positiv
gerechneten Strecken durch ihre Endpunkte bezeichnet, dann gilt die Un-
gleichung

AC | BC
0 io, " BC, 4B,
L AC B0 = 4B

AC, BT,

Wenn wenigstens einer der Punkte 4, ¢ auf ¢ liegt, ist AC/AC; ~ 1,
andernfalls < 1. Fiir den fortan ausgeschlossenen Fall, daB wenigstens einer
der Punkte 4, B, C auf g liegt, besteht die
Ungleichung (1) offenbar zu Recht, mit ,,>,
falls nur € auf ¢, sonst mit ,,=".

Wird A4 festgehalten und bewegt sich C
(Fig. 1), dann sind die Niveaulinien 4C/4C,
— ACJA4,C = const die Kreise des hyper-
bolischen Kreisbiischels [4] mit den Grund-
punkten 4 und A;. Entsprechend ergeben
sich fiir BC/BC; = BC/B;C = const die
Kreise des hyperbolischen Kreisbiischels [B]
mit den Grundpunkten B und B;.

1) Das Problem, die Ungleichung {1) elementar zu beweisen, wurde von C. CARA-
THEODORY gestellt. Durch

tgh s = AB/A,B, tghs, = AC[/AC,, tghs, = BC/BC,
sind s, 8;, 8, reell eindeutig bestimmt und (1) erhalt die Form
tgh (8, + 8,) = tghs, woraus folgt s; + 6 = &

Dabei ist 2
2d8 = w

Yy
das Nichteuklidische Bogenelement. — K. PISOT hat ebenfalls einen hiibschen, elemen-
taren Beweis der Ungleichung (1) gefunden.
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B liege zunachst nicht auf der Geraden 44;. Die beiden Kreisbiischel
[4] und [B] haben dann den gemeinsamen Orthogonalkreis (K), dessen Mittel-
punkt auf g liegt. (K,) und (K;) seien die beiden Kreise der Biischel 4]
bzw. [B] durch C. Fiir diejenigen Punkte von (K,), die innerhaib von (K,)
liegen, ist die linke Seite von (1) kleiner geworden, da AC/4,C auf (K,)
konstant ist und BC/B;C innerhalb von (K5) kleinere Werte annimmt?).
Solche Punkte gibt es hochstens dann nicht, wenn C schon auf (K) liegt,
da (K,) und (K,) als Orthogonalkreise von (K) durch den Spiegelpunkt C
von C in bezug auf (K) gehen miissen. Bewegt sich also ¢ auf (K;), dann
wird das Minimum der linken Seite von (1) fiir den Schnittpunkt ¢ von (K;)
mit (K) angenommen, der innerhalb von (K,) liegt.

Fir ¢" = 4 oder (" = B gilt in (1) offenbar das Gleichheitszeichen.

O’ liege zwischen A und B (Fig. 2). Dann ergibt die linke Seite von (1) fiir ¢’

40 -BC,+ BC' -4C, _AC-B,C' + B,C,- AC, ‘
@ 4o a0 BC = 4,0-B,0 4,0, B, (Splegelung an g)

m(AAC’ 1+ AAC By

2 (A4 B+ N 4,0 By

4 und p sind die zu 4,B; bzw. AB; = 4, B gehérigen Peripheriewinkel;
wegen sin kann man jeweils irgendeinen nehmen. Nun ist
AAC' B, + AAC, B, = Viereck AC’' B,C, = Viereck 4,0’ B, C,
(44,/jC"C)
A A4,0'B; + A A,C, B, = Viereck 4,0" B, C,
Die rechte Seite von (2) ist also gleich ihrem Wert fiir (" = 4 oder ¢’ =
niamlich 4B/4, B, d.h. fiir ¢V gilt in (1) das Gleichheitszeichen.

Fig. 2. Fig. 8.

C’ liege auferhalb von A B (Fig. 3). A liege zwischen " und B, andernfalls
" tauschen 4 und B im folgenden ihre Rollen. (X,) und (K,) seien die Kreise
von [4] baw. [B] durch €". (Kj) berithrt dann (K,) in ¢’ von auBen. Bewegt
e a0 e atw

%) 4CJAC, = a < 1, BO/BC, —x,yw—iq:wmmmtiurx>0 mit z ab.
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sich nun ¢’ auf (K,), dann wird das Minimum der linken Seite von (1) fiir den
Schnittpunkt " von (K;) mit (K) erreicht. Falls ("’ innerhalb 4B liegt,
gilt (1). Andernfalls sei (K3) der Kreis des Biischels [B], der (K;) von innen
in ¢" beriihrt. Sein zweiter Schrnittpunkt mit (K) sei C”’. Die linke Seite
von (1) wird fiir ¢, "', C"”' stets verkleinert und es laBt sich unschwer zeigen,
daB schlieBlich einer der Punkte O zwischen 4 und B zu liegen kommt, da
die Kreisradien jeweils mindestens um den festen Betrag d (= Abstand 44,
von B B;) abnehmen. — (1) a8t sich in diesem Fall auck: leicht direktbestatigen:
Die linke Seite von (1) ergibt
2 )

®) AC.BC + BO-4,C _ sng S ATHTA4LCH
4,0 BC+ A0-BC ~ 32
sin 4
D ist der Schnittpunkt von ¢’ B mit 44,. Wegen BB;/[AA; ist

A.Al BOI == Viel‘eck A]_B]_.DC’
AAB,C" + AA,BC' = Viereck AB, 4,0 + AC'DB,
A4 B,C + AABC — Viereck AB,A,C' — AC'DB,.

Die rechte Seite von (3) ist somit stets groBer als ihr Wert fiir €' = 4 oder
¢’ = B. Fir ¢ gilt in (1) ,,>“.

* SchlieBlich ist noch der Fall nachzuholen, dafl B auf der Geraden 44,
liegt. 4 und C werden festgehalten und B bewege sich auf dem Kreis des
Biischels [4]. 4B/4,B und AC/AC; bleiben fest, BC/BC; kann wie oben
verkleinert werden, bis B wieder auf dem Orthogenalkreis der Biischel [4]
und [C] liegt.

Die Ungleichung (1) ist damit bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt nur,
wenn 1. 4, B, C auf einem g senkrecht schneidenden Kreis liegen und €
zwischen A4 und B liegt oder 2. mindestens einer der Punkte 4, B auf ¢ liegt.

Aus (1) folgt

(AA,C'B,+ N AC B)

AC BC AB
® 40,7 36,7 4,8
Wegen der Spiegelung (Fig. 1) ist 4C auch der kiirzeste Weg von 4 nach C
iiber ¢, so daf fiir die Verhiltnisse der direkten kiirzesten Wege zu den kiir—
zesten Wegen iiber ¢ die Dreiecksungleichung (4) gilt.

(Eingegangen am 25. Juli 1942.)
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