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Beitriige
zur Arithmetik kommutativer Integrititsbereiche.

VIII. Multiplikativ abgeschlossene Systeme
von endlichen Idealen?.

Von
Wolfgang Krull in Bonn.

Im ersten Teil (§ 1 bis § 3) der Note wird das Verhalten der Ideale eines
beliebigen Integrititsbereichs R beim Ubergang zu gewissen ,,transzendenten‘
Oberringen niher untersucht2). Fiir den einfachsten Spezialfall der tran-
szendenten Erweiterung des Grundkorpers eines Polynomrings wurde ein
Teil der einschligigen Satze bereits von K. HextzeLr bzw. E. NoETHER be-
wiesen, und zwar mit der gleichen Methode, wie sie auch in § 1 des Textes
benutzt wird 3). Eine Wiederaufnahme der Untersuchung unter moglichst
allgemeinen Voraussetzungen schien mir vor allem deshalb wiinschenswert,
weil sic zwanglos auf eine bemerkenswerte, bisher anscheinend noch nicht
systematisch studierte Idealoperation fithrt: Ist in R ein festes ,multiplikativ
abgeschlossenes* (in Zukunft kurz ,,m. a.*) System A von endlichen 1dealen?)
gegeben, das gleichzeitig mit e; und e, stets auch e, - e, enthilt, so verstehen
wir bei beliebigem o unter a, die Summe a'ler der Ideale ¢, fiir die bei geeigneter
Wahl von ¢ aus A das Produkt e - ¢ in a liegt, und bezeichnen den Ubergang
von a zu a, als A-Operation. Erst mit Hilfe der /A-Operation, die eine Ver-
allgemeinerung der iiblichen ,,Bildung von isolierten Komponentenidealen®
darstellt, konnen die Untersuchungen von §1 bis § 3 zu einem wirklich be-

1) Vgl. die fritheren Beitrage, Math. Zeitschr, 41, 42, 44, 45. — Der vorliegende
Beitrag kniipft vor allem an Beitrag I [Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 545—577] an.

2y Anders als in den fritheren Beitrigen, deren Bezeichnungsweise wir im iibrigen
iibernehmen, braucht R nicht ganz abgeschlossen zu sein. Unter ,,Ideal schlechtweg
verstehen wir stets ein ganzes Ideal.

3) K. HENTZELT, Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten. Heraus-
gegeben von E, NOETHER, Math. Annalen 88 (1922), S. 53—73. Es handelt sich in der
HENTZELT-NOETHERschen Terminologie um den Satz, da8 ,,die Grundideale eines
transformierten Ideals stets selbst transformiert sind®, nebst seinen Folgerungen. —
§ 1 nimmtin unserer Note eine gewisse Sonderstellung ein; er enthilt alle die elementaren
Satze, die ohne Heranziehung des Begriffs des multiplikativ abgeschlossenen Ideal-
systems formuliert und bewiesen werden kdonnen, und die z. B. in der Theorie der
Polynomringe danernd benutzt werden.

4) Wir nennen ein Ideal endlich, wenn e% eine endhche B&sxs besitzt.
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534 W. Krull.

friedigenden Abschluf gebracht werden. Das Endergebnis 1i8t sich kurz
etwa so formulieren:

Es sei P der Polynomring in einer Variablenmenge u;, o, . .., %,, ..
von beliebiger Machtigkeit iiber R, S, sei ein m. a. Polynomsystem aus P,
Q der durch S, erzeugte Quotientenring von . SchlieBllich bedeute 4 das
m. a. System aller der endlichen Ideale ¢ aus R, bei denen ¢ - § mindestens
ein Polynom aus &, enthilt. Dann gilt fiir jedes a aus R die Gleichung
(a-Q) R = a, und es hat a - Q in Q im wesentlichen die gleiche Struktur
wie a, in R.

In § 4, der innerhalb der Note fiir sich allein steht, wird die fiir die
A-Operation nicht unwichtige Frage untersucht, ob bei beliebigem a und
endlichem ¢ aus der Gleichung a:e¢ = a stets auf die Existenz eines ¢ c e
mit a:(6) = a geschlossen werden kann. Bemerkenswert ist vor allem ein
bei dieser Gelegenheit benutztes , Lemma®, das fiir m. a. Elementsysteme
schon lange bekannt war 5), aber ohne wesentliche Anderung des Wortlautes
auf beliebige m. a. Systeme von endlichen Idealen ausgedehnt werden kann.

In §5 und §6, die zusammengenommen den eigentlichen Hauptteil
der Note bilden, wird die A-Operation mit der in Beitrag I entwickelten
Theorie der arithmetisch brauchbaren ’-Operationen und der KroNEckEr-
schen Funktionaliinge in Zusammenhang gebracht. Die Hauptergebnisse
lauten: Eine 4-Operation ist dann und nur dann gleichzeitig eine '-Operation,
wenn fiir jedes Hauptideal (a), = (a) wird. Verkniipft man eine der Be-
dingung (@), = () geniigende A-Operation mit einer arithmetisch brauch-
baren, im Sinne von P. LorexzEn ) endlichartigen, etwa durch den Index w
gekennzeichneten ‘-Operation, indem man allgemein a,;, = (ay), setzt, so
entsteht wieder eine arithmetisch brauchbare, endlichartige ’-Operation
(,,w ~-Operation®).

Der zur w -Operation gehorige KroNeckeRsche Funktionalring M, , 18t
ein leicht angebbarer Quotientenring des zur urspriinglichen w-Operation
gehorigen Kroneckerschen Funktionalrings 9M,. Dariiber hinaus kiunen
alle Quotientenringe von M., die einer ans der (festgehaltenen) w-Operation
abgeleiteten w,-Operation als Funktionalring zugeordnet sind, in einfacher
Weise charakterisiert werden.

. Erst durch diese Sitze werden die in den letzten drei Paragraphen von
Beitrag I begonnenen Untersuchungen zu einem wirklich befriedigenden
Abschluf gebracht. Damals war die A-Operation in — (wie sich nachtraglich

%) Vgl. W. KRULL, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung. Math.
Annalen 1061 (1929), S.729—744.

€} Abstrakte Begriindung der multiplikativen Idealtheorie. Math. Zeitschy. 45
(1939), S.533—553; § 2.
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zeigt) — wenig zweckmifliger Weise mit Hilfe gewisser Primidealmengen
definiert worden, und eskonnten infolgedessen nur bei den ganz abgeschlossenen
Ringen mit Maximalbedingung endgiiltige Satze aufgestellt werden, wihrend
bei den Integrititsbereichen ohne Endlichkeitsbedingung nur Teilresultate
gewonnen wurden. Jetzt dagegen fiihrt die ,,richtige Definition der A-Opera-
tionen mit Hilfe der m. a. Idealsysteme nicht nur zu einer vollstindigen
Erledigung des allgemeinen Falls, sondern auch gleichzeitig zu einer der Sach-
lage angemessenen Vereinfachung der Beweise, die u. a. zur Folge hat, da8
der Hauptteil der Satze von § 5und § 6 unmittelbar auf beliebige kommutative
Halbgruppen im Sinne von P. Lorexzew 6) iibertragen werden kann.

§1.
Es sei R ein beliebiger Integritatsbereich, P = R [uy, 4y, .. .] sei der
Ring aller Polynome in einer Variablenmenge #;,u,, ... von beliebiger

Michtigkeit mit Koeffizienten aus R. Unter dem Inhalt des B-Polynoms p ()
verstehen wir das aus den Koeffizienten von p (u) abgeleitete §R Tdeal. Dann
gilt nach Deperinp und MerTENS der folgende

Hilfssatz 1. Ist a bzw. b bew. ¢ der Inhalt von p(u) baw. q(u) bzw. r(u)
= p(u) - q(u), so wird fiir hinreichend grofes m stets a™*'-b = a™ -,
" Fl.q =p" - 7).

Aus dem Hilfssatz folgt insbesondere: Die Menge aller Polynome vom
Inhalt R bildet in P ein multeplikativ abgeschlossenes (in Zukunft kurz ,,m. a.“)
System M*, sie enthilt also gleichzeitig mit zwei Polynomen stets auch deren
Produkt. — Es sei nun M irgendein multiplikativ abgeschlossenes Unter-
system von M*, und es bedeute S den durch M erzeugten Quotientenring

von P, also den Ring aller Quotwnten £ ( “) (p(u) c B g(u} cM). Wir

stellen uns die Aufgabe, das Verhalten der Ideale von R beim Ubergang zu =
niher zu untersuchen.

Alle Polynome aus M sind in & Einheiten, und jedes S-Element kann
durch Multiplikation mit einem Polynom aus M in ein B-Element verwandelt
werden. Wir brauchen also bei den Idealen aus & im wesentlichen nur auf
die in ihnen auftretenden Polynome, d.h. auf ihren Durchschnitt mit P
zu achten. Ist g ein beliebiges Ideal aus R, ¢(u) irgendein Polynom aus

m
a- S, so gilt eine Gleichung u(w) - ¢(u) = .Zlai - ps(u) (uw) c M; a;Ca,
==
pi(w) P (@ =1,...,m). Der Inhalt von u(u)-q(z) ist ein Unterideal
7) Ein knapper Beweis von Hilfssatz 1 findet sich bei H. PRUFER, Untersuchungen
iber Teilbarkeitseigenschaften in Korpern. J. f. Math. 168 (1932), 8. 1—36, § 9. — Zu
der Art, wie im folgenden mit dem Hilfssatz gearbeitet wird, vgl. auch: W. KRULL,

Hauptidealzerlegung in Polynomringen. Math. Zeitschr. 41 (1936), 8. 213217,
35%



536 W. Krull.

von a, und aus dem Hilfssatz folgt, daB p(u)-g¢(%) und ¢(w) denselben
Inhalt besitzen miissen. Damit ist gezeigt:

Satz 1. Ist a ein beliebiges Ideal aus R, so enthilt o - S stets alle und nur
die Polynome, deren Inhalt ein Unterideal von a ist. — Anders ausgedriickt:
Es ust stets (a-S)nP=a-P, (a-S)~"R =aqa

Die Ideale aus R lassen sich also umbkehrbar eindeutig ihren Erweiterungs-
idealen auf & zuordnen.

Satz 2. Ist a =a; ~ Gz ~ - - - eine umverkiirzbare Durchschwitls-
darstellung von a in R, so ist a- S = (a3 - S) ~ (ag - S) ~ - - - eine solche von
a-Sm S :

Zum Beweis von Satz 2 braucht man wegen Satz 1 nur zu zeigen, daf
b ={a;-S) ~ (az* S) ~ - - - kein echies Oberideal von a - & sein kann. Ist
aber p(u) irgendein Polynom aus b, so muB der Inhalt von p(v) nach Satz 1
ina; ~ag - -+ = a enthalten sein, es ist also sicher p (%) c a- €. — Unter
dem Inhaolt eines beliebigen Ideals a; aus & wollen wir die Summe der Inhalte
aller zu a, gehérigen P-Polynome verstehen. Dann gilt:

Satz 3. Ist a bzw. b, ein beliebiges Ideal aus R bzw. S und bedeutet b
den Inhalt von b, so ust stets (a- &):b, = (a:b)-G.

Ist zuniichst b, = (p(«)) mit p(u) < P, so ist nach Satz 1 der Inhalt b
von b, gleich dem Inhalt von p(x), und aus dem Hilfssatz und Satz 1 folgt
sofort, daB a-&:(p(w)) alle und nur die Polynome g(x) enthlt, deren
Tnhalt ein Unterideal von a:b ist, es wird also in diesem Falle tatsichlich
a-S:(p(w) =a-S:b, = (a:b) - &. — Es sei jetzt allgemein b, = (pq (),
po(®)s - - ), b sei der Inhalt von p_ (»). Dann wird, wie leicht aus dem
Hilfssatz zu erschlieBen, b = b +-5® 4 ---, und man erhslt nach bekannten
Quotientenformeln: a-S:b; = a- G: (p1(‘llr), Po(), ...) = (a- Sz (p1(w)) »
A (a8 (pp@) ~ - = (@:67)-8) ~ (@i 6) - @) - = ((@:B) O

~ (@)~ )8 = (a: 0P+ 5P +-+) S = (a:5)- & — Aus
Satz 3 folgt insbesondere:

Das Polynom p (%) ist zu dem Erweiterungsideal a - & des Ideals a aus R
dann und nur dann prim, a-S: (p(4)) = a- S, wenn der Inhalt b von p(u)
Zu a prim ist, a: b = a. Aus dieser Bemerkung schlieBt man miihelos weiter:

Satz 4. Ist qin R ein zum Primideal p gehiriges Primirideal, so ist q - S
in S ein zum Primideal p - S gehériges Primiirideal ®).

%) Im Spezialfall der Grundkérpererweiterung eines Polynomringes vgl. zu Satz 4
anch: B. L. VAN DER WAERDEN, Zur algebraischen Geometrie. Berichtigungen und Er-
ganzungen. Math. Annalen 113 (1936), 8. 213—217.
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Die Sitze 1 bis 3 gestatten es, die Ideale a aus R geradezu mit ihren Er-
weiterungsidealen a - G zu identifizieren. Satz 4 besagt dann einfach, daf
beim Ubergang von R zu S Primideale Primideale und Primérideale Primiir-
ideale bleiben. Eine besonders wichtige Anwendung unserer Sitze betrifft
den Fall, daB R = K [2y, 25, ...] ein Polynomring in einer Variablenmenge
21, T3, . . . von beliebiger Michtigkeit iiber einem beliebigen Grundkérper K
ist, wihrend G = A4 - R den Polynomring in z;, s, ... iiber einem rein
transzendenten Oberkdrper A = K (4y, %2, . . .) von K darstellt. (Man wihle
in P = K[z, o, .. .3 %1, Ya, ...} fiir M den Polynomring K [u;, us, . . J!). —
Ist in R jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen dar-
stellbar, eine Voraussetzung, die bekanntlich z. B. bei einem Integritat:bereich
mit Maximalbedingung immer erfiillt ist, so konnen die Sitze 1 bis 4 leicht
erginzt werden durch

Satz 5. Die zugehdrigen Primideale bzw. die isolierten Komponentenideale
vom a - S in & sind stets gleich den Erweiterungsidealen der zugehirigen Prim-
ideale bzw. isolierten Komponentenideale von a in R ®).

Zum Beweise hat man nur zu beachten: Ist a = gq; ~ -+~ q, eine
unverkiirzbare Primirkomponentenzerlegung von a in R, so ist a - S
= (qy-S) ™ - (g, - S) eine solche von a- S in &, und es sind die zu
den Primiridealen g; bzw. g; - S gehérigen Primideale nach Definition gerade
die samtlichen ,,zu a‘“ bzw. ,,zu a- & gehorigen Primideale. — Samtliche
isolierten Komponentenideale von a entstehen dadurch, da8 man im Durch-
sehnitt g; ~ - - - ~ g, geeignete Komponenten g; wegléBt; 188t man im Durch-
schnitt (g @)~ -~ (g, - S) jeweils die entsprechenden Komponenten
q: - © weg, 50 erhilt man gerade die sémtlichen isolierten Komponentenideale
von g - S. — Etwas mithsamer gestaltet sich die Verscharfung der Satze 1
bis 4 bei allgemeinen Integrititsbereichen ohne jede Endlichkeitsbedingung.
Zun#chst erhilt man:

Satz 6. Die minimalen Primoberideale bzw. die isolierten Primirkompo-
nenten von o - S sind gleich den Erwaiterungsidealen der minimalen Prim-
oberideale bzw. isolierten Primdrkomponenten von a?®).

DaB p-S bzw. g S ein minimales Primoberideal bzw. eine isolierte
Primirkomponente von a- & darstellt, falls p bzw. q ein minimales Prim-
oberideal bzw. eine isolierte Primirkomponente von a ist, ergibt sich fast
unmittelbar aus Satz 1 und Satz 4. Es sei nun p, ein beliebiges minimales

%) Zur Definition der zugehdrigen Primideale und isolierten Komponentenideale
in Ringen mit Maximalbedingung bzw. zur Definition der minimalen Primoberideale
und isolierten Primirkomponenten in beliebigen Ringen vgl. z. B.: W. KRULL, Ideal-
theorie. Ergebnisse d. Mathematik u. threr Grenzgebiete, Bd. 4, Heft 3 (1935); Nr. 6
bzw, Nr. 3.
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Primoberideal von a - &, q, sei die zugehérige isolierte Primiirkomponente;
dann ist jedenfalls ¢ = q; ~ R ein zum Primideal p = p, ~ R gehoriges
Primirideal. Ist ferner q () irgendein Polynom aus q, mit dem Inhalt b,
so gibt es nach Defmition der isolierten Primirkomponenten ein nicht zu p,
gehoriges Polynom r (), derart, daB q(x)-7(u) C a - S wird. Der Inhalt ¢ von
r(u) ist nicht in p, und damit auch nicht in p enthalten; andererseits wird
nach Satz 1 und dem Hilfssatz ¢™ -b < a, ¢ - (¢(#)) € a- S fiir hinreichend
grofes m. Daraus folgt: g, bzw. g besteht aus allen und nur den Elementen
von & bzw. R, die durch Multiplikation mit geeigneten, nicht zu p gehérigen
Faktoren aus R in Elemente von a - S verwandelt werden kénnen. Es wird
also jedenfalls g, = q - &. Da ferner q bzw. q, ein zum Primideal p bzw. p,
gehoriges Primérideal ist, wird p, = p - © nach Satz 4. SchlieSlich muf p
ein minimales Primoberideal und g die zugehérige isolierte Priméirkomponente
von q sein, weil andernfalls nicht alle q-Elemente durch Multiplikation mit
zu p primen Faktoren in Elemente von a ubergefihrt werden kénnten.

§2.
Multiplikativ abgeschlossene Systeme von endlichen Idealen,

Beim weiteren Ausbau der in § 1 begonnenen Untersuchungen benutzen
wir die folgenden Definitionen:

Ein System A von endlichen Idealen (E'ementsystem 8) aus dem beliebigen
Integritgtsbereich R soll m. . (multiplikativ abgeschlossen) bzw. f.m.a.
(fast multiplikativ abgeschlossen) heiflen, wenn es .gleichzeitic mit zwei
Idealen e;, e, (Elementen a,, @) stets auch e; - ¢5 (@ - @5) bzw. ein Unter-
ideal von e; - e, (Vielfaches von a, - @,) enthalt. Andrerseits so'l A (S) woll-
stimdig genannt werden, wenn in A (8) gleichzeitig mit e (a) stets auch jedes
endliche Oberideal von e (jeder Teiler von ) auftritt.

Ist a ein beliebiges Ideal aus R und bedeutet 8 bzw. A irgendein m. a.
oder f.m. a. System von Elementen bzw. endlichen Idealen, so verstehen
wir unter dem . K. I, (isolierten Komponentenideal) sm engeren Sinne ag bzw.
unter dem 4. K. I. vm weiteren Sinme a, das Ideal aller der Ringelemente a,
zu denen ein Element ¢ aus S bzw. ein Ideal ¢ aus A so bestimmt werden kann,
daB @ -¢cca bzw. (a) - ¢ S a wird ). Den Ubergang von a zu ay bzw. a,
(fiir beliebiges a bei festem S bzw. A) bezeichnen wir als die durch das System 8
bzw. A definierte S- bzw. A-Operation.

Zwei Systeme 8;, S, bzw. A;, 4, sollen glewkwemg genannt werden,
wenn sie dieselbe S- bzw. /A-Operation definieren, wenn also ag = ag, bzw.
a, = a, wird fir jedes a.

-

1%} Die ,,i. K. I. im engeren Sinne“ des Textes sind nichts anderes als die ,,i. K. 1.
schlechtweg im iiblichen Sinne. Vgl. z. B. KRULL?®), Nr. 6.
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Zu jedem m.a. oder f.m.a. System S bzw. A gibt es ein zugehoriges
(kleinstes umfassendes) vollstindiges System S* bzw. A*, nimlich das System
aller der Elemente bzw. endlichen Ideale, die irgendein Element aus S teilen
bzw, irgendein Ideal aus A enthalten. S* bzw. A* ist stets m. a., auch wenn
8 bzw. A nur f. m. a. war. — Offenbar sind 8 und 8% bzw. 4 und A* stets
gleichwertig. Dariiber hinaus gilt:

Hilfssatz 2. Zwes Systeme S, und Sg baw. Ay und Ay sind dann und nur
dann glewkwe'rtzg, wenn die zugehdrigen vollstimdigen Systeme identisch sind
(8 =85 bow. A = A3), d.h. wenn es zu jedem Element a; aus S; bzw.
zu jedem Ideal ¢; aus Ay in S, ein Vielfaches a; bzw. in A, ein Unterideal e,
gibt, und umgekehrt.

Das ,,dann‘‘ ist bei Hilfssatz 2 so gut wie selbstverstindlich. Aber auch
der Beweis des ,,nur dann® macht keine Schwierigkeit. Angenommen etwa,
es gibe zu dem Tdeal e; aus A; in 4, kein (echtes oder unechtes) Unterideal e,.
Dann ist offenbar (e1);, = R, (e1)s, = R, die Systeme A; und 4 sind also
sicher nicht gleichwertig.

Da, wie soeben gezeigt, jedes f. m. a. System § bzw. 4 mit einem m. a.
System gleichwertig ist, hétten wir uns bei der Definition der 1. K. I. im
engeren und weiteren Sinne ausschlieBlich auf die Betrachtung von m. a. Sy-
stemen beschrinken konnen. Die Zulassung von f. m. a. Systemen dient nur
zur Vereinfachung einiger spiterer Beweise. — Dagegen kann die Einfithrung
der m. a. Idealsysteme /4 11) neben den m. a. Elementsystemen § keinesfalls
umgangen werden. Denn es gibt, wie mithelos durch Beispiele zu belegen,
schon in ganz einfachen Integrititsbereichen m. a. Idealsysteme, zu denen kein
gleichwertiges m. a. Elementsystem (d.h. kein gleichwertiges m. a. Haupt-
1dealsystem) existiert 12).

AuBerdém ist zwar unmittelbar klar, daB jedes i. K I. im engeren Sinne
stets auch ein i. K. I. im weiteren Sinne darstellt; denn man kann ja statt
mit m. a. Elementsystemen ebensogut mit m. a. Hauptidealsystemen arbeiten.
Aber die Richtigkeit der Umkehrung konnte ich bis jetzt nur unter speziellen
Voraussetzungen iiber den zugrunde liegenden Integritétsbereich R beweisen.
(Vgl. die Untersuchungen von §4, insbesondere die SchluBbemerkung)13).

11) Wenn im folgenden von einem m. a. (Ideal-) System A geredet wird, ist stets
ein m. a. System von endlichen Idealen gemeint.

12} Es sei z. B. R ein ganz abgeschlossener Ring mit Maximalbedingung, in dem
mindestens ein nichtminimales Primideal p existiert; A sei das m. a. System aller der
Ideale aus %R, die in keinem einzigen minimalen Ringprimideal enthalten sind. Dann
ist kein einziges Ideal aus 4 Unterideal eines Hauptideals, und es gibt daher nach Hilfs-
satz 2 zu A kein dquivalentes Element- (d. h. Hauptideal-) System S.

13) Das Beispiel von Anm. !2) hat mit unserem Problem nichts zu tun, denn es
handelt sich ja um die Frage: Gibt es zu gegebenem A fiir jedes q ein 4. a. von a abhdngiges
m. a. System S(a) derart, daB 6, = A5(ay wird 7
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Haben nun wieder R und & dieselbe Bedeutung wie in § 1, so erhalten
wir leicht:

Satz 7. Fiir belicbiges a aus R sind die 1. K. 1. im weiteren Sinne von a - &
stets gleich den Erweiterunsgidealen der ©. K. I. m weiteren Sinne von a. — Bet
a- S sind alle 5. K. I. im weiteren Stnne gleichzeitiq auch ©. K. I. wm engeren
Sinne.

Zum Beweis beachte man: Ist b, ein beliebiges i. K. I. im weiteren Sinne
von a- & mit dem erzeugenden m.a. System A, — (b, = (a-&),) —, so
bilden die Inhalte der zu A, gehorigen endlichen Ideale in R jedenfalls ein
f. m. a. System A von endlichen Idealen, und aus Satz 1 und Satz 3 folgt
leicht b, = (a,) - ©. — Ist andrerseits b ein beliebiges i. K. I. im weiteren
Sinne von a, und ist A* ein erzeugendes, vollsténdiges m. a. System von
endlichen Idealen, so bildet, wie miihelos aus Hilfssatz 1 zu entnebmen, die
Menge aller Polynome p (%) mit zu A* gehdrigem Inhalt in & ein m. a. Element-
system §,, und man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeit von der Giiltigkeit
der Gleichung b+ & = (a- S)s. — Satz 7 bedeutet den vorlaufigen Abschlufl

der in §1 begonnenen Untersuchungen.

§ 3.
Verallgemeinerung der Ergebnisse von § 1.

Mit Hilfe des in § 2 eingefithrten Begriffs des m. a. Idealsystems 4 kann
der Geltungsbereich der Sitze 1 bis 7 wesentlich erweitert werden. R und P
sollen die gleiche Bedeutung haben wie bisher, mit Q bezeichnen -wir einen
beliebigen Quotientenring von B, mit S, ein erzeugendes m. a. Elementsystem
von Q iiber P (also ein Elementsystem aus 9 derart, dal Q aus der Menge

aller Quotienten % (» B, ¢ = 8,) besteht). Dann bilden die Inhalte aller

zu 8, gehorigen Polynome in R ein {. m. a. System A’; bedeutet A* das zu A’
gehorige vollstindige m. a. System, so gilt zunichst:

Satz 8. Ist a ein belicbiges Ideal aus R, so enthilt a - Q alle und wur die
Polynome q(u), deren Inhalt ein Unterideal von as 4st. — Insbesondere wird
stets (@ - Q) N R = Q.

Tn der Tat, ein beliebiges Polynom ¢ () aus a - Q besitzt eine Darstellung:

qlu) = v(uy? ‘210'@"?;?(“) () <8 a;ca, pi(w) C B).
Ist b bzw, ¢ bzw. b der Inhalt von » (%) bzw. ¢(«) bzw. » (%) - ¢(«), so ergibt

sich: » S q,b™*1-¢ =b"-b Cd € a; ¢ C a, wegen b ¢ A*. — Ist andrer-
seits ¢ C ., 50 gibt es ein b < A*, fiir das (¢) - b < a wird, und nach Definition
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von A* muB in S, ein Polynom »(«) vorkommen, dessen Inhalt ¢ ein Unter-
ideal von b ist. Man hat dann:
c-vw) =pH) ca-PB, c=r) 1 pk) ca-.

Aus Satz 8 folgt wegen der fiir jedes a aus R giiltigen Gleichung (as);«
= a,.): Das System R, aller Ideale a,. aus R wird durch die Zuordnung
von Erweiterungs- und Verengungsideal umkehrbar eindeutig auf das
System Q,. aller Erweiterungsideale a-Q (a beliebig aus R) abgebildet.
Dariiber hinaus erhilt man leicht:

Satz 9. Fir das System R,. aller Ideale a,. aus R und das System Q
aller Erweiterungsideale o - Q gelien genau dieselben Siize 2 bis 7, wie sie oben
fiir das System aller R-Ideale und das System aller Erwesterungsideale a + ©
abgeleitet wurden. '

Der Beweis von Satz 3 erfordert so geringe Abéinderungen der fritheren
Beweise, daf wir uns mit einigen Andeutungen begniigen diirfen. Man be-
achte: a) Es ist stets ag ~ by = (@ ~ B)g. (Wichtig fiir die Ubertragung
von Satz 2). — b) Ist a = a ., und bedeutet b ein beliebiges Ideal, N ein be-
liebiges m. a. System von endlichen Idealen aus %, so ist stets (a: D)+ = a:h,
(ag)ss = (ap)y = ay. (Wichtig fiic die Ubertragung der Satze 3 und 7.) %) —
¢) Fiir das Primarideal q aus R wird dann und nur dann g = g, wenn das
zu q gehorige Primideal p kein Ideal aus A* enthlt. Ist a = a, so wird
auch g = q fiir jede isolierte Primirkomponente g von a. (Fiir die Uber-
tragung von Satz 4 und Satz 5.)

Bis jetzt waren wir vom Ringe Q ausgegangen und hatten mit seiner
Hilfe das Idealsystem A* definiert. Man kann aber auch umgekehrt ein ganz
beliehiges vollstindiges m. a. System A* von endlichen Idealen in R aus-
zeichnen und zu A* das vollstindige m. a. Elementsystem S aller Polynome
»(u) mit zu A* gehorigem Inhalt, sowie den durch S erzeugten Quotienten-
ring Q* von P bilden. Dann gelten jedenfalls fiir A* und Q = QF die Sdtze 8
und 9. — Diese Bemerkung scheint aus dem folgenden Grunde nicht unwichtig:

Ist 8* ein vollstindiges m. a. Elementsystem aus R, und verstehen wir

unter Ry den Ring aller Quotienten % (@ = R, s = 8*), so entsprechen die

simtlichen Tdeale aus R umkehrbar eindeutig den Idealen ag. aus R, und
man kann, statt zu jedem Ideal a aus R das i. K. I. a5 zu bilden, ebensogut
von R zum Quotientenring Rg. iibergehen.

Finem beliebigen vollstindigen m. a. Idealsystem A* dagegen 158t sich
i. a. nicht in gleicher Weise ein aus Quotienten von R-Elementen gebildeter

14y Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl 4 nur endliche Ideale enthalt,
leicht zu verifizieren. Vgl. § 5, Beweis von Satz 14, Abschnitt b).
15) Einfache Verifikationen. Vgl. § 6, Beweis von Satz 16, Abschnitt b).
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Ring $R,. zuordnen. Hier liefert nun auf Grund von Satz 8 und Satz 9 der
Polynomquotientenring Q* einen gewissen Ersatz fiir den fehlenden Ring R,..
— Man konnte mit einigem Recht sagen, es handle sich bei der Konstruktion
von OF um die Bildung eines zum A*-Idealsystem gehorigen ,,Funkiional-
rongs” im Sinne von Kroxecker. Doch werden wir diese Ausdrucksweise
lieber vermeiden, da sie sich nicht genau mit der Terminologie der fritheren
Beitrige deckt. Die Bedeutung der m. a. Idealsysteme fiir die Theorie der
Kroxeckerschen Funktionalringe im Sinne von Beitrag I wird in § 6 genauner
untersucht werden.

§ 4.
Eine Zwischenuntersuchung,

Das Ideal ¢ moge zu a idealprim genannt werden, wenn a:¢ = qa ist.
Dagegen soll, wie iiblich, ¢ nur dann 2% a prim heilen, wenn ¢ ein zu g primes
Element enthalt, wenn also a: (¢) = a wird fiir geeignetes ¢  ¢. Bei der Ent-
wicklung der Idealtheorie beliebiger Integritétsbereiche ist es héufig lastig,
da8 die Begriffe ,,idealprim® und ,,prim‘ schlechtweg verschiedenen Umfang
besitzen; bei den Ringen mit Maximalbedingung dagegen, in denen alle Ideale
endlich sind, tritt eine solche Schwierigkeit nicht auf, und diese Beobachtung
fithrt auf den Gedanken, ob nicht méglicherweise in jedem Integritétsbereich R
fiir jedes endliche Ideal e aus a: e = a die Existenz einesccemit a: (¢) = a
folgt. DaB diese Vermutung mit gewissen ﬁbe}-legungen aus § 2 eng zusammen-

hingt, zeigt

éatz 10. Ist o0 R fuir beliebiges o jedes zu a idealprime endliche Ideal stets
auch zu o prim, so sind in R alle +. K. I. im weiteren Sinne auch 1. K. I. im
engeren Stnne.

In der Tat, es sei in R irgendein Ideal a und irgendein m. a. System A
gegeben, und es bedeute S das m. a. System aller zu a, primen Elemente.
Dann ist jedenfalls ag & a,, denn wir haben (a,); = a, und aus a¢-sc a
folgt a-s — a;, @ < a,. Andrerseits ist aber auch ag= a,. Ist nimlich
a C ay, gilt also eine Beziehung (a) -¢ S a(e = 4), so ist a,: e = a, wegen
(a,)s = a,; es enthilt also e nach Voratssetzung ein zu a, primes Element
s < 8, fiir das selbstverstéindlich ¢-s < a sein muB, d.h. es ist ¢ c ag. —
Mit Riicksicht auf Satz 10 sollen jetzt iiber die Ringe mit Maximalbedingung
hinaus weitere Ringklassen aufgesucht werden, in denen bei endlichen Idealen
die Begriffe ,,idealprim‘ und ,,prim® inhaltlich gleichwertig sind. Als Aus-
gangspunkt fiir unsere Betrachtungen wihlen wir das folgende

Lemma. Es sei a ewn beliebiges Ideal, das kein Ideal ¢ (kein Element a)
aus dem m. a. System A (S enthilt. Dann gibt es siets mindestens ewn ,,mazi-
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males Primoberideal” p von « ,hinsichtlich A (S)*, das seinerseits gleichfalls
Tein e aus A (@ aus S) enthiilt, wikrend in jedem echten Oberideal von p mindestens
ein 2u A gehoriges Unterideal (zu S gehoriges Element) auftritt.

Der Beweis des Lemmas kann im Falle eines Idealsystems /4 genau so

gefilhrt werden wie im wohlbekannten Falle eines Elementsystems 8 5).
Wesentlich fiir die entscheidende transfinite Konstruktion ist die folgende

Bemerkung: Ist ¢, Cag - C @, ©- - eine wohlgeordnete Oberideal-
kette, bei der kein einziges Glied das endliche Tdeal ¢ enthilt, so enthalt auch
die Summe aller a, das Ideal e nicht1%). — Wir definieren. jetzt:

Unter einem element-maximalen bzw. ideal-maximalen Primoberideal von a
soll ein maximales Primoberideal von a hinsichtlich des Systems S (a) bzw.

A () aller zu a primen Elemente bzw. aller zu a idealprimen endlichen Ideale
verstanden werden 7). — Aus dem Lemma folgt sofort:

Jedes Ideal ¢, das kein zu a primes Element bzw. kein zu q idealprimes
endliches Ideal enthilt, ist seinerseits in mindestens einem element-maximalen
bzw. ideal-maximalen Primoberideal von a enthalten. — Weiter ergibt sich
leicht:

Hilfssatz 3. a) Zwei verschiedene element-mazimale (ideal-maximale)
Primoberideale von o sind stets gegenseitig prim. b) Jedes ideal-mazimale
Primoberideal von a ist (echtes oder umechtes) Unierideal mindestens eines
clement-mazimalen Primoberideals. ¢) Jedes Element eines element-mazimalen
Primoberideals von a liegt in mindestens einem ideal-mazimalen Primoberideal.
d) Ist jedes element-maximale Primoberideal von a gletchzeitig ideal-mazimal,
so ist auch umgekehrt jedes ideal-mazimale Primoberideal gleichzeitig element-
maximal 18).

In der Tat, a) ist trivial. Bei b) bzw. ¢) beachte man, dal en ideal-
maximales Primoberideal von a kein zu a primes Hauptideal, d. h. kein zu a
primes Element enthilt, bzw. daf jedes Element aus einem element-maximalen
Primoberideal von g die Basis eines zu a nichtprimen Hauptideals darstellt.
Behauptung d) ist eine einfache Folgerung aus den Behauptungen a) und b). —

16) Daf das Lemma nicht dadurch verallgemeinert werden kann, daBl man an Stelle
eines m. a. Systems /A von endlichen Idealet ein beliebiges m. a. Idealsystem M setzt,
zeigt folgendes Beispiel: Es sei p ein (sicher nicht endliches) Primideal, das der Gleichung
p? = p geniigt, q sei ein echtes zu p gehdriges Primarideal. Dann bildet p fiir sich allein
ein m. a.-System M, vnd es gibt kein maximales Primoberideal von q’hinsichﬂieh M.

17} Die element-maximalen Primoberideale von a sind identisch mit den maximalen
nichtprimen Oberidealen von a im Sinne von KrorL?) Nr. 7, S. 16. Die ideal-maximalen
Primoberideale wurden m. W. bisher noch nirgends eingefiihrt.

18) Der umgekehrte Satz, daf jedes element-maximale Primoberideal von a gleich-
zeitig ideal-maximal sein muB, falls jedes ideal-maximale Primoberideal gleichzeitig
element-maximal ist. scheint mir zum mindesten nicht selbstversténdlich.
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Die Bedeutung der maximalen Primoberideale von a fiir die Ausgangsfrage-
stellung von § 4 zeigt

Satz 11. Dann und nur dann, wenn in R fir jedes a alle element-mazimalen
Primoberideale gleichzeitiq ideal-mazimal sind, enthilt jedes zu einem beliebigen
Ideal a idealprime endliche Ideal e stets ein zu a primes Element.

Ist némlich eierseits a:e = a, ohne daf ¢ ein zu q primes Element
enthilt, so liegt ¢ in mindestens einem element-maximalen Primoberideal
von a, das eben wegen e C p nicht auch gleichzeitig ideal-maximal sein kann.
Ist andrerseits das Primoberideal p von q element-, aber nicht ideal-maximal,
so enthélt p ein zu a idealprimes endliches Ideal e, das als Unterideal von p
ausschlieflich aus zu a nichtprimen Elementen besteht. — Mit Hilfe des
Lemmas und des Satzes 11 beweisen wir jetzt:

Satz 12. Im Ringe R ist jedes zu einem beliebigen Ideal o idealprime
endliche Ideal e gleichzeitig zu a prim, a) wenn es in R keine unendliche Folge
P1> P2s . . . V01 gegenseitsg primen Primidealen gibt, und b) wenn R einartig
1st, wenn also in R kein Primideal ein (von R selbst verschiedenes) echtes Ober-

_deal besitzt.

In derTat, unter der Voraussetzung a) besitzt ein beliebiges Ideal a aus R
nach Hilfssatz 3a) sicher nur endlich .viele ideal-maximale Primoberideale
P1>---> Po. Ist nun p irgendein element-maximales Primoberideal von a,
so muB p in einem der Ideale p,, etwa in p;, enthalten sein, weil es andern-
falls nach einem bekannten Schlusse im Widerspruch zu Hilfssatz 3 ¢) in p
mindestens ein Element p geben miiBte, das in keinem der endlich vielen Prim-
ideale p, vorkédme. Ausp C p; folgt aber nach Hilfssatz 3 a), b) sofort p = p;.
D.h. es ist in R bei jedem Ideal a jedes element-maximale Primoberideal
gleichzeitig ideal-maximal, man kann also Satz 11 anwenden.

Esseiandrerseits R einartig, a seiein beliebiges Ideal aus R, e ein endliches
Ideal, das ausschlieBlich aus zu a nichtprimen Elementen besteht; dann ist e
nach dem Lemma in mindestens einem element-maximalen Primoberideal p
von a enthalten. Wegen der Einartigkeit von R ist p ein minimales Prim-
oberideal von g, und wegen der Endlichkeit von ¢ mu8 fiir hinreichend groBes ¢
das endliche Ideal ¢ = (cq, ..., ¢,) i in der zu p gehérigen isolierten Primér-
komponente q von a enthalten sein. Nach einer Grundeigenschaft der isolierten
Primérkomponenten 9) gibt es dann zu jedem ¢; ein nicht in p liegendes 7,
derart, daB ¢;r; c a wird, und fiir r = r-...- 7, haben wir r ¢ p, 7 & @,
(#) - e® € a. Esistalso a:e? =% aund damit auch a:e == g, d.h.: Das endliche
Ideal e ist sicher micht zu a idealprim, wenn es kein zu o primes Element
enthalt.

Satz 12a) scheint mir vor allem deshalb bemerkenswert, weil in keinem
Ringe, der sich als Durchschnitt von endlich vielen Bewertungsringen be-
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liebigen Typs darstellen 1aflt, eine unendliche Folge p;, ps, ... von gegen-
seitig primen Primidealen existiert). Im iibrigen sieht man sofort, da8
das Ergebnis von Satz 12 a) folgendermaBen verallgemeinert werden kann:

Besitzt in einem beliebigen Ringe R ein beliebiges Ideal a nur endlich
viele ideal-maximale Primoberideale py, . . ., p,, so stellen die p, gleichzeitig
die simtlichen element-maximalen Primoberideale von a dar, und es enthalt
jedes zu a idealprime endliche Ideal e ein zu a primes Element.

Unsere Resultate zeigen, dafl es ziemlich schwierig sein diirfte, ein Ideal a
zu finden, zu dem ein endliches Ideal ¢ existiert, das der Gleichung a:e = a
geniigt, ohne zu a prim zu sein; andrerseits aber reichen sie m. E. doch nicht
aus, um die Wahrscheinlichkeit der Vermutung, daf8 die Begriffe ,,idealprim*
und ,,pri_u{“ bei endlichen Idealen in allen Ringen inhaltlich identisch. sind,
wesentlich zu erhdhen. Auch die Frage, ob etwa dmmer jedes i. K.I. im
weiteren Sinne stets auch ein i. K. I. im engeren Sinne darstellt, mufl daher
wrotz Satz 10 vollig offen bleiben.

§5.
A-Operationen als ‘-Operationen.

In § 5 soll gezeigt werden, daf mit Hilfe des Begriffes des m. a. Systems A4
die in Beitrag I, § 10 gewonnenen Krgebnisse unter starker Vereinfachung
der Beweise betrachtlich verallgemeinert werden konnen 20), Wie in Beitrag 1
definieren wir:

Ist jedem ganzen oder nichtganzen Idea]l a des Integrititsbereichs R
eindeutig ein Oberideal a’ zugeordnet, so soll von einer ‘-Operation gesprochen
werden, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) =R (2 d2a; ansa2bfolgt o' 2¥. (3) (a) =a.

(4) (@ +0)Y =(a+b). () (@)= (ab). (6 (@ ~b)=0a~b.
(M (@) =(a); (@ -a) =(o)-0.

Die Formeln (1) bis (7), die einschlieflich der Anordnung unverindert aus

Beitrag 1 iibernommen wurden, stellen keine untereinander unabhirgigen

Bedingungen dar. Vielmehr gilt:

Formel (2) ergibt sich als Spezialfall aus Formel (4), wenn man a = b selzt.
Formel (6) ist eine einfache Folgerumg aus den Formeln (2) und (3).

19) Der Beweis dieser Behauptung kann z. B. leicht mit Hilfe des ,,Hauptsatzes"
von KRrULL®) Nr. 41, S.115 erbracht werden. -

20} Auf die Einzelheiten der Untersuchungen von Beitrag I wird nicht zuriick-
gegriffen, auch werden die wichtigsten Definitionen kurz wiederholt. Vorausgesetzt -
wird nur eine gewisse grundsitzliche Vertrautheit mit den Gedankengangen von
Beitrag 1.
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In der Tat, die erste Behauptung ist wegen a4+ a=a, ¢ 4o =4
trivial. Ist andrerseits a — (' ~ b)Y, so ist nach (3) erst recht & < (a’) » (b)
und nach (2) wird (a'Y ~ (b)Y = o’ ~b'. — Man hat also fir eine -Operation
nur die Giltigkeit der Formeln (1), (3), (4), (5), (7) 2u beweisen. Dabei sind in
den von uns betrachteten Fillen (1) und (3) so gut wie selbstversténdlich,
(7) macht keine nennenswerten Schwierigkeiten, und die Beweise von (4)
und (5) laufen streng parallel. So konzentriert sich im folgenden das Haupt-
interesse auf Formel (4), wobei wegen (3) natiirlich nur gezeigt werden mubB,
daB (¢’ + b)Y < (a + by ist2). — Wichtiger noch als diese Bemerkungen
ist fiir uns

Satz 13. Istim Bereich aller ganzen Ideale von R eine den Bedingungen (1)
bis (7) gendigende '-Operation erklirt, so kann diese Operation stets in einer und
nur einer Weise unter Erhaliung der Allgemeingiiltighest der Formeln (1) bis (7)
auf die wichiganzen Ideale von R ausgedehnt werden, und 2war hat man durchweg

o =g (@
o setzen, falls das Ideal a in der Form ¢ = g - (a—1) mat ganzem g und ganzem o
dargestellt werden kann .

Zum Beweis hat man nur zu zeigen, daf die in Satz 13 angegebene De-
finition der ’-Operation fiir nichtganze Ideale eindeutig ist; die Verifikation
der Allgemeingiiltigkeit der Formeln (1) bis (7) ist dann trivial. Es sei nun
a = g1 (a7") = g2 (a3"). Dann ist (as) - g1 = (@1) - g2 = b ganz und damit
nach der voraussetzungsgemaB fiir ganze Ideale geltenden Formel (7): (az) - g;
= (ay) - gy, (87") -8, = (a3') - ;. — Angesichts von Satz 13 diirfen und

" wollen wir uns im folgenden, ebenso wie in § 1 bis 4, ausschlieBlich auf ganze
Ideale beschrinken.

Satz 14. Ist in R ein festes m. a. Idealsystem A gegeben, und ordnen wir
jedem Ideal a aus R das Oberideal o' = a, zu, so entsteht auf diese Weise dann
(und selbstverstindlich auch nur dann) eme '-Operation, wenn fiir ein beliebiges
Hauptideal (a) aus R stets (a) = (a) wird.

Zum Beweis beachte man: a) Die Giiltigkeit der Formeln (1) und (3)
ist selbstverstindlich. — b) Es sei ¢ < (a; + b,),. Dann gibt es in A ein ¢/,
fiir das (@) - ¢’ € a, + b, wird, und wegen der Endlichkeit von ¢’ gilt sogar
eine Beziehung (@) - ¢’ < ¢y -+ ¢y, wobei ¢; bzw. ¢; ein geeignetes endliches
Unterideal von a; bzw. b, bedeutet. Weiter existieren in A zwei Ideale ¢,
und e, derart, daf e; - e; S a, e5 - eg & b wird. Setzt mannune =e¢’ - e; - ey,

2y Hier zeigh sich ein wichtiger Unterschied gegeniiber LOREXZEN€). Denn dort
wird von einer ‘-Operation weder die Giltigkeit der Formel (3) noch der Formel (4)
noch auch nur der Formel (2) gefordert. (DaB bei LORENZEN von Idealsystemen statt
von’-Operationen die Redeist, bedeutet nur einen unwesentlichen formalen Unterschied.}
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50 gehort ¢ zu 4 und es ist (@) -e S a+b. D. h. aber, es ist (a, +5,),
C (a +b); — Formel (4)! Der Beweis von Formel (5) wird nach genau dem
gleichen Schema erbracht. — c¢) Die Giiltigkeit der ersten Formel (7) wurde
ausdriicklich vorausgesetzt, man hat also nur noch die zweite Formel (7) zu
beweisen. Zunichst ist jedenfalls (a) - a, € ((a) - a),. Ist andrerseits
b c ((a) - a)4, so gibt es in A ein ¢ derart, daB (b) - ¢ < () - a wird, und daraus
folgt wegen (a), = (@) sofort b =a-¢, c ca,, b c{(a)a,
Aus Satz 14 ergibt sich insbesondere:

Satz 15. Ist R ewne endliche diskrete Hauptordnung, so stellt die A-Ideal-
bildung dann und nur dann eine -Operation dar, wenn A kein Unterideal eines
manmimalen Ringprimideals enthilt.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Grundeigenschaften der
endlichen diskreten Hauptordnungen 22). — Das Hauptresultat von Beitrag I.
§10, wo ,,A-Operationen* in ganz abgeschlossenen Ringen mit Maximal-
bedingung betrachtet wurden, 18t sich leicht als Spezialfall von Satz 15
auffassen. Man hat dabei nur zu beachten, dafl jeder ganz abgeschlossene
Integritatsbereich mit Maximalbedingung eine spezielle endliche diskrete
Hauptordnung ist, und sich zu iiberzeugen, da8 jede ,,4-Operation® im Sinne
von Beitrag I, § 10 auch eine /-Operation im Sinne des Textes ist. — Die
Richtigkeit dieser letzteren Tatsache aber ergibt sich unmittelbar aus der
folgenden Bemerkung:

Es sei R ein beliebiger Ring mit Maximalbedingung, A sei eine Menge
von Primidealen aus R, zu der gleichzeitig mit p stets auch jedes echte
Primoberideal von p gehért. Dann bildet die Menge aller der Ideale, die in
keinem nicht in A vorkommenden Primideal enthalten sind, ein (voll-
standiges) m. a. System /4, und man erhilt bei beliebig vorgegebenem a das
Ides! a, einfach dadurch, daB man in einer Primirkomponentenzerlegung
a=gq; - ~aq, alle dis Primsrideale q; weglidt, deren zugehorige Prim-
ideale in A vorkommer.

Die zu Beginn des Paragraphen angekiindigte Einordnung der Ergebnis-e
von BeitragI, §10 in unsere allgemeinen Untersuchungen ist also tatséchlich
ohne nennenswerte Schwierigkeit durchfithrbar.

§ 6.
w 4~-Operationen.

Auch bei den folgenden Untersuchungen kniipfen wir an Beitrag I an.
Es sollen die Ergebnisse des damaligen §11 in geeigneter Fassung auf beliebige
Integritiitsbereiche ausgedehnt werden. Im Anschluf8 an P. Lorexzex §) be-

22) Zur Theorie der endlichen diskreten Hauptordnungen vgl. z. B. KRULL®) Nr. 37.
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zeichnen wir eine '-Operation als endlichartig, wenn bei jedem Ideal a aus-
nahmslos o’ gleich der Summealler ¢’ (¢ < a)ist. Eine durch ein m. a. System 4
definierte '-Operation ist offenbar stets endlichartig. Unser nichstes Ziel ist
der Beweis von

*Satz 16. Es ses vm Ringe R eine feste endlichariige '-Operaiion gegeben,
die etwa durch dem Buchstaben w charakterisiert werden moge23), ¢ = a,.
Ist damm A irgendein m. a. Idealsystem aus R, das der Gleichung (a), = (a)
fiir jedes a gemiigt, so stellt auch die Bildung von 0y, = (a,), in R eine endlich-
artige "-Operation dar.

Beim Beweis von Satz 16 stiitzen wir uns vor allem auf den folgenden,
bereits in Beitrag I gelegentlich benutzten

Hilfssatz 4. Bei jeder "-Operation ist fiir beliebiges a und endliches e
stets (a':e) =a':e.

In der Tat, ist etwa ¢ = (eg, . . ., &,), und lassen wir fiir den Augenblick
auch nichtganze Ideale zur Betrachtung zu, so haben wir:

Cie=(0 gY@ GYn @GR,
und aus den Grundformeln der ‘-Operationen ergibt sich sofort:
(@ - gy =d- - R =%
@) = (@) ~ (@ -G~ (@Y ARy
=@ -g)~({@-Gg)~--n@-g)y~R=aqa:e.

Wir wenden uns jetzt zum Beweise von Satz 16 selbst.

a) Da R, =R wird, und daf aus a2 b stets a, ;= by, folgt,
(Formel (1) bzw. (3)), ist trivial. Ferner ergibt sich sofort:

((I : (a»wA = «a ) (a‘)w)A = (a'w . (a))A = (aw)A : (a) = awA : (a‘), — Formel (7),
b) Von den Formeln (4) und (5) braucht wegen der Gleichartigkeit
der notigen Uberlegungen nur die eine, etwa die Beziehung (aw‘ + bu)w,
S (a+ by, bewiesen zu werden. — Zuniichst hat man jedenfalls: (a + b),,
= ((Q + b)w)A = ((aw + bw)w)A = {tw + bw)wA- Ist ferner (a“’A + by 4 )w
C (ay + Bu)u,» 50 ist auch
(“% + bwﬂ)w‘i = «awA + bwA)w)A < ((aw + bw)wA)A = {ay, + bw)wA-
Man braucht also nur (a, .+ B A)wg_ (G +Bw)w , beweisen. Sei etwa
¢ C (G, + bu,),- Dann ist wegen der Endlichartigkeit der w-Operation
) Der Buchstabe » wird zunichst nur benutzt, um mit der Bezeichnungsweise
von Beitrag I in Ubereinstimmung zu bleiben. Da8 die zugrunde gelegte /-Operation

eine Wertidealoperation ist, wird [implizite, vgl. Anm. %)] erst von Satz 17 ab voraus-
gesetzt.
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jedenfalls ¢ c e, fiir ein geeignetes endliches Unterideal ¢ von' a, ;T Du,-
Zu ¢ aber gibt es in dem m. a. System A ein e, derart, daB e-e C a, + by
wird. Wir haben somit: ¢ € ((aw +bw) : €)w < ((Aw +Dw)w: ) = (Gw+Dbu)y: e
< ((aw + bw)w)A = (ay -+ bw)wA- Fel'tlg’

¢) Nach a) und b) ist die w,-Operation eine '-Operation, weil fiir sie die
Formeln (1) bis (7) von § 5 gelten. Die w,-Operation ist aber auch endlich-
artig. Ist nimlich ¢ C a,, = (aw),, 50 gibt es wegen der Endlichartigkeit
der A-Operation jedenfalls ein ¢ = (e, ..., ) C a,, derart, da bereits
¢ C ¢,, und zu jedem e, existiert wegen der Endhchartlgkelt der w—(}peratmn
ein ¢; C a fiir das e; C (7;),. Setzen wir nun e* = e; + - - - + ¢,, so wird
offenbar ¢* C a, ¢ < (e%)u,-

Im Falle eines ganz abgeschlossenen Integrititsbereiches R bezeichneten
wir in Beitrag I eine "-Operation als ,,arithmetisch brauchbar, wenn fiir be-
liebiges endliches ¢ aus e -a < (e -b)’ stets a S’ folgt 24). Wir beweisen
nun unter Benutzung der in Satz 16 eingefiihrten Bezeichnungen:

Satz 17. Ist bei gamz abgeschlossenem R die w-Operation arithmetisch
brauchbar, so ist es auch die w -Operation.

In der Tat, ist €-a S (¢ - D)y, s0 ist erst recht e - (a) < (e - b)w, fiir
jedes ¢ — a, und damit ¢ - (@) - e S (e - b),, fiir geeignetes ¢ aus 4. Wegen
der arithmetischen Brauchbarkeit der w-Operation folgt daraus weiter:
(@)-¢e ©b,, a cbwA

Von jetzt ab setzen wir durchweg voraus, dal R ganz abgeschlossen und
die w- Operation arithmetisch brauchbar ist. Bedeutet & den Quotienten-

kdrper von R, K=K (%) einen einfach transzendenten Oberkorper von R,
s0 entspricht sowohl der - als auch der w S -Operation in R ein bestimmter
,, KroxeckERscher Funktionalring 9]% bzw. m, " dabei besteht S)Jt bzw. EUt,,,A
ay+a,u+t - +a,u"

o+ biu A4 e +bm~u’"’
(@) @1s -+ - @) S (Bos b1y« v s b D2W. (G0, @1, - - -5 @n) S (o> bys - - s b”‘)“’A
ist, und es wird a 'SIR,,, AR = ay @ -ﬁt,,,A AR = Qu, fiir jedes R-1deal a 29),

bei denen

aus allen und nur den Polynomquotienten

26y In der Ausdrucksweise von LORENZEX %) wire R als '-abgeschlossen zu be-
zeichnen. i

%) Daffi auch fir die nichtendlichen Ideale von R stets a, = a- WM, ~ &
[ g = 6 i A Q) sein muB, folgt aus der Endlichartigkeit der w- (w ,-)Operation.
— Aus der Allgemeingiiltigkeit der Formel a,, = a - M, ~ K ergibt sich leicht, daf
jede arithmetisch brauchbare, endlichartige w-Operation eine Wertidealoperation sein mup.
Sind némlich B,, B, ..., B,,... die samtlichen Bewertungsoberringe von I, im
zugehérigen Quotientenkdrper % und setzt man durchweg B, = B, N K, so wird all-
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Satz 18. M, , Ut gerade derjenige Quotientenring von ﬁtw, der durch das
f.m. a. System aller Polynome p(u) = ey +e1% + -+ + e, u™ mit 2w A
gehorigem Inhalt erzeugt wird.

Zum Beweis hat man nur zu beachten: a) Wegen q,, , = Gy ist jedenfalls
EBE o} &m — b) Ist (ep; €1, .., €,) einIdeal aus A, soist (e, e, . . ., em)A =R

1 L. =~
c nach Definition von . — ¢) Ist
30"1‘31“'3‘""*‘9,,"“”1 SIRWA wzwA ) S
ay+aut - ta,w" ~ .
Tt und sowit (@g, @y, . . . @) S (Bgs b1s v v s D). s
bt biut b0 Mo, (@0 @y ) E (bo> by Yo,
so gibt es in A ein Ideal (¢, €1, ..., ¢,), derart, daB (a9, a1, ... a,) - (€0, €15 ..., €,)
G+ ayut---+a,u"
by+byu+ '--—!—b
+ - +e,u") M, und es gehdrt somit wegen ey + e + -+ +ew < 8,
. ay+a -+ fa u®
sicher o -
by+byud-+b, u™
von M.

und damit

< (b, bys - .., by)w wird. D.h. aber, es ist —-(eo +e1% +

zn dem durch S, erzeugten Quotientenring

Satz 18 1aBt sich in gewissem Sinne umkehren:

Satz 19. FEs sei S, eim beliebiges m. a. System won Polynomen
p) = e +eu+ - e u aus M,, A* sei das vollstimdige m. a.
System aller der endlichen Ideale aus R, die den Inhali mindestens eines zu
S, gekomgen Polynoms entizalten, RN bedeute den durch S, erzeugten Quotienten-

7ing von M- Geniigt dann N der Gleichung NAKR =R, s0 defindert A% in R
eine arithmetisch bravchbare ‘wA*‘Opemtwn, deren zugeordneter KRONECKER-

scher Funktionalring RN — Sﬁw
a) Um zu beweisen, daf zu A* in R eine arithmetisch brauchbare
w .-Operation gehdrt, braucht man nach Satz 16 und 17 nur zu zeigen, da8

durchweg (a),« = (@) ist. Seinun ¢ c (@),., also (¢) - ¢ < a fiir geeignetes e
aus A*; dann gibt es in S, ein Polynom p(u), dessen Inhalt in ¢ enthalten ist,

so dafl % - p(u) = ¢ (u) lauter zu R gehorige Koeffizienten besitzt und somit

gemein q, = a- Wy "R = A(a- B,). Denn aus den Grundeigenschaften der Be-
T

wertungsringe folgt sofort q- ﬁ, ~ K = a* B, und nach Beitrag I, S.555, wird

a = A @-B, fir jedes Ideal @ aus 9. Man hab also: a, = a-Jt, ~ &

={A{a M, as,»mﬁ_m @B)) "R = 4 ‘B, N K) = 4(a-B).

[Bewels zwar fir die Textuntersuchungen unwesenthch aber kurz rekapltnhert da
der erst in LORENZEN®) (8. 5471.) bewiesene Satz in Beitrag I noch fehlte.]
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sicher in 9%, vorkommt. Daraus folgt aber sofort: — = L3/ ) - R & =R,

u

¢ C (a). Die Bedingung (a),. = (a) ist also erfullt =
b) Nach Satz 18 ist Jedenfallsﬁm 2 9¢; es muB aber auch Nt DM, -
sein. Ist nam'ich ¢(u) irgendein u—Ponnom mit zu A* gehorigem Inhalt e,
so gibt es in S,, ein Polynom p (), dessen Inhalt ein Unterideal von e darstelit,

und aus der Definition von 90, folgt sofort, daf p(w) in 9, durch q (u) teilbar
ist. — Satz 18 und Satz 19 lassen sich zusammenfassen zu

Satz 20. Die simtlichen w -Operationen, die aus einer festen, arithmetisch
brauchbaren, endlichartigen w-Operation abgeleitet werden konnen, entsprechen
umkehrbar eindeutig denjenigen Quotientenringen von Mm 1> die durch m. a. Systeme
von u-Polynomen erzeugt werden kinnen und mit K den genauen Durchschnitt R
haben.

Satz 16 bis 20 stellen zusammengenominen eine wichtige und in gewissem
Sinne abschlieBende Verallgemeinerung der Ergebnisse von Beitrag I, §11
dar, wo mit der damaligen, weniger giinstigen Definition der A-Operationen
nur der Fall der ganz abgeschlossenen Integrititsbereiche mit Maximal-
bedingung erledigt werden konnte. Auch die Sitze von Beitrag I, § 12 lassen
sich unter Satz 16 bis 20 unterordnen. Man hat nur als w-Operation speziell
die — nach LorexzEN stets endlichartige 26) — b-Operation zu wihlen und
sich zu iiberzeugen, dag jede b,-Operation im Sinne von Beitrag I nicht nur
mit Hilfe einer geeigneten Primidealmenge, sondern auch mit Hilfe eines
geeigneten m. a. Systems A4 aus R definiert werden kann. Im iibrigen er-
scheinen die Ergebnisse von Beitrag I, §12 von dem nunmehr erreichten
Standpunkt aus insofern als unvollkommen, als damals die b,-Operationen nur

auf dem Umweg iiber den Funktionalring iﬁtb eingefithrt werden konnten,
wihrend wir jetzt imstande sind, jede beliebige w -Operation unmittelbar

in R zu definieren. Auch die Bestimmung aller der Oberringe von M,, die
Funktionalringe von w,-Operationen sind, bedeutet selbst im Spezialfall

M, = M, einen wesentlichen Fortschritt iiber Beitrag I hinaus.

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, daf die Sitze 13und 14 von § 5
sowie Hilfssatz 4 und die Sitze 16 und 17 von § 6 einschliefilich ihrer Beweise
wortlich auch dann noch gelten, wenn man als Ausgangsidealsystem nicht
wie bisher die iiblichen ,,DepExinpschen® Ideale, sondern die ,,s-Ideale
im Sinne von P. LoreNzex 6) wihlt. Man hat dann nur bei der Idealdefinition
die Forderung, daf ein Ideal gleichzeitig mit « und f§ stets auch « + f§ ent-
halten soll, wegzulassen und die Summe a + b bzw. das Produkt a - b gleich

26) Da namlich die endlichartige PRUFERsche a-Operation nach LORENZEN eine
w-Operation ist [vgl. Anm. )], muB sie notwendig mit der b-Operation identisch sein.
36*
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der Vereinigungsmenge von a und b bzw. gleich der Menge aller Produkte
a-f (x < a, B < b) zu setzen %), Im iibrigen braucht auch an den zugrunde
gelegten Definitionen gar nichts geindert zu werden. Der Fall der DEpERIND-
schen Ideale ordnet sich in den erweiterten Rahmen von selbst ein, da, wie
unmittelbar zu sehen, der Ubergang von den s- zu den DEpexinpschen
Idealen eine ‘-Operation im Sinne von §5 darstellt.

Das Hauptergebnis des verallgemeinerten Ansatzes ist die Feststellung,
daf die Sitze 13, 14, 16, 17 sowie Hilfssatz 4 nicht nur fir Integrititsbereiche,
sondern dariber hinaus auch fir beliebige (kommutative, multiplikativ ge-
schriebene) Halbgruppen gelten.

Denn die Einfithrung der s-Ideale ist in jeder Halbgruppe méglich, und
es wird bei den einschligigen Sitzen einschlieflich ihrer Beweise nirgends
von der Addition der Ringelemente Gebrauch gemacht. — Was die nicht
unmittelbar auf Halbgruppen iibertragbaren Sitze 18 bis 20 angeht, so gibt
es zwar ein Theorem, das im Sinne der Lorenzenschen Theorie der Ideal-
briiche ein genaues Gegenstiick zu Satz 20 darstellt. Aber seine Formulierung
und sein Beweis erfordern verhéltnismiBig umfangreiche Vorbereitungen.
Wir gehen daher auf diesen Punkt hier nicht weiter mehr ein, behalten uns
aber vor, ip einem spateren Beitrag in groBerem Zusammenhang ausfihrlich
auf ihn zuriickzukommen.

27) Ein endliches s-Ideal e = (e, ... ¢,) = (¢;) -+ * - - + (e,) besteht nach dieser
Definition aus der Menge aller Produkte a-¢,(a bel. aus R, ¢ =1, ..., n).

(Eingegangen am 25. April 1942.)



