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Zur Theorie der Randwertaufgaben
der Differentialgleichung /7 U = 0.

Von
Kurt Schroder in Berlin.

Von groBer Bedeutung fiir die mathematische Physik ist die Frage nach
der Existenz einer Funktion U, die in einem einfach zusammenhingenden
Gebiet R oder in dem AuBsren B, eines solchen Gebietes — nur derartige
Gebiete sollen hier betrachtet werden — mit ihren partiellen Ableitungen bis
zur vierten Ordnung stetig ist und dort der Differentialgleichung

440 =0

geniigt, deren partielle Ableitungen erster Ordnung ferner in dem durch seine
Berandung § abgeschlossenen Gebiet R bzw. R, stetig sind und auf § vor-
geschriebene Werte annehmen.

Das innere Problem fiir den ebenen Fall wurde in der Literatur bereits
von verschiedenen Autoren mehr oder weniger vollstindig behandelt, und
zwar von S. Zaremsal) und A. Korx2) mit sukzessiven Approximationen,
von A.Haar3), J. Hapamarn4) und G. LauriceLLa %) mit Integralgleichungen
und von W.Rirz6) und K. Frieprices?) mit den direkten Methoden der

1) 8. ZarEMBA, L’équation biharmonique et une classe remarquable de fonctions
fondamentales harmoniques. Bull. de Pac. des sc. de Cracovie, 1907, 8. 147—196.

2) A. KORrX, Sur ’équilibre des plaques élastiques encastrées. Ann. de I'éc. norm.
25 (1908), S.529—583.

%) A. Haam, Die Randwertaufgabs der Differentialgleichung 44U = 0. Gobttinger
Nachr. 1907, S.280—287.

4) J. HADAMARD, Mémoire sur le probléme d’analyse relatif & I'équilibre des
plaques élastiques encastrées. Mém. sav. étrang. (2) 33 (1908), Nr. 4.

5) G. LAURICELLA, Sur Pintégration de’équation relative & 'équilibre des plaques
élastiques encastrées. Acta math. 32 (1909), S.201—256. (Diese Arbeit wurde 1906
bereits als Preisschrift der Pariser Akademie eingereicht.)

) W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Randwertanfgaben.
Gottinger Nachr. 1908, S.236—248; Uber eine neue-Methode zur Losung gewisser
Variationsprobleme der mathematischen Physik. Journ. f. Math. 135 (1908), 8. 1—61.

7y K. FRIEDRICHS, Die Randwert- und Eigenwertprobleme aus der Theorie der
elastischen Platten (Anwendung der direkten Methoden der Variationsrechnung).
Math. Annalen 98 (1928), S.205—247.
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Variationsrechnung. Das dazugehérige duflere Problem wurde von G. Laugi-
ceLLA8) unter Benutzung von Integralgleichungen untersucht. Die von ihm
gegebene Losung ist aber insofern unbefriedigend, worauf zuerst N. Mu-
scEELISVILI®) hingewiesen hat, als es neben ihr andere von dem Laumr-
cernaschen Verfahren nicht erfaBte Losungen geben kann, die weniger stark
als sie im Upendlichen anwachsen.

Im raumlichen Fall ist bisher lediglich das innere Problem von 8. Za-
rEMBA10), A Korn1l) und schlieBlich von G. LauriceErra12) im Anschluf
an Untersuchungen von J. FreprorM13) iiber das Hauptproblem der Elasti-
zitdtstheorie behandelt worden.

In der vorliegenden Arbeit sollen die erwihnten eleganten Untersuchungen
von LavuricELra wieder aufgenommen werden, zunichst mit dem Ziel, eine
Reihe von darin vorhandenen Liicken auszufiiilen, die Losung fiir das noch
nicht behandelte dufBere raumliche Problem zu gewinnen und Eindeutigkeits-
sitze aufzustellen. Sodann aber war unser Bestreben darauf gerichtet, mit
moglichst geringen Voraussetzungen iiber die Berandung 8§ und die vor-
gegebenen Randwerte auszukommen. Die vorgenommene Erweiterung der
Voraussetzungen ist jedoch nicht Selbstzweck, sondern sie dient dazu, eine
Reihe von neuen Sitzen aufzustellen, die die Grundlage fiir einen sowohl fiir
die allgemeine Theorie der biharmonischen Randwertaufgaben als auch fiir
die Anwendungen wichtigen, in einer folgenden Arbeit zu beweisenden Satz
bilden, welcher hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der partiellen
Ableitungen n-ter Ordnung von U am Rande § angibt.

Bei den Beweisen unserer Sitze konnen wir Methoden verwenden, wie sie
in neuerer Zeit in der Potentialtheorie von J. Scratper 4) und O. D. KEr10615)
entwickelt wurden.

8) G. LAURICELLA, L. e¢. Anm.5).

%) N. MUSCHELISVILI, Sur Pintégration de ’équation bibarmonigue. Bull. de Pac.
des sc. de Russie (6) 13 (1919), S. 663—686; vgl. auch N. MUSCHELISVILI, Applications
des intégrales analogues & celles de Cauchy & quelques problémes de la physique
mathématique, Tiflis 1922, insbes. S.98—101.

10) S. ZAREMBA, L ¢. Anm. 1). .

1) A. KorN, Allgemeine Losung des biharmonischen Problems im Raume. Bull.
*de Pac. des sc. de Cracovie 1907, S.837—896.

12) G. LAURICELLA, Sulla integrazione dellequazione 44V = 0. Rendiconti Roma
16, II (1907), S. 373—383.

%) J. FREDHOLM, Solution d’un probléme fondamental de Ia theorie de Pelasticité.
Arkiv f6r Mat. Astron., och Fys. 2, Nr. 28 (1906).

14) J. ScHAUDER, Potentialtheoretische Untersuchungen. Erste Abhandlung.
Math. Zeitschr. 33 (1931), S. 602—640.

5} 0. D. KELLOG, On the derivations of harmonic functions on the boundary.
Transactions of the American math. soc. 33 (1931), 8. 486—510.
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§ 1.
Die Regularitiitsvoraussetzungen iiber die Berandung.

1. Von der Berandung S des riumlichen Gebietes E setzen wir zunichst
voraus, daB sie in jedem Punkt eine Tangentialebene hat und daB es zu jedem
ihrer Punkte p eine solche Umgebung Y(p) gibt, daB die darin enthaltene
Teilmenge S, von § in einem rechtwinklig-kartesischen Bezugssystem z, ¥, 2,
bei dem die z, y-Ebene mit der Tangentialebene von S im Punkte p identisch
ist, sich eindeutig in der Form

2= 9(z9)
darstellen 1iBt. Dabei sollen die partiellen Ableitungen 0¢, g stetig sein

und einer in p gleichmiBigen Holderbedingung (im folgenden kurz H-Be-
dingung genannt) geniigen, so daf fiir irgendeinen weiteren Punkt g aus S,

) Do) —Dolp)| = At O0<2<1

mit von p unabhingigen Konstanten 4 und 4 gilt, wenn ¢ die Projektion der
Strecke pg auf die Tangentialebene im Punkte p ist und unter D ein Symbol
fiir die Bildung einer partiellen Ableitung erster Ordnung verstanden wird.

Es existiert dann gleichmaBig fiir alle Punkte p von S eine solche positive
Zahl gy, daB die lokale Flichendarstellung z = ¢(, y) in p. auf der ganzen
Kreisscheibe 22 + y2 < of definiert ist. Als Umgebung U(p) kann man
daher fiir jeden Punkt p eine Kugel K, mit dem festen Radius gp und dem
Mittelpunkt p wihlen.

Weiter sei fiir S eine Flichenfunktion f(p) gegeben. In der Umgebung
von p ist sie als Funktion von z, y darstellbar. Ihr werden in p die Tan-
gentialableitungen .

o1 (») o1 (p)
ox und oy
zugeschrieben, falls diese existieren. Fiir die Ableitungen in einer beliebigen
Tangentialrichtung ¢ in p setzen wir entsprechend
oftw)y _ 91 (m) , os (i, @
at Ere
Hat nun die Flichenfunktion f(p) in allen Punkten der Fliche Tangential-
ableitungen, so sagen wir, da diese gleichmiBig in p einer H-Bedingung
geniigen «falls fiir irgendeinen Punkt ¢ aus S,
10flg) 91 (p)) v
P < o,
[0/ () _ 210! - op

|9ty iy | =

2) + 22 o051, ).

O<r<l
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gilt, wobei € und » von p unabhingig sind, und %;(—g—) bzw. ég—{(g-) die Tan-
gentialableitungen von f an der Stelle ¢ in den Tana;gentiakichgungen dar-
stellen, die sich durch Schritt der Fliche § mit der z, z-Ebene bzw. der
4, z-Ebene in g ergeben.

Besitzt die Flichenfunktion f(p) in dem Sinne einer gleichmiBigen
H-Bedingung mit dem Exponenten p (0 < o <C 1) geniigende partielle Ab-
leitungen erster Ordnung, da8 fiir alle Flichenpunkte

g = (mq? yq’ ¢(xq’ yq))
mit
o+ Y = o)

of (q) ai 1 @)
oy

die partiellen Ableitungen —-= existieren und einer Bedingung

{am) 6i(f)§ < D, igggz_zg@g < D

mit von p unabhéngigen Zahlen D und o geniigen, so kann man zeigen, daf
| Tangentialableitungen besitzt, die einer gleichm#@igen H-Bedingung mit
einem Exponenten ¢ geniigen, der gleich der kleineren der beiden Zahlen o
und 2 ist, wenn 4 wie bisher den ,,Flichenexponenten®, d.h. die in (1) auf-
tretende Konstante bedeutet. Bezeichnet man nimlich das lokale Koordi-
natensystem im Punkte ¢ mit 2, 4/, 2, und wihlt man es derart, daf die
z', 2 -Ebene mit der z, z-Fbene zusammenfillt, so ist

x = cos (z, ') &’ + cos (2, 2)2 + z,,

und es wird
(g _ {af (cos (x, ') &’ + co8 (%,2) 2" + 2, 0)}
atm - 89:’ 2 =0, 2 =0
-0 (24, 0) 8 (z,,0) 1

— 4 —_—
ey cos (z,2') =

oz V (amz m)

2. Bedeutet 8§ die Berandung eines ebenen Gebietes R, so soll es auch
hier zu jedem ihrer Punkte p eine Umgebung U (p) derart geben, daf die darin
enthaltene Teilmenge S, von § in einem rechtwinklig-kartesischen Bezugs-
system , y, bei dem die z-Achse mit der Tangente von § in p identisch ist,
sich eindeutig in der Form y = ¢(2) darstellen 1aft. Die Ableitung ¢’ ()
soll stetig sein und einer in p gleichmaBigen H-Bedingung geniigen, so daB
fiir einen weiteren Punkt ¢ aus S,

l¢'(@ — ¢ =47 0 <2<l
ist, wobei die Konstanten 4 und 4 von p unabhingig sind.

Auch die iibrigen im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrten Definitionen
besitzen im ebenen Fall ihr naheliegendes Gegenstiick.
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§ 2.
Zusammenstellung von geometrischen Hilfssitzen %),
1. Ist P ein Punkt auf der Flichenmormalen n,in p und b seine z-Koordinate,
s0 gelten, falls q ein beliebiger weiterer Punkt von 8, mit den Koordinaien 2, Y, z

ist und man unter r,p die Ewifernung der Punkte q und P versceht, die
folgenden Gleichungen und Ungleichungen:

1 1 o
® Ot S
($2+y2+7&2) 2
h— h ", iy
(8) cos(ryp,my) = cOS(ryp,2) = - : == o +0 {'\xz,g_ yz,f_},,z)z]u)’
s
@ cos (TqP: ’nq) V‘;—;%————-——m + 0 ‘<($2 +y24 h2) 2 ]
®) cos (Tgp, ) = — ﬁ“j}; +0 [(902 + ¥+ 52)?] 1wy,
- &
{6) cos(7gp, Y) = m_i; + 0 [(aﬁ—i— ¥+ hz)z} my
| cos (ng, )| -
M eon o y)i} < Arl, x
(® cos (ng, 2) = cos (ng, 1) = 1+ 0@+ 997 ].

2. Fillt P mit p zusammen, so erhalten wir statt dessen, umter K emne (von
der Fliche abhéimgende) Konstante verstanden:

9) |cos (7,5, 1) | < KA7, qp,
10 |cos (fgpshp)| < KA1y,
2
(11) €08 (Tgp, Z) = —_— _f _+0 [(3,2 yz)z] y,
1 1. 1 1 .
o Wﬁg@”mm+q =

@+ *
3. Bezeichnet v eine beliebige Richtung im Raume so gilt fiir dres beliebige
Punkte Py, Py, P im Raume

?‘rPle

(13) 1008 (’r.PPli 'V) — CO8 (fP Py V){ é T
PP

16) Fiir die nicht ausgefithrten Beweise verweisen wir auf J. SCHAUDER, L c.
Annm, 14),

17) Bei SCHAUDER ist hier das entgegengesetzte Zeichen angegeben. Ist aber die
positive z-Richtung mit der Richtung n, identisch, und bedeutet kb die z-Koordinate
von P, so muB das bei uns angegebene Zeichen steben.
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4. Es seien p; und p; zwei Punkte der Fliche, deren Entfernung Kleiner als 921’

ist. Um den Mittelpunkst der Strecke p, p, beschreibe man eine Kugel mit dem
Rodius 1, , ; sie sei, wie auch entsprechend gebildete Kugeln, im folgenden Text
mit K, bezeichmet. Fiir jeden auferhald K, liegenden Flichenpunkt q

np:
bestehen danmn die Abschitzungen o

T
(14) [€08 (7,5, , mg) — o8 (1yy,, 1) | < K A riloilzz
qapy
und
) T
(15) |cos (#y5,, m,,) — cos (Fapys p,) | < KA <rz;n_pf i 7';1p2) ]
ap1 /

8. Fiir jeden Pumkt P, der aupPerhalb von K, ,, legt, ist

1 r
(16) T< B4
und o
1 1 4
(17 — < K Pvpz’
) 712’371 Tl%Z& i ’rls’m
(18) o — o | < K,
[TPpy TPpy| | Thp

6. Fir die in einem Punkie ¢ von S, in § 1 definierie t,-Bichtung ¢ilt bei
Zugrundelequny eines beliebigen rechtwinklig-kartesischen Bezugssystems &, u, C:
[cos (£, @) — cos (&, 4,)]
(19) [cos (1, 2) — cos (7, 1,)] } = At
cos (¢, #) — cos (2, 1.)] |
entsprechende Abschitzungen bestehen fir die ty-Richiung. Ist nimlich x ein

Einbeitsvektor in #-Richtung, t, ein Einheitsvektor in t,-Richtung, so sind dje
links stehenden GréBen kleiner oder gleich als

‘ =92 |sin% | = -1 L (292 _ |99
gx«fz{w2]sm2§—-]/2<1 Vm)<]/2 - (22) _Jam}_gAzZ,
wenn o den Winkel bezeichnet, den z und 1, miteinander bilden.

7. Ist t; eine im Pumkte py, t, eine im Punkte py tangentiale Richtung,
wobei fir die Richtungskosinus gegen ein belicbiges rechtwinklig-kartesisches
&, n, {-Koordinatensystem

o8 6,0 — aos (5, 1)
1

2
§A"p1pz

(20) “ | cos (7, t2) ~ cos (1, 1)
Jeos (£, 1) — cos (¢, )] ]



Randwertaufgaben der Differentialgleichung 44U = 0. 559

qilt, so bestehen die Ungleichungen

(21) | cos (m,, t;) — cos (ny, t2)| = 3 Ar
6
(22) cos (7gp, 5 B1) — COS (g, £a) |= ’rp;pz +34 "znpz .
Q 1

8. Fapt man den Ausdruck cos (rp, p, v) bei festem Pumki Py und fester
Richtung v als Funktion des Punkies P auf, so hat man fiir die Ableitung in einer
beliebigen Richiung ¢ im Rowme

(23) at cos (7p, p, ¥) = {C08 (¥,1) — c0s (rp, p,t) €08 (Tp, P, ¥)} .
1

Setzt man nimlich
P 1P =1tpp,
und ist { ein Emheltsvektor in t-Richtung (|| = 1), so liegen die Endpunkte P
der Vektoren P, P, falls man P in ¢-Richtung variieren 148t, auf der Geraden
tp,p = Ipp, T it

Daher wird
z‘ir‘p1 P
3 — b
und es folgt, falls n ein Einhejtsvektor in »-Richtung ist, ({n| = 1):
d . a zPlP . 1 cos (Tpl P t)
&cos(?;_»lp,v) - m{itp,rf ’ } - ’Plpt.n—rplp’n PP

= {cos (v, t) — cos (rp, p, ¥) COS (T, P,

§3.
Hilfssiitze iiber Integrale, die die hiharmonisehen Analoga des Potentials einer
Doppelbelegung darstellen,
1. Unter &, u, T verstehen wir, wie eben, die Koordinaten in bezug auf ein

belichiges rechtwinklig-kartesisches Bezugssystem. Die geschlossene Fliche S
gemiige den in § 1 genannten Voraussetzungen. Alsdann gilt

Y- ¥4

1 b

07, p 2 9 (7;;,) €082 (1, > §) €08 () ps M) 23n

(24) ‘gg ( o ) 8”19' do = js ?’?;.P dl)' = -?:
(8) ) (&) )

je nachdem P im Innengebiet von S, auf S oder im Aupengebiet von S liegt. W eiter
ist bei beliebiger Lage des Punktes P:

1
a
5) yp Oy p ( »P) do = 008 (1 p» §) €08 1y pa ) OS (T poyy) 4 g
9E On omy, Tpp
o) ®
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Hierbei bedeuten P = (£, 9,{) den ,Aufpunkt”, p’ = (£,,7,,(,) den
Integrationspunkt; m,, bezeichnet die innere Normale, und es ist

d Typ _ (')rp P
énp, T S
gesetzt,
Dem Beweis von (24) und (25) legen wir folgenden Hilfssatz18) zugrunde:
Sind die Funktionentripel u, v, w und u, v, w 1m Bereich R -+ 8 zweimal'®) stetig
differenzierbar, und gem’igen ste dort den Differentialgleichungen

”p)+ 8" cos(l,’ 1)

ad . 4. 09
mit
du , Ov w
b=zt Tz
wobes k ein Parameter tst, so besteht unter Benutzung der Bezeichnungen
P
Xy (o) = {2580 cos (n,, ) + 2% 2B cos (mys )

+ k{au(P)+ ov (P)

008(%,17) +
éw(P)}

+ cos (ny, &) +

v (P) 3W(P)

+2+k{ F)3 003(%,’7) *"
6

cos (np, £) —

8w (P)

cos( ps €) —

ov (P Fi]
Yu,0,0(P,p) = {"%%“zms(ﬂp,é)*r f;( ) cos (np,n)—{—

du(P dv (P dw (P
+r | 0l el )}cos(np,n)+

k(0 3
+2+k{ ?;P)c s (np, &) + u<P)cos(np, £) —

ow (P du (P
— 'g(c ) cos (g, M) — Qé(é. )cos(np, n)},

6w(P)

— cos (my, &)},

8v (P) cos (np’ C)}

@7

10w (P
Zu,v,w(Pap)——{ w(h)

P
cos (ny,7) + a“‘;é_ )cos(np, C)}

‘”;ép’} cos (ny, &) +

) cos ny, £) + 22
du (P) a'b(P)
+h T+ an
av (P

+ 5 125 P cos (my, ) + 25 cos (ny, m) —

3 +%
P
-— a’;g)cos (np, &) — ag; )cos (np,é')}

&dQ)

-

18} Vgl. zu diesem Hilfssatz G. LAURICELLA, Alcune applicazioni della teoria delle
equazioni funzionali alla fisica-matematica. Il Nuovo Cimento, serie 53, XIII, 8. 104
—118, 155—174, 237—262, 501518, insbes. S. 109.

1%y Es wiirde auch geniigen, vorauszusetzen, daB die zweiten Ableitungen in R
und die ersten in R + § stetig sind.
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die Integralformel
(08) [ [ {luls X 5.5 (05 2) + [ols Yo (05 9) + [0 2o (0P) —
6]
- {'2713 X’u,v,w(p'l pl) - {;{}}S Y!L.‘v,w (p,’ P') - {7}-7]8 Zu,fv,w (pl9 P’)} dg = 0.
Die Relation (28) folgt unmittelbar bei Benutzung des Gaussschen Integral-
satzes und einer Gremxschen Formel aus

0 :Uj fu [M”%%ik(am aa;aic“ 0(3:35— a??g)]+

) k 2w 2% 0% 2%\
(70 )+

+
<
~
S
.},
B
|
%..

Tn sk \anoc T onoE  alan 9Edn
_ 9Bk | #®F 0w 2%
*”{Aw+kﬁi+2+kﬁmas+a;an“auw“%maﬁ”d’
 {{(ouoz  oduom , dudw  vdF 0005 00V
= “51[585+anan+0cac+asag+a;;an‘amc
(B)

dw 0w dwow , dwiw

+ 5% 3¢ + 7y 0y T 5¢ oE] PRI H
k du 0D 0w 0w dv 0w a7 0w Qw 0% ow du
+eylonsi+anat tatay tatan ToEOT T 9808
du 8% QG v dvow 0% ow owdu Ow Ou]} dv —

A A R - -t el e e

9E0n 0E0n 0ndf 9nal acaE 9L o0&
— ([ 0s X3 0 8) + 0 Tais 09) + Wl Zais 02} 4o
()
und einer entsprechenden Beziehung, die sich durch Vertauschung der Tripel
w, v, w und %, 0, w ergibt.
Ist nunmehr Py ein beliebiger in R gelegener Punkt, so sind die neun durch

1 k B%P]P k 097'1,]1,

w (P, By) = Thp Z0+ER 087 0 (P, Py) = — 54k 980y
wy (P, P) = — sk TIm0E
1\ 50 T T k) 080
. Prpp 1 E rp p
uy (P, Py) = ”mﬁg‘-g, vz(P,P1)=7;—m~5;?%—,
{(29) oy
PPy = — g BT
wa (P, Pr) = = 55w dq0¢°
k ary b A 2rp p
us(P, P) = — gy 5tae s PP = " aqgm atoy
. 1 k azrp‘p
ws (P, Py) = Top  20FR 00

gegebenen Funktionen in R + 8 mit Ausnahme des Punktes P; beliebig oft
differenzierbar und gentigen den Gleichungen (26). Wihlt man alsdann die
drei Funktionentripel (29) der Reihe nach fiir %, v, w, und umgibt man den
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Punkt P; mit einer ganz in R gelegenen Kugel 8, so folgt aus der zu (28)
analogen Formel, bei der neben dem Flichenintegral iiber 8 noch ein Flichen-
integral iiber 8, auftritt mit aus der Potentialtheorie geldufiger Schluweise,
wenn man den Radius von 8p gegen Null gehen 1iBt, daf

(30)

w(P) = g | [0 Kuprs 0,5 ) + s Vg 0,5 P+
& + [0 Zugo (055 Py) —
= [ta)s X (7', 7) — [o]s Y (7 7)o
— londs Zy,v0 (9, P')} do,
2P = 22 [0 Koo 005 P+ B Fry 0273 P
® + [0]s Zuy, 0, (P, 95 Py) —
— [l Xa 0 (7', ) — [05]s Vo (0 ) —
— [051s Zuyay (0 9')} do,
0 (P) = g5 [ [0 Xupros 0075 Py 4 s Vo (0,073 Py -

) + [w]s Zug,va,wj (p” pl; P]) -
— [us}SXu,v,w #,p) — {03],5‘ Y% v, (®', 20') -
- [wii]S Zu,v,'w (P,, p')} do

sein muB. Hierbei ist gemiB (27) und (29)

zu setzen.

>

() '(s,r)
Kussosny (0,05 Pr) = 53 o g B (Tt o
WL, Vy, W ? 7 -
1,01,y 2+k o, 24+k\ 0¢ dn,
oL
8k dryp dr,p ° (" P
Yul.wl,wx (p’ p: Pl) = 2+k apsi ap?;)1 inl ? -

3k Orpp, Orppl a(rplpl)
Z’M’,'Ul,’wi (Z’,PJ Pl) =2+k DE dzr Onp s

Xu?’”z’wz @, »; Py = us, o1, 0 (05 05 Py),

o(7-) o)
__2 "pPy 3k (0"’1)1’?2 Tp Py

3 Py) = ,
Yo, o, (2, 25 Py) 8FE an, TILE\ Ty In,

1
3k 9r,p 07, p o(r )
Zugﬂlz,wZ (p’p; 'Pl) = 2+k l’—}p?‘;)‘ ap{ ,a:;’P‘ 2
Xus,va,w3 (p> ps Pl) = Zul,v;,wl (p: P Pl):
Yug,v3,w3 (P: P Pl) = Zuz,vz,wz (p’ P Pl)’

1 1
(5, 20z,
R 2 T p 3k &er *O\7,p i
Zu;;vazwa(pap’ PI) = 2+k (‘)j‘);pl 2+k 951) 3% !
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Analoge Betrachtungen kann man fiir das AuBengebiet &, von B an-
stellen, wenn vorausgesetzt wird, dal die Funktionen «, v, w in B, + S zweimal
stetig differenzierbar sind und dort den Gleichungen (26) geniigen, daB sie
ferner, falls der Aufpunkt P sich unbegrenzt weit vom Ursprung O des Ko-
ordinatensystems entfernt, wohlbestimmten Grenzwerten g, vo, wp zustreben,
wihrend ihre ersten partiellen Ableitungen dabei wie ;%« verschwinden. Es

op
ergeben sich fiir « (P;), (Py), w(P;) mit P; in B, Ausdriicke von der Form (30),
mit dem einzigen Unterschied, daB auf der rechten Seite bzw. die Bestandteile
Ug, Vg, Wy additiv hinzutreten.

Liegt schlieBlich der Punkt P; auf der Berandung S von R, so umgebe
man ihn ebenfalls mit einer Kugel S, und wende (28), falls u, v, w bzw. gleich
einem der Tripel (29) ist, auf die Oberfliche des Teilgebietes von B an, das
aus B durch Wegnahme der Durchschnittsmenge von B und dem abgeschlos-
senen Kugelkorper von S, entstekLt. LaBt man den Radius von S, gegen Null
gehen, so erhiilt man eine zu (30) analoge Formel, die sich von dieser nur da-

durch unterscheidet, daf der vor den Integralen itber S stehende Faktor
L durch = zu ersetzen ist.

4n 27

Wihlt man aber in (30) und in den im Text erwihnten entsprechenden

Formeln, die sich ergeben, wenn P; auf § oder in R, liegt, speziell
w(P)y=1, »(Py=0, w(P)=0,

und beachtet man, daf als Folgerung aus dem GrEENschen Satz der Potential-
theorie

cos (r, ,P,n,) i
H_-JT*L do = {2

o
p'P
(&) - 0

ist, je nachdem P in R, auf § oder in R, liegt, so resultieren unmittelbar die
behaupteten Relationen (24) und (25).

2. Ist auf S eine integrable und beschrinkte Funktion f(p) gegeben, s0 ge-
ntigen die Integrale

cos? (rp,p, &) cos (rp,p, K )
A

7o) = |1 do
® »'p
und
7 ’S P ? ! 7
W) = [[ 1) = e Rl D) g

) re

auf 8 gleichmafig einer H-Bedingung mit dem Flichenexponenten A.
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.

Dazu zeigen wir, daB fiir irgendeinen Flachenpunkt ¢ mit r,, < 32:

V@ - V) =
W (q) — W) | = A

gilt. Beachtet man nimlich, daB r Thy = = Kt ist, so folgt daraus unmittelbar
die Behauptung. Wir fithren hier, wie auch bei den folgenden Hilfssitzen den
Beweis nur fiir das Integral V(p), da er fiir W (p) ganz analog verlduft.

Um p und ¢ beschreibe man die im § 2, Abschnitt 4 niher gekennzeichnete
Kugel K, . Der Durchschnitt von § und K, heile s; weiter sei § — s = §'.
Damit wird

N 2
V-7 = [[ 1) e D e ) g
“® p'q
2 r ’ ’ ’ 0
-——jjf(p’) cos’ ('rp » E::os(rpp np)d0'+
® »'p

e (082 (7, &) cos (7, , n,.) 008( ,§)OOS(f > Mgy
Hf(p){ p'q = p'q’ "p p'p 5 o'p }d

L !
(S—38) rq pp

Die beiden ersten Integrale lassen sich ihrem absoluten Betrage nach durch
die bereits von ScHAUDER20) abgéschitzten Integrale

[[1ren=tee el a0 < ka g,
) »'q
und
feos (r,, ,, m))
[ =5 a0 < k4B,

) 2'p

majorisieren. )
Beschreibt man um den Punkt p die feste, d.h. von ¢ unabhiingige
Kugel K, so enthiilt sie die Kugel K, in ihrem Inneren. Der in K, gelegene

Teil von S — s heile 8”. Zerlegt man nun das Integral ﬁ ﬁ und j.
B2 &) (s-sten
so liefert das letztere sicher die fiir die H-Bedingung erforderliche Abschatzung.

Fiir das restliche Integral kann geschrieben werden:

{008 (1,0 E)—c08? (5 §)} c0s (0, my)

”i(p') 4 do +

& "'e

do.

, cos(f , R .) eos(r . ,)
+ [ [ 1@y 0o, 8 [0 )
&N Tp'q pp

20) J. SCHAUDER, 1. ¢. Anm. ), inshes. S. 613.
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Das zweite Integral kann durch das von ScmaupEr?l) abgeschitzte Integral
cos (rp,q, np,) cos (rp,p, n?,)

”if(p’)! : .

= Z
: : do < K Afin|f|rs,
&) e p'p

majorisiert werden.
Das erste Integral ist aber schlieBlich bei Beachtung von (9), (13) und (16)
kleiner oder gleich als

] [ 11615 oo ey m) o

(&' o

< 4E‘n¢f|rquA“ “da < KAfm]jngj ‘“’
& g 0*”

< KAfin|f|r},,

wenn man beriicksichtigt, dafl zunichst

o
1 dp
—do K| —
.Hrg,“l = .‘92‘2

&y TP 01
ist, falls p; den Abstand des Punktes p vom Rande der Projektion von S
auf die Tangentialebene in p bedeutet, und daB nach (12)

01 = %"'pq (1 +0[7;;q})

1
27pq

v

gilt.
3. Geniigt f(p) auf 8 einer gleichmifigen H-Bedingung mit dem Ex-
ponenten u, d.h. gilt
[{g) —f(p)] = Bt* (0 <pu<1;qinS8),
so hat man fir V(p) und W (p) eine der drei Abschitzungen
[Vig)— V(p) KABt™
KAB:t ,
W)~ We)|) |K4Bt|log|
Je nachdem

p+iA<l p+i>1 p4+i=1
ast.
Da wegen (24)

; cos? (1, ., &) 008(7‘ »* )
[ e do
® ’ (g 8 008 (ry o 1)
cos?(r, ,&) cos(r,, ,n 2
— (1 =re 2w a0 — 1)
(s) v
2y J. SCHAUDER, l.c. Anm. %), inshes. S. 613, " R

Mathematische Zeitschrift, 48. 37



566 K. Schréder.

sein muB, so kann man
, cos?(r, , , &E)eos (v, , % ;)
T@-T 0 = (¢ - pep[TTEe e
® va
cos?(r , , &) cos(r, ,n.,)
_ 'p . p'p* 7p }do
Tp'p

schreiben.
Zur Abschitzung dieser Differenz verwende man die bereits im Abschnitt 2
dieses Paragraphen benutzten Flichenstiicke s, 8,8 —s, 8. Tiir j f findet
(s)
man unter Anwendung einer Abschitzung von ScHAUDER?22)

e [[[]= [[1re—r@ =gt

() ® »'a

+ 1wy — 1o)==z

1‘
© »p

do +

do < KABri[* < KA B

Wegen (9), (13) und (16) und einer weiteren Abschitzung von ScHAUDER?3)
ist weiter

W < [[ 1100 - ) pe 22 e DL R g0 B g
CON D) 'q
j 11 (@) — f(p)l (rﬂ ipe E) 1 leos (7 2q,n o) 008 (7 )| 2ot
(G "o’ q
(1109 = 1@ Ieos2 (0, 9 leos 1o |- | 5= — 5| do
S o'a Tp'p

Q0

,_<__4KAB.U¢,,,, 504k 4o KABr,, j' de

A 92—-(l+,u)
00
dg
< KABr,, j Pt
%"pq

Ausden gewonnenen Abschitzungen gewinnt man aber genau wie bei SCHAUDEB
. die Behauptung.
N.B. Fiir 4 4+ p > 1 folgt insbesondere aus der letzten Abschitzung
|[[| = EABr, gbt.
™
Daraus kann man bei Beachtung von (31) eine fiir spitere Zwecke niitzliche
Bemerkung ablesen. Ist ¢ ein Flichenstiick, das ganz in einer Kugel vom

22) J, SCHAUDER, l. c. Anm. %), insbes. S.614.
2) J. SCHAUDER, L ¢. Anm.*), insbes, 8. 614.
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Radiuse < %‘ um p enthalten ist, und giltr,, <e, sofolgtim FalleA + x> 1
fiir das iiber ¢ erstreckte Integral

* g({{(p ) — j(p)}j (ry Q’S)M(rﬂ'q’np') _ cos? (1, s &) cos (rp,p,np,)} dal

r2 2
(0)

2'q oo
< KAB#++1r,,

Man braucht ja in der eben angegebenen Abschétzung go nur durch ¢ zu er-
setzen und in (31) 7,, < e zu beriicksichtigen.

4 Ist A+ p> 1, so ewistieren auf der Fliche die Tangentialableitungen
OV D) ypg E)W(p) und sind durch
at

= f [0~ 1@ eost 1y, ) os 0+

()]
+ 208 (1,5 &) €08 (75 By) €08 (£, 8) —

1
— B eos? (1 p, &) €08 (Ty 5, Nyr) €OS (Tyrp, t)}r—3~ do

»p
baw.
a
) (416 — 1 @)Heos 1, 2 005 (s ) co8 s )+
)
+ cos (T, &) €08 (1, M) €OS (7, 1) +
+ €08 (Tpr , ) €08 (T, Myr) COS (&, 8) —

— 5¢0s (T, £) €08 (T, 1) COS (T p, M) COS (T t)};——;— do

gegeben. o

Beweis. Sei ¢ eine an die Fliche im Punkte p tangentiale Richtung.
Um p beschreibe man eine Kugel K, vom Radius ¢ mit ¢ < %. Der Durch-
schnitt von S und K, heile 6. Da nach (24)

v ] , s E)eos (1, )
afp’=;,-;“{f(p)~i(?)} e
) 'y

ist, so folgt bei Beachtung von (23), falls man das rechts stehende Inte-
gral H in H + _U zerlegt,
«®) (o) (S—a)
a hd
=[] e —roncor s Brcos a0+
8—0) (8-0)
+ 2 cos (fp'ps 5) Co8 (rp’?a ’”’p') cos (E: t) -

1
— 508 (1 5, £) €08 (Tyrp, Myr) ©OS (Tyrp, )} ——do.
o'
37*
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Da nun aber weiter

o {{ .1 {y . cos?(r, , £) cos (7, ., 0,)
;77“=11m-;“{f(p)-!(p)}{ var O 08y ty)
t—>0 7o,
@ @ oy Seon(r, 1}
COS® (7 1y CoS (7 , , N .
— PP 5 p'y p}d’a
Ty

gilt, falls ¢ ein Punkt von S, ist, der in ¢-Richtung liegt, und ¢ wie bisher die
Projektion von ¢p auf die Tangentialebene in p darstellt, so ergibt sich bei
Beachtung der Nebenbemerkung im Abschnitt 3 dieses Paragraphen, daf

:_1_ H“ < KA Bgir-1

"pa JJ

(®

ist und also wegen A + x> 1 mit & gegen Null geht.

5.Ist 0 <A<1, 0<pu<1l u+2i>1, so geniigen die Tangential-

ablettungen ? Zﬁp) und Q%[—t@) einer H-Bedingung mat dem Exponenten A + pn—1.

Es handelt sich also darum zu zeigen, daf fiir al'e ¢ aus S,

817(9)__91"(10){[
) Ote dz | < (u+i—-1
W _ove) | = et

dt, Jy

gilt (vgl. § 1). Wir brauchen nur eine der beiden Relationen zu beweisen.

Bezeichnet man das in der Kugel K, (rp 0 < %") gelegene Flichenstiick

mit s und schreibt man die links stehende Differenz der beiden Ableitungen
unter Benutzung der im vorhergehenden Hilfssatz angegebenen Integral-
darstellung als Differenz zweier Integrale, so findet man fiir die Integral-
anteile fiber s die Abschétzung

| (j { | =< §§ 11(7) — F(@)||cos2(r,0,, &) oS (3, o) +

+ 2008 (1, 45 &) €OS (1,145 1) CO8 (€, ) —

e
— B 60s2(r,r 40 £) €08 (14 1)) €OS (115 t)] -%— do +
"v'q
+ ([ 170" — 10)]] 008 (1, £) cos (n,, 2) +

)

+ 2 ¢os (1, &) €08 (1,5 M) €O (8, %) —

~ 5 00s2(7,1,» £) €08 (ry s ) €O (Tyrys @) | —5— do



Randwertaufgaben der Differentialgleichung 4 AU = 0. 569
oder falls man (7), (9), (10) und

' |eos (g O =1, eos (&, ) =1, [cos(r,,, t)) =1;
lcos (ry,, )] =1, [eos (&, 2)] =1, joos(ry,.2)| =1

benutzt
f r* w T
| = kaB{| |7 5 do+ || mp 52 doy,
r_, T,
] 0] ra 8 rp
d.h.
2ryq
(32) H‘ﬂgKABjﬂz—_@gm=KABrg;l-l.
o y
(s) 0

N.B. Diese Abschitzung besteht auch fiir x = 1.

Es sind also nur noch die Anteile der Integrale iiber 8" zu untersuchen.
Zunichst isb )

H ={fp) —f (9)}(£;‘:){0032(7’p'9, &) cos (., t.) +

(s
+ 208 (1,4, §) €08 (145 M) COS (&, t,) —

1
— Bcos2 (1,5 §) €OS (7 g5 M,) COS (7 g t2)} =5 do +-
r9q

+ [0 = 1) [{eos2lr, € cos ) +

+ 2008 (7,5 &) €O (7,5 n,) cos (&, t,) —

— B5.cos? (1,45 &) €08 (1 45 9,7) €OS (T g5 te)} r_:_ _
p'y
— {cos? (7,:, £) cos (n, ¥) + 2 cos (1 p £) €OS (7, ) cos (&, z) —
— 50082 (7., £) 008 (1, M,1) €08 (7, Z)} %_] do
»'p
=I+1IL
Das Integral I laBt sich nach (7) und (9) folgendermalen abschitzen

Qo

; 1| < Br, KA \j 244 < KA B, j 912_—1
CON bry
d.h. i
(33) 1| < KABr} o}' = KABry 1.

N. B. Diese Abschitzung gilt auch fir g = 1.
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Das Integral I werde weiter zerlegt in

2 9
= '”‘ ¢ @) — @)} {cos (rp,q,ficos(np,,tz) _ cos? (rp,p,i)cos(np,, m)}do—{—
&) _ p'q "op
2§j G0)— 1@} {eos (g S)ms(rg,q, ny) 008 (§ta)
¢ Tp'q
cos{r, ,&)cos(r, ,n . £,
B — ) o2 x)}do-_
"p'p
5[ [ — gy [ R et 2 e )
3
(8 "p q
0032(1’,,5)@03(1', ’n¢)003(1'1 ,2’:’)
— »'p :;’p v p'p }do’
=J;+J2+Js v
Da
7z jj.{i @) — ) Hcog? (rprgs §) 00 (my, 1) cos? (r,,,, &) cos (m, m)} n
3 f
) v'a psq
fcosﬂ (rp.p, &) cos (np,, ti) cos? (T &) cos (np,, z)
| rs,q yg,q }
00S2(‘7', ,é)COS( r,x) cos? ,5 Ly
+ { P’y = ) ("yp 3) cos (n, x)”da,
ra Tp'p

so hat man bei Beachtung von (13), (7), (21), (18) und (16)

w 2 [T u i
T oo ¥ T, T, T oo, ¥ ov, T
§J1l§KAB-”{ppmpq‘ LM ppfppq}do.

4

) fp;q Tp'q ?.1)'(1
Lo Qo
< KABr} ¢ L KABr, | % .
= Pq 2 u 4 93~ (4+u)
1, 1
2'pq I'(I

Fir A+ u > 1 und g < 1 ergibt sich daher
|J1] = K4Br ““" L
Genau so erkennt man nach (13), (9), (14), (19) und (18), daf

V'] 2 u [ i a

re.. 7. T, T Y e ¥ s T v, T,

) » '

iJ,| < KAB { :qqu ;plq‘_{_ zw;wz»q+ “’f”“}du
7.

& e Tpape Tprq v’ q
Qo Qo
<KABr, | -2% L KAB+} do
= ve | i + v | EaEm
37 $rpy

< KABr* '+ KABry, %5 ' < KABr;* ™,
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d.h.
(34) ‘ . |Jo| < KABYY
ist, und gemaB (13), (10), (14), (9), (22) und (18) wird schlieSlich

4 4

\Tg] < KABS‘X {";p’"par;’q+ Tp'p Tpa Tzi’q__l_

&y e e
oo To'p (T 2’2 "p'p "pa)
+ R (2 S L
"p'e "p'a
¢o ¢o P
@
< K4Br, | 4 e KA B, g g
%rpq %qu

d. h.

(35) i [J3] < KABry;* ™%

6. Besitzt die Funktion [(p) auf S tangentiale Ableitungen, die gleichmifig
einer H-Bedingung mit dem Exponenten ¢ >0 gendigen:

o 2e) |

z X

‘W(q)__é}_f_@_)x} =0r (9 in Sp; Maxlé-i < g)’
at, oy |}

s0 gentigen die Tangentialableitungen — V (p ) und 2V P W {p ) gleichmifig einer H-Be-
dingung mit dem Exzponenten 2.

of /

Beweis. Wegen der Existenz der Tangentialableitungen 5 und 5 n
jedem Punkte p muf

t@—i® - go
t e

sein, so daB f(p) gleichmiBig einer H-Bedingung wmit dem Exponenten s = 1
genigt. )

Schreibt man nun, wie bei dem vorstehenden Hilfssatz

V(g oV (p)

oty oz

als Integral iiber 8, so folgt nach den auch beiu = 1 geltenden Abschiitzungen
(32) und (33) ung
[[[| < K407, 11| < EACH,
®



572 . “e v, ... K.Schroder.

Bei Benutzung des im Punkte p lokalen Koordinatensystems wird nun

\ " * ‘
1) =10 = (52, + (53,9 + (72 = (Fh) < {3 - Gl o

Fithrt man die in der zum Punkte p* gehorigen ¢ Richtung variierende lokale
Tangentialkoordinate

tac‘ = (z — 2¥) cos «+ {9(z,0) — @(z*, 0)} sin

ein, wo o der Winkel zwischen der 2-Achse und der ¢,-Richtung ist, so gilt

B = (3D, oG, = 2y ey
(5’:‘ ) feose+ (52) " sina} = (51)"
LY+ [T

Damit erhilt man ohne weiteres bei Beachtung von (1) und der Voraussetzung
dieses Hilfssatzes24)

N 3

(36) " HP) 1) = (g)ox + (af) T O 4
Fiir das Integral IT kann dann geschrieben werden
11 : “0(;[5) x [{;3032(71,.4, &)eos(n,, t,) +2cos (»rw, £) 608 (11, B,0) €08 (&, 8,) —
_ 5 082 (7,145 &) €08 (7,145 N0) ©O8 (71,5 x)} -
¢
— {cos? (70,5 &) €08 (1, %) + 2 €08 (7yry,E) (l;os 7y s M) cOs (&, ) —

— 5 c082(7,r &) €OS (70 5 Myy0) €OS (70 )} — 75 ]da +

‘ "p'p
+ b H y[.1ldo+ ”0 e+ ¢4 [ - lde
& ICip)
= II]- + II2 + IIS)
falls
af af
A . a‘o = (%)6’ o = (ﬂ)e

24) Bei SCHAUDER, 1. c. Anm. %) wird aunf der rechten Seite irrtiimlicherweise nur
ein O[t''*?] angegeben.
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gesetzt ist. Das Integral Il; 148t sich wie das Integral II beim Beweise des’
Hilfssatzes 5 abschatzen:

%0 %
i [ _de __de
|II;| s KACr,, ‘ peREr) +EACn, j 93“””“4‘
L7 3 nq
% . Qo
> y i dQ 4 ————-—-—de
+KACry, j F(—f;;;_)-’rKAcfpa j 92—<1+x)+
3754 37
Qo %o
do - ) dg
+KACr, J. WZ—D+ KACr, g JEREEY)
LY 3 7pq

< KACr,,.
Von den Integralen II; und II, braucht nur eines, etwa I1;, abgeschitzt zu
werden. Das Integral I1; zerlege man analog zu der fritheren Zerlegung von 1I
in J; + Js + J3 in die drei Teilintegrale
I =J, +J;+ J;.

Nimmt man weiter bei J, die Zerspaltung vor, wie sie frither fiir J; an-
gegeben wurde, so findet man bei Beachtung von @] = 7pey:
iJ{} : ‘ao gx, {0082 (rpr g &) cos (ny, t,) B cos? (rp,p, &) cos (ny,., x)‘} dci

3

rs,

& "p'q »'p
. 4 ' » 9
< KAC j’j‘{x]rpqrﬁ,q " i%‘s ( x’{cos (prp» &) cos (ny5 4,) _
= 4 : 3
T, | J r3,
(S") »q (S”) »q
2
. c0s® (7,5 &) cos(np,, x)‘ dol
r3 -
. : »'q
ja' ST
+xac ||V g,
&' Tp'q
3 x'cos2 (r,, ., &) {cos (ny,, L )— €08 (R, T)]
< KACr,,+ aogj Lt L i ’daL
Tp'q
(sl!)
Aus

008 (7> &) = €08 (T z) cos (2, &) + €08 (7, ¥) cos (y, &) +

+ €08 (71, 2) €08 (2, )
folgt aber nach (11) und (10)

Cos (1, &) = (— =) cos (2, &) + (— &) cos (y: ) +
1 0 [t cos (x, £) + O [t"™] cos (y, &) + O [t*] cos (z, &),
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so daf auch
€082 (1pip, &) = cos (x, & + & 3 * cos? (y, &) -i— " cos (=,8) cos(y,8) +

+ 0%
ist.
Damit erhilt man, wenn man neben (19), (7) und (8) beachtet, daB nach
(16) und (12)
3= Kol

q

gilt, die Abschitzung

. z' cos? (r,, ,5){cos(n »t)— cos(n,,,
1 Qg j 7'y 3 z) ( v )1 do"
[C0) ]34
, * x'cos?(r,, ,E)cos(n,, x
< (ap{cos (z,t,) — cos(a:,ac)}“ “’3) . 2 do] +
H T
) »'q
x' cos? (r,,,, &) cos (n_,,y) |
+ anfoos y,) — eos (o [ [ TR0 gy
' & r'q
a' cos? (r,, ., &) cos (n,, 2 !
+ gao{cos(z,t,)——cos(z,x)}j“ 2 %y )da'f
i (SH.) T?«q H

<KACfrf,q+ R
co? (z, f)jfﬁda—'reosz(y,é) H zy

@& &
z'2y
+ 2cos (2, §) cos(y,é).H—t—,g—- do .
@

Die drei hier auf der rechten Seite stehenden Integrale sind aber be-
schriinkt, denn sie unterscheiden sich zuniichst durch beschrinkte Gro8en von
den Integralen mit demselben Integranden, die aber statt iiber 8" iiber die
Projektion S; von 8" auf die Tangentialebene in p erstreckt werden. FErsetzt
man weiterhin die Integrationsfliche S; durch die konzentrisch zu p gelegene
Kreisringfliche S, , deren Randkreistadien p; und gp (07 < g2) gleich dem
minimalen bzw. maximalen Abstand der Randpunkte von 8 vom Punkte p
sind, dann wird z. B.

‘3 73 3
[[s700 - [[5100- ]| 5o

) 52) S5 -8

Q2 -
39 ‘3
= j jeoz dodd — j.j t,sda_— - jj %dc-

$=0 ¢ 55 -8 (53 —87)

+ KAC’er
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Das letztere Integral ist aber, abgesehen von einem beschrankten Bestand-
teil, gleich dem Integral iiber ein Flachenstiick, das von den inneren Rand-
kurven von S, und S; berandet wird. Bezeichnet man den maximalen Ab-
stand eines Punktes der inneren Randkurve von 8] vom Punkte p mit g3

{03 < 271,,), so gilt .
23 de &0 Tre
Hjt,ﬁda% KJQ<K —oac gl
1) e
Auf dem inneren Rand von & gibt es nun einen Punkt p¥, dessen Pro-
jektion von p den Abstand o; hat. Es ist dann offensichtlich

1A

vt - g
2y

Da aber fiir alle Punkte auf diesem Rande, also insbesondere fiir p*, die Ab-
schétzung

<< 1
Tpg = 3 Tpq T Tppe
oder

Tpg = 27ppe

besteht, so folgt schlieBlich, wie behauptet,
Hj”do‘ < K" < K.
P &

t'3
) :

Ahnlich schlieBt man fiir die zwei verbleibenden Integrale. :

Zur Abschitzung der Integrale J; und J; kann man unmittelbar die im
5. Abschnitt angegebenen Abschitzungen (34) und (35) fiir J; und Js ver-
.wenden, wenn man den dort auftretenden Exponenten u durch 1 und B durch C
ersetzt, so daB schlieBlich

|J,] < KACr}, wd |J3] = KACq;,

wird.

7. Fiir einen beliebigen Punkt P gult

j’s’ l cos? (rp ps & cos(rp,P,np,) ido

e 5P
37 < K.
(37) j’ggcos(r + ps £) €08 (7 ps71) €OS (T ps ) Edo- =
% T2 p !
&

Das ist eine unmittelbare Folge der in der Potentialtheorie bendtigten Ab-
schatzung %)

£l ;P {7
(38) “{M@l%daglf.

%
i g
{S)

25) Fiir den Beweis vgl. J. SCHAUDER, L c. Anm. 14), insbes. S. 628.
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8. Sind V,(p) und ¥ ,(p) bzw. W (p) und W,(p) die Grenzwerte von V (p)
baw. W (p), wenn sich der Punkt P von inmen oder aufen einem Punlkte p von S

ndhert, so qilt, falls f(p) stetig 4st,

Vi) — Valp) = ()

und
L, cosi(r & cos(r, . n,)
Vi) +Valp) = 2 || 1p) =10 4
(S) "p'p
baw.
Wi(p) — Wu(p) = 0,
: B 008(7 af)COS(r sn)eos(r , ) 1y, )
: Wi(p)+Wa(p)=2H/(p)_.. ,,zp »'p do.

() »'p

Schreibt man namlich, um z. B. das erste Relationenpaar zu beweisen,

[ cos? (1, s &) cOS(r_ip. )
V(P:=f(P)”C 2 5P do
o) L
¢ , (r, &) cos {r, » Ny
([ — 1o =22t 4
pl])

)

so erkennt man bei Beachtung des Hilfssatzes 7 in bekannter SchluBweise,
daB das zweite Integral beim Durchgang durch die Fliche stetig ist. Der
Hilfssatz 1 dieses Paragraphen liefert dann die Relationen

Wmdm“—7m4uﬂlvu
oder
(39) Vilp) = V(p) + 22 f(p),
(40) Vo)) =V (p) — 5 " f(p),

“aus denen die Behauptung folgt.

Entsprechend hat man
() ’ Wi(p) = W (o),
(42) Wa(p) = W(p).

9. Besitzt die Belegung f(p) partielle Ablesiungen, die shrerseits einer gleich-
miifligen H-Bedingung mit dem Exponenten L gemiigen, und kowvergieren die
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Punktfolgen P bew. P lings der Normalen von der einen oder anderen Seite
von S gegen p, so gilt fir das im Punkte p lokale Koordinatensysiém

3y

lim 27 (F) H{fp>—~f<p)}{cos2 (s £) €O (i, 2) +

iz
I’n'~>P (S)

PZ-»:D
+ 2608 (7, £) cos (1, 1) cos (&, z) —
1 . 2m yof
— 5082(r,-,, &) €08 (7,0, 1, )oos(pp,x)}F dazﬁ“(ﬁ})o’
p'p
. QW (P (..,
hm oz )= jj{f(p)"f(p)}{cos (71;’1)? E)COS (Tp’fnn) cos (”p” x)+

P;-—>'p )
Pg—-)p
4 €08 (70,5 £} €OS (70, 1,) €OS (9, ) — €08 (7, ) €OS (11, n,, ) cos (&, z) —

1
— 5008 (1, £) €08 (105 1) COS (7 e )cos(pp,w)}Fda

Beweis. Es ist zunichst auf Grund von Hilfssatz 1:

8 V(P F] cos( ,é‘)eos(r pr Ty B
()_—_ﬂ{V(P)~—f()H 2 2 drr}.

dx 72
Z"P

()]

Schreibt man den rechts in der Klammer stehenden Ausdruck als ein einziges
Integral iiber S und zerlegt es in der Form

II=0 =+

® S B
wo s ein Teilflichenstiick von § ist, das ganz im Innern von 8, enthalten ist,

und dessen Projektion auf die Tangentialebene in p ein Kreis K, vom Radius ¢
ist (¢ << gp), so brauchen wir uns wegen

lim { “‘{ lim jj {f (0") — F(p)} {cos2(7, p, &) cos (1, ) +
519

P—>p

4 2005 (rpp> &) €os (1 p, 0 ,)cos(’g' z) —

— 5 cos?(r, p, &) €08 (7, p, B,) €OS (T p, T)} 5 3 ——do
P

= [ 40 — 103 o1y 008 0 )+
(8—s)
-+ 208 (1), &) €08 (e, 2,) €08 (&, T) —

— 5.0082(1r ), £) €08 (70, My1) GOS (e z)} - 3
PW
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pur mit der Ableitung des Integrals j. _f zu befassen, fiir die wir bei Beachtung
)
von (36) auch
2 a ,
|| = (), [] # o2y 01 &) cos (., 2

@ 6}
+ 208 (1, p, &) €08 (7,1 p, ) cO8 (&, T) —

1
— 5 cos2(r, p, £) €08 (7, p, B,) €OS (7, p, T)} e do +

»'P
af H 1 “ RN B
+ (=~ o ——do 4 O 1+44... c
(ay)o ) y{ }7?,;13 o ). [ ]{ }T;);'P
=T1-+11 + 111

schreiben konnen.
Fiir |III]| gilt aber nach (2)

oo 2ol

® @2 h)? 2+

< [fo]taw= ol f 2] -0

©
so da das Integral III mit & — O gegen Null geht.
Das Integral 1 zerlegen wir gemaB8 den drei Summanden in der ge-
schweiften Klammer des Integranden in drei Teilintegrale. Das erste Teil-
integral 148t sich wegen (2) und (7) folgendermaflen abschitzen:

f’ (Q_f,) & cos? (rp'P’.é) COS 7,5 a:)d - |
dzx/o 3, |
() »E
4
3

go{”ﬂf%lﬂda]=0{f§%]=0[&},

s) 0
wenn man noch nach (1) 2 = O [t'***] beachtet. Da gemi

11} =

€08 (7, p; £) = 005 (1 p, @) €08 (2, £) + 08 (1 > Y) cOs (9, &) +
+ €08 (1, p, 2) €0s (2, £)

und (5), (6) und (3) die Abschitzung

-7 -y
@) cos (7p' p, §) = m cos (z, E) m cos (y, &) +

h , 2
+ Ver e cos (z, &) + O[(t'2 + A2)2]
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besteht, so erhilt man fiir das zweite Teilintegral wegen (2) und (4) die Relation

p] (

® »e
af , 4
= 2(5—;)0”x {w z'2+mc°s(x’5) T E-Hﬂ cos (y, €) +
(s)
‘W&T’“ cos (2, $>+0[(t’2+k2)2}‘
h : 1 1
e O+ B cos e {vm?» * 0[ = }d”
RSO

do—

do+cos(&,z)cos(£, y)hj§ =
o 2+h2)§

= —2 <g—§o)o{cos2(£,a:) h“————-——
G

W+ B2

— cos (€, @) cos (£, 2) 2 S j do+0 {g]}
o 2+ h2)2

27 2
= —2 (g—f—c) cos? (&, x) hjcos2 dd o lclg + O [4]
0 0 (02 + A%
o f 2 h? 1 2
= — 27 (5=} cos2 (&, )b il — & — —& + = ‘+Ofgl,
(69::)0 {( 3 > (£2+h2)§ 3 1kl }
wenn man beriicksichtigt, daf
. 2 2a
2 Y
(z* + a)? (#*+a)Va* +a

ist, die Abschitzungen

&

4 o2 go< b j

1
2

+i
1 d@ = 0[32']:

(0> + )3 @3 (o9

: ; 2+1
h2§ cdo <2 Si—gdg.—_om

3 (48 a3y @

bestehen, und die Integrale

S‘S—-—m———gdmdy—-ﬂ 5§—————~——§_dmdy_—0
&) #2422 &) ¢+ )?
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sind, wie man unter Einfithrung von Polarkoordinaten sofort sieht. Beifestem ¢
und b —> 0 geht also das zweite Teilintegral gegen

F A7 (5L), o (&, 2) + 0L,
je nachdem der Fall P, — p oder P°

n

Fiir das dritte Teilintegral von I findet man schlie8lich nach (43), (2), (4)
und (5)

— p vorliegt.

(fyﬁ)o”xﬁcosm 28008 (e, ) €03 1y £, 7) 15— d o
(O]

= ’ 2 2 B2
= 5(32), H e 00 (5.6) + s o2 (0 8) g 0B (2. )
(*)

+2 cos (x, &) cos (y, &) — 2 -5~ cos (, &) cos (2, &) —

zz+k2 t2+h2

2

2m cos (y. &) cos(z,&) + O [(t'2 + kz)é]}

2

h iy
4 2] ool [ %
b o+ (-

1 1
ez e

(e 4 2
(af) {0032(5 x)hj'f

+O [(2 + hzm}

il

7do+cos2($,y)kjj 27da+
(#'2 + p)3 w ¢

+ cos? (&,2) b3 jj - do + 2cos (&, ) cos(£,y)h jj iy ~do—

@2 + 1232 ARGEE L

— 2cos (&, x) cos (&,2) A2 J‘J.
@ 2+7f’)3

-do —

— 2008 (£, ) cos (&,2) 2| f Y get 0[82]}
(g; (t"-’ + h?)i

af 3 s 4 2R 1 8 1
= 5(29'5)0["052(5’“)§ W5 (4 7)) T
5 (e24+52)2 (2 4 h2)2
> 1
+cosz(5,y)%h{**‘i"’£ 5(82';'9;&)___”“3“%3%7%7}%'
5 (24 52)3 (24 123 ‘
. . 2 2 .
+cosz(5,z)zzf&3‘§»— L — 3+ ;25 m%g}]-!-(){e‘l

5 (24 ],,2)% 15 (2 + h?)3
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wenn man noch beachtet, daf

27z 2:: 2n
[eostoas =22, [oososieodr =3, [eom0a0 —a,
L] 0 0
2n 2n 2
Scos3ﬂsin #dP = 0, jcos%?dﬁ =0, J'cos2ﬁsin 4d8 = 0,
0 i} o
2a
¥ z? z* 4 &+ 3
3_ ldw = 3TF (g2 ) Va2
(22 + a)2 5 (2% 4 q)? (2 + a)Va? +-a
und
j e Az = — L _ I25 1 i
(22 +a)? 5(a?+a)? (22 + a)?

ist. Der Limes bei festem ¢ und % — 0 des dritten Teilintegrals ist also

? 5(;—;)0[0082 (‘f, fl!')?“; 18'5 + cos2 (5, y) i;— 185 -+ cos2 (5, 2')75 %] +O{8l]

- F2a (%)0 [cos2 (£, 0) + 5 cos? (&, ) + 3 cos? (¢, 2)] + 0[],

je nachdem der Fall P, — p oder P} — p vorliegt.
Das Integral I konvergiert also fiir 2 — 0 gegen

Plif,,l = T (5L), 0o (&, 0) 22 (21) [eos? (&, ) + 5 cost (&, ) +
. + 5 cos2(&,2)] + O[]
=+ 35 (21) [oos? (£,2) + cos? (£, ) + cos? (£, 9] + O[]
= + 3 (5),

Nimmt man mit dem Integral II eine entsprechende Zerlegung in drei
Teilintegrale vor, so findet man, daB das erste ein O [¢*]ist, wihrend die beiden
anderen ergeben

(52), | 208 0 2,8 008 0 £, mp) 008 (8,2) 51— do

T
() v P

= — 2(2{;}0 {cc)s2 (£.2)h ‘H——f—,g/ Eda-}-cos(f,x)cos(é’,y)kjf yf—};da*
‘o (¢'2+09)2 ® (¢2+h2)°

—eo;(s,m)oos(s,z)kzﬁ Y s +0[,
W
Mathematische Zeitschrift. 48. 38
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d.h. fiir A —0:

F é?—j—z (g—%)o cos (&, x) cos (&, y) + Ofe!]

bzw.

(i} , )
(5{;)0 5“[ Y 5 cos? (rp P> £) cos (rprp, npy) ¢os (7' p, &) ;5__ do

P
©® ?

6 - ’ , 1oyt
= wﬁ(gé)o{cosz(f,w)kj-j @iy ,da+0082($,y)7z” xy37d6+
g #2802 5 22

=do + 2cos (&, z) cos (£, y) h'” Ziy? 7 do —

- cos? (£, 2) h? J } 7
) (2 h2)?

o) (t’ 2+ hi)ﬂ

—2cos(§,w)cos(§,z)h2jj it | zdo —
) &2+ 03

— 2cos (&, y) cos (&, 2) kz‘H -

_de 0 [e‘]}
o (82422

d.h. fir 2 >0

== 5(3—;)02008 (E2)cos (E,9) % &+ O[] -

41((_9]_

=F 5 6y)o cos (£, 7) cos (&, y) + O[],

wenn man noch beachtet, dafl

7

2mx 2z 2z
[cos #sim39dd =0, [cosdsinddd =0, [cosdsiniddd =0
0 0 0

ist.
Da mithin

Tim 1T = T4 (i’l) cos (&, ) cos (£, y) & 7 (~) cos (&) cos (£,4) +
+ 0[] = 0[1
ist, so folgt

lim “ hm{I+II+III} + 2 (51), +ore.

h—>0
)
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10. Unter der Voraussetzungy von Hilfssatz 9 hat man fir die Normal-
ableitungesn, von V bzw. W die Limesrelationen

ti 25 — [ 0) — o0 cost (rrps € cos () +

P> s

P,—>7 + 208 (7, §) €08 (1, ) €OS (B, §) —
— 50082 (11, &) €08 (15 M) COS (T, 7 )}r%doai
;r_g.cos (&, z){{;) cos (&, z) + (7)0 cos (&, y)},

i 220 j ) — 1@} {005 (1 &) €05 (7,1, ) €05 (1, m,) -+

Paz—>1’

P —>P

+ 608 (T 5 £) €08 (7,145 By) €OS (1, 77) +
=+ €08 (7, 1) €OS (T4, ,) COS (9, &) —
— 508 (1,1, §)c08 (7, 1) 008 (T, ) €OS (T 1, )} Tsi do =
2 7} af
= —375{005(5, 2) <(a—£) cos (z,n) + ( ;) cos (y, 17)) +
0 af
- cos (1, 2) ((5{2)0 cos (z, &) + (5?/) cos (y, 5));
Beweis. Nach Hilfssatz 1 dieses Paragraphen ist

oV (P 0 { cos?(r . p, E) cOS (7, p, M)
L:Ez{V(P)—f(P)H — 22" dol.

E
dz i p

®
Wird der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck wieder analog wie
bei dem Beweise von Hilfssatz 9 als ein Integral iber 8 geschrieben und in

der Form
=0+

()] S— (s)
zerlegt, so braucht wegen

fim {5—2 jj} SI}‘EI:Z; gj {() — J (@)} {cos? (ry p, &) cos (ny:, mp) +

P—>p
S—8 (§—3)

—+ 2605 (1, p, &) €08 (7, p, N1 COS (1, &) —
— B cos2 (1, p, &) €08 (1, p, %) €OS (7 p, np)};;« do
o' P

‘:{U(Z’) — f(p)} {cos? (r,,, &) cos (n,, 1) +

S-9
+ 2008 (1, £) €08 (71, ) COS (1, &) —

‘*5008(??,96)003( ﬂ,% )OOS(.p,p, )};;‘;i’;da

38 %
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[man vergleiche hierza (23)] nur noch der Limes von

1= G, [ o st

) ®
“+ 2 c08 (1, p, &) COS (7, ps 1) CO8 (M, &) —

1
~ Bcos? (1, p, &) €08 (7 ps M) €OS (7 np)}% do+

+ (55, Hy{ },,3, do + H

() (s)
=141 4 111

untersucht zu werden.

Fir III erkennt man genau, wie im vorhergehenden Abschnitt, da
I £ 0[]

ist. Zerlegt man I wieder in drei Teilintegrale, so findet man fiir das erste bei
Beachtung von (43) und (8)

an | 2’ cos? (T ps &) cos (yes 1)

)

F! ; 2 2 2 }

= (), [] o s o 0 8+ 2 cos 0 &) ol cosb s ) +

()
2 ’ ’ lb
—+ t';“’l%ﬁ cos (z, &) cos (y, &) — %i 7 cos («, &) cos (2, &) —

3
TP'P

— s cos (g, §) cos (2, §) +

i
rofesmifarornlpiy o) i
(t'2+ hi) 2

so daB fiir 2 — O sich der Grenzwert

312 - (5:{:) cos (£, @) cos (&. z)—rO[s‘]

ergibt.
Fiir das zweite Teilintegral von I folgt nach (43) und (4)

. (g) j.s‘a}'2008(‘7'prp,§) COS (Tprp, Mp) COS (#p, &) ppdo
£8)

-2, || # e m

ofie ]

cos(y, ) + cos (2, §) +

}/{'7-,(—742

+0 [(t"’ + h2)2}} cos (2, &)

1 1
e P
’ @2 +02) *

gz+hz
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so daB der Grenzwert fiir b — 0

F 47 (21, o5 (& o) cos (6,2 + O [£1]

ist.
Fiir das dritte Teilintegral von I wird schliellich

an '
(c?_gz)o jj @' 5 c0s2(1,, ps £) 008 (7 p, 1) COS (T ps 1) 3
(s) ’

.“5( f) “ {tt'kaCOS (2,8) + 7o +hzcos (y’5)+z'z+;,,20082(z,5)+
[O)

-+ tiiaz cos (z, &) cos(y, &) — ﬁ_-;_-hi cos (z, &) cos (2, &) —
— t—}%% cos (y, &) cos (z, §) 4 0[(t’2 4+ h2)—2—]}
[k +0 [(t'z 4 k)2 ]} | 2 4 kz)%y
lyrz 4 a2 ivt f
1 d
m3 + a’
(2 - hﬁ) e
so daB der Grenzwert fir & — 0
T 10( i) cos (&, x) cos (£, z)vz + O [é*]
= F —3— (%)0 cos (&, ) cos (£, 2) + O [¢!]

lautet.
Damit ist also erkannt, daf

. - 4m 8] o Pl
hlfol =F 5 (ﬁ)ocos (&, ) cos (&,2) + O [¢"]
ist. Wird das Integral IT entsprechend behandelt, so ergibt sich
lim I = + 47 o

(20), 08 (& ) 003 (5, 2) F 5 (7,008 (& 9) cos (&:2) =

(22), cos (& ) cos (£:9) + O[]

=F5 (gg) cos (£, y) cos (£,2) + O [¢']

so daf insgesamt

h—>0 3
47
’3_

P?_‘Z’pf‘% H — 4% c0s (8,9 {(2), cos (6 @) + (52), cos (& )} + O]
n ) .
Plsp
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N.B. Die Grenzwerte in den Hilfssitzen 9 und 10 werden gleichmifig
angenommen.

11. Geniigt die Belegung f(p) einer H-Bedingung mit dem Exponenten p,
so genvigen die Integrale V (P) und W (P) in B + S und in R, + S einer H-Be-
dingung mit dem gleichen Exronenten u, wenn man hier, abweichend von der
friiher benutzten Terminologie, die Werte von V und W in einem Punkte p der
Berandung S von B bew. R, durch

V) = lim V(Ph, W) = lim W(P)
baw.
V) = lm V(B W(p) = lim W (P
Pl Pl >p
gegeben denkt.

Beweis?). Es seien P;, P, zwei beliebige in R (oder in R,) gelegene

Punkte, fiir die

20
Tp p, = T2 << 3

gilt, und deren Entfernung von der Fliche kleiner als 94—0 ist. Versteht man

unter K, die Kugel mit dem Radius 71, um den Mittelpunkt P von P; P,,
so sei

s =8 Ky,
wobei s natiirlich auch die Nullmenge sein kann. Mit p, bezeichne man den P;

am nichsten gelegenen Punkt von 8, so daB

Qo
TpoPy << e

ist. Die Strecke 15;.51 steht dann offenbar auf S senkrecht.
Es kann nun
cos? ('rp'Pi’ &) cos (rp,Pl, np,) _

V(Py =V 2 = ([0~ 10} | -
JJ PP,
© . cos? (r”,Pe, £) cos (7, Py Py )} do

. . ri P,
-+
1G] (§-8)

geschrieben werden. Ist s nicht gleich der Nullmenge, so gibt es mindestens
einen Punkt p von s mit

1
Tpp, STyp T Tpp, = T2+ 5712 = 5 112,
%) Bei den fiir den Beweis benutzten Abschétzungen sind in Richtigstellung der
urspringlichen SCHAUDERschen Fassung einige .Modifikationen angebracht worden,
die auch bei der Behandlung des Potentials der Doppelschicht entsprechend zu benutzen
sind.
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so dafl auch

und daher
Tome = Tppy T TRip, = 3712

gilt. Da dann fiir jeden Punkt p von s
|F(py — f(po)| = 3 Brfy
ist, so folgt auf Grund von Hilfssatz 7 dieses Paragraphen, daf
082 (ry p » §) €08 (1, P

@ ([ 10— 1o B -

L !’
(8) Py

_ cos? (rp,Pz, £) cos (rp,Pz, L)

do
7‘?2'?2 }

< KBn,
ist.

AuBBerhalb von K;, muB nach (13) und (17)

2 2
cos? (r, p_» &) cos (rpp,> ) . cos? (7, p,» &) cos (rppz, n,)

(45) 5 e
pPy 2P,
K 719

3
Tp Py

A

sein. Versteht man unter K die feste Kugel mit dem Radius %" um p,,
50 ist s, da fiir einen beliebigen Punkt p von s

Qo
Tppy = 3712 <

gilt, n K g‘” enthalten. DieMenge S — 8- K g‘” liegt also auBerhalb von Ky ,.
Da aber fiir einen beliebigen Punkt p von ihr

sein muB, so ergibt sich nach der gleichzeitig erfiillten Ungleichﬁng (45) die
Abschitzung

(46) | [ | =EBn,,

(8-5- 5P
Qo

wenn fiir die Konstante B der H-Bedingung fiir f(p) gleichzeitig
Max |f(p)} = B gilt.
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Versteht man weiter unter B; ; die Kugel vom Radius 73, um den Punkt py
mnd ist 6 = S - Ryy, so gilt nach dem Hilfssatz 7 dieses Paragraphen

wn |[[ter - o™

(o)

2 (7 pl,é‘)GOS( p,n:)
r‘}
7 Py
cos? (r.p,E)GOS( p,n:)}d
hand o

P'P2

é KBT{% {gg ;008'3(7-?,?1, 5) CcOos {fp'P]’ ﬂp,)sda +

2
i fprpl

R

)
"p' P,

{0)
< KB,

Fiir einen beliebigen Punkt pvon § - K% bestehen nun die Abschitzungen
(48) rony < KA @+ 9}, rp, 2 @+,

wenn man das in p, lokale rechtwinklige Koordinatensystem zugrunde legt,
bei dem die Strecke po Py auf der z-Achse liegt. Daher findet man nach (45)
und (48)

o | Jerme [

. . 23 P
{(s- Kg“)—(s +a)) (s- Kﬁf")—(s +ay) '
_S_KAB?IZ ﬂngKAB?’fg.

(S . Kgo)_(s ;0):) (x'2 + ylg) 2
Aus (44), (46), (47) und (49) folgt aber insgesamt
wEy-vE =+ [J +[+ [ |=KB
() (SvS‘KgO)) (0} (S . Kgo)_(si 0))
q.e.d.
12. Die in diesem Paragraphen fir den Bawm abgeleiteten, Hilfssitze gelten
. mutatis mutandis auch fir die Ebene.

Sind &, n die Koordinaten in bezug auf ein beliebiges in der Ebene ge-
legenes rechtwinklig-kartesisches Bezugssystem, so bestehen, falls die Kurve 8
denin § 1 genannten Voraussetzungen geniigt, die (24) und (25) entsprechenden
Relationen

1
(Iog————)
rpr2 Tprp cos? (7, p» &) €08 (T ps Ny/)
(50)5( L an; J,S‘:—"" 2 P ds =

P

S la g

{8y
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je nachdem P im Innengebiet von S, auf S oder im AuBengebiet von § liegt, und

* (31)

» 9 10g DU

afpnp a'r?rp ( ’P'p; P) d‘g
28 o om,

&

= 0

s cos (71;!1): &) cos (rpT;, 1) cos (‘rp'p’ ot ) ds
= e

(&)
bei beliebiger Lage des Aufpunktes P. Den Beweis von (50) und (1) kann
man unter Benutzung des erst an einer spateren Stelle dieser Arbeit angegebenen
ebenen Analogons (161), (162) der réumlichen Beziehungen (30) mit derselben
Methode erbringen, die zum Beweise von (24) und (25) herangezogen wurde.

Mit geometrischen Hilfssatzen in der Art, wie sie in § 2 angegeben wurden,
konnen die Analoga der Hilfssitze 2 bis 11 fiir den ebenen Fall bewiesen
werden. Die Analoga der Hilfssitze 2 bis 6 lassen sich jedoch auch unmittelbar
aus den bereits bewiesenen Sitzen fiir den raumlichen Fall ablesen, wie jetzt
noch kurz gezeigt werden soll®7).

Man erginze das &, -Koordinatensystem durch ene zur &, 7-Ebene
senkrechte C-Achse zu einem riumlichen Bezugssystem und bilde mit Hilfe
der auf der Kurve S definierten integrablen Funktion f(p) das iiber einen
unendlich langen Zylinder, dessen Erzeugende der [-Achse parallel sind,
erstreckte Integral

5 li b a“P28<é;)d d
(52 b_inw(j”ﬂp)(af) 22 ag)ds,
wobei p der auf dem Zylinder gelegene Integrationspunkt, P ein Punkt der
& n-Ebene ist und die Definition von f(p) dadurch auf alle Punkte p des
Zylinders erweitert wird, daB fiir sie der Wert der Funktion gleich dem an
denjenigen auf S gelegenen Punkten p’ angenommenen Wert ist, die dieselben
&, n-Koordinaten besitzen.
Da aber mit

Top = V"f'P "}:f;
die Gleichungen

1
2(s;)
3er _ Yot P arp,l, Tpp . Tprp 6%,?
a& Y";'P“f‘:z & 37&? on

b

3
2 p+ 2

2} Vgl. hierzu O.D. KEL10G, Foundations of potential theory. Berlin 1929.
Insbes. 8.172—174.
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bestehen, so erhilt man

b 5 . a(—L 8 ar,, .
7 P Thp " .3 Tp' P\2 rpvP 4l
}‘f(p)( ;}) “ow, 40 = - 1oy e (F) ony 23
RA -b (fgl P+ Z’)
N3 (OTyp\20rpp 2 ! ! b
_ 23 B+ ¢
(@) pP( PE ) an, (3?';'? 2 p \) +C2§ s
und also

, 0{log 1
-t U,

P

‘Wihlt man nun eine feste Zahl @ mit 0 < a < b, so wird

‘ o, 28 -
tiw {10 (*2Z)

(72:1; f( n .3 arp’P>2 Brp,P 2
= —f{@)rwp -
; on, P ( & Iny, 3';'}*

3
N _,_3__]
S i
und

—a
a7
li »P
b f 1 EE

or,p\2 07,
1t = —iw) e () Tor

?
2 a3 a 1 2
.{— (374: + 2, ) E 31, ]’
p'P » P (r;,P—{—a?)e ' P

. dllog L
o0 Vo = |10 (2 (a,f’j”’)

)

" ()
a n,

so dal wegen (53)
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Das erste rechts stehende Integral ist aber ein Integral von dem Typ,
wie er in den vorhergehenden Abschnitten dieses Paragrapheh untersucht
wurde, so daB die darauf beziiglichen Sitze unmittelbar angewendet werden
konnen. Es ist allerdings anzumerken, daB das herausgeschnittene Stiick der
Zylinderfliche keine geschlossene Fliche darstellt. Da uns aber das Verhalten
eines solchen Integrals und seiner Tangentialableitungen lediglich in Flichen-
punkten p interessiert, die gleichzeitig der Kurve § angehéren, so kionnen wir
das Zylinderflichenstiick einfach dadurch zu einer geschlossenen Fliche er-
ginzen, sofern das bei den Beweisen erforderlich ist, daB wir die von der
Zylinderfléche herausgeschnittenen endlichen Flichenstiicke in den Ebenen
[ = -+ a hinzunehmen.

Das zweite Integral rechts ist dagegen an jeder Stelle P der £, 7-Ebene
beliebig oft partiell nach £ und # differenzierbar. Um das zu erkennen, bedarf
es nur der Untersuchung einer auf S gelegenen Stelle, fiir die ja 7,,p = 0 sein

kann. In der Umgebung einer solchen Stelle mit 7, , = 0 gilt aber die Reihen-
entwicklung

87’, 287’: 2 2 a3 1
o [ e
( 98 ) o, [35,,, 8y, T 4P 5

! ’ (2 p + )
o E—820rypr 2 __( 2 *w)( _3<rp'P)2 3 rp,p)‘-% )1
- Tg;P 87"2,! t3rplp 31‘1),1_-, + al 1 2 a +8( a + J
(5’_5)2 pr:p[fplp Ty p 1 rglP+,§. rg.P ]
= Tp% P Omy L a> — gt T 4 &t 2 ot

_ =8 h o
I Tl by .
»'P »

wobei in der zuletzt angeschriebenen Reihe nur Potenzen mit einem ungerad-

zahligen Exponenten grofler gleich 3 auftreten, so daB man schlieflich mit
geeigneten Koeffizienten a;, a3, . . .

a7, p\2 01, 2 2a3 1
2 P) »' P . ( P ) —_—
( 0 dny [Sr!,,P 87y p T arpr

= (& — 5)

{alfyp-i—%‘rp!p-'}*a{,’rprp—;— ]

= (§— &P g — [2737P+ rpp + - ]
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schreiben kann. Da hier aber in der eckigen Klammer eine Potenzreihe steht,
die nach Potenzen von (& — £)2 + (' — n)? fortschreitet, so ist klar, daB
der letztere Ausdruck an der Stelle £ = &, # = %’ und damit, wie behauptet,
das zweite Integral anf der rechten Seite von (54) auch an einer auf S gelegenen
Stelle beliebig oft nach £ und # differenziert werden kann.

Fiir das Integral

- 1

a { lo;

or,p 071, < gr. )

W' (P) = j'f(p') e e T
(8)

kann man eine zu (54) analoge Formel aufstellen und daraus dieselben Schliisse
ziehen.
Beachtet man, da wegen der zu (38) analogen Relation

1 €08 (s p> it}
l—> " lds < K,
j. | Ty P
(8)
bei der K eine von der Lage des Punktes P unabhingige Konstante ist, die

Abschitzungen

j' L 608 (7, ps §) COS (7, p, 1) i s
% rp'P ?
(8) < K

i 08 (7,1 ps &) €08 (7)1 py ) €OS (70 ps Ny) \ds

i
(8) P ,

bestehen, so ergeben sich die (39), (40), (41) und (42) entsprechenden Rela-
tionen :

(55) V. () =V'() + 5 o),
(56) Vo) = V() — 5 (),
(57) W/ (p) = W' (p),
(58) W, (p) = W'(p),

falls die Funktion f(p) als stetig vorausgesetzt wird.

Besitzt die Funktion f(p) eine erste partielle Ableitung, die einer gleich-
mifigen H-Bedingung mit dem Kurvenexponenten A geniigt, und versteht
man unter z, ¥ ein in éinem Punkte p von § lokales Koordinatensystem, bei
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dem die y-Achse in die Richtung der in das Innere von B weisenden Normalen
zeigt, so folgt aus Hilfssatz 9 und 10 unmittelbar, daBl die Grenzwerte

A0 M) . ev(pr
lim ax’ ,  lim ax—"—),
n~>c 0> co
L aV(PY) . av(Po
lim = o, lim oV (Fy) ,
(59) n-—>c0 Y n>w0 0¥
. AW'(P)) . OW(P})
lm e lim Fya
% ~>co n ~—> oo
AW (P82 aw (P2
lim a( ”), lim oW (P,)
N> 0 y n—> 3:1/

existieren, wenn die Punktfolgen P} bzw. P} von innen bzw. von aufien gegen p
konvergieren, und daf insbesondere bei Beachtung von (54)

i (GVED VPN 3 4n
M \T9s T Tas | 13"
und
. (OW(PL)y W' (P})
7,?_?;{ oz - ox } =0

ist. Unter derselben Voraussetzung iiber f(p) gelten dann aber die folgenden
spater benttigten Limesrelationen

1
. ov®h [, 3{1"%;:] \
(60) lim (2 0w :a;ff@)"‘“”anp,“‘“ p=ri]

n—»co
Sy

a|log 1-; \
vy o 2,
"<2 9z ~[a‘;5f(?)”‘ﬂ;"*ds )=27z-—2n=0,

da
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ist, und

Nk o W' (Pi) a (., oy
(61) lim (2 0 o (ﬁjﬂp%—a@;— sl )-

n—>co
)

L
,2mE [ j 0 P"gr,,,,,l
N2 =5 ) 1@ 7u, ds e =0

(&)

R 0 (10g L

[l a , )
7zh—1>n°°1 a_z;jf(p) an}jz.) ds P=sz—

®
1
0[log-—
0 P Tp'p _
- [ﬂjf(p)h—--—a% —ds]PZPa} = 0.

(&)

§ 4.
Das innere Problem im Raume,

1. Wir wollen in diesem Paragraphen fiir das innere raumliche Problem
folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen:

Hauptsatz I. Genigt die Beranduny S des einfach zusammenhdingenden
ganz im Endlichen gelegenzn Gebietes R den im § 1 genannten Voraussetzungen,
wnd besitzen die auf S definierten Funktionen o, o, v dort partielle Ablestungen
erster Ordinung, die einer gleichmipPigen H-Bedingung ‘gentigen, und sind sie
die auf S angenommenen Werte der partiellen Ableitungen erster Ordnung einer
in B zweimal stetig differenzierbaren Fumktion & (£, 7, §), s0 gibt es (us auf
eine addstive Konstante ) genawu eine in R biharmonische Funktion U, deren
partielle Ableitungen erster Ordnung in R + 8 stetig sind und auf S bzw. mat
@, 6, T tibereinstimmen.

Nimmt man an, daB es eine biharmonische Funktion U mit den verlangten
Eigenschaften gibt, und setzt man

ouU oU ou du v ow
uz'@*g‘) ,0:5"7;: w""é’f: ﬁ*ﬁ"f‘ﬂ‘l’é‘gz‘AU;

80 geniigen die Funktionen u, v, w, & offenbar im Gebiet R den Differential-
gleichungen
8 a9

(62) Aul—g—s=o, dv—37 =0, Aw-—g—-'—;:(), A% =0,
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sowie den (im Sinne von Grenziibergingen aus R auf 8 zu verstehenden)
Randbedingungen

(63) [uls =0 [ls=0 [Mls=7
und umgekehrt gilt der gleich zu beweisende

Satz 1. Sind die Funktionen o, o, T die auf S angenommenen Werte der
partiellen Ableitungen einer in R zweimal stelig differenzierbaren Fumktion
D (&, 1, L), und gibt es ein Losungssystem wu, v, w des Problems (62), (63), das
in R -+ S stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, so ewistiert eine
biharmonische Funktion U derart, daf

ou
on’

D

U

U = —
ag

W =

s

> V=
ist. )

Mit diesem Satz 1 ist aber zugleich der Hauptsatz I, jedenfalls was die
Existenz einer Losung anlangt, bewiesen, wenn man die folgenden in den Ab-

schnitten 4 bis 11 zu beweisenden S#tze heranzieht:

Satz 2. Bei belichig vorgegebenen auf S stetigen Funktionen o, 6, © hat das
Problem (62), (63) in R stets eine Liosung.

Satz 3. Besitzen die Funkiionen o, o, T auf S tberdies partielle Ableitungen
erster Ordnung, die einer gleichmifigen H-Bedingung geniigen, so sind die nach
Satz 2 existierenden Losungsfunkiionen in R + S einmal stetig partiell diffe-
renzierbar.

Der Nachweis fiir die im Hauptsatz I behauptete Einzigkeit der Losung
bleibt einem besonderen Abschnitt vorbehalten, wo sie sogar unter allgemeineren
Voraussetzungen aufgezeigt werden wird.

9. Dem Beweise des Satzes 1 schicken wir einen Hilfssatz voraus, der
auch fiir die folgenden Schliisse bendtigt wird: Geniigt die Berandung S des
einfach zusammenhimgenden, ganz im Endlichen gelegenen Gebiet B den in § 1
genannten Voraussetzungen, so kann man eine unendliche Folge von ganz in B
gelegenen, denselben Voraussetzungen gensigenden, gegew S konvergierenden
Flichen S, konstruieren, die die Eigenschaft besitzen, daf fir eine Folge von
integrablen und gleichmifig beschrinkien Fumktionen f,(p), die resp. auf S,
defindert sind, und die fiir n — o gegen eine auf S definierte integrable Funktion
f(p) konvergieren, die Limesrelation

lim [f ) do = [[ /() do
Sn) (8)

gult. (

Beweis. Die zu B + S gehorige GreExsche Funktion, die auf S ver-
schwindet und in einem Punkte P von R einen Pol aufweist, werde mit G
bezeichnet. Die Funktion G besitzt bei den getroffenen Regularititsvoraus-
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setzungen iiber § nach Satzen von ScHAUDER 28) und KE11062%) in dem ab-
geschlossenen Bereich R -+ 8 mit Ausnahme des Punktes P stetige partielle

Ablextungen erster Ordnung. Fiir die Normalableitung { 3 J muB, wie von
L. LIGHTENSTEWW) bewiesen wurde,

(el +o

sein. Ist p ein beliebiger Punkt auf S, so bezeichne man mit Z, das Innere
eines Kreiszylinders, dessen Grundkreisfliche den Radius besﬂ;zt der die
Hohe 2 p; hat, dessen Mittelpunkt mit p zusammenfillt und dessen Achse
mit der Normale n, im Punkte p identisch ist. Man kann dann sicher den
Radius p; so klein wiahlen, daB erstens g, Kleiner als g, ist, wobei g, die in der
Einleitung angegebene Bedeutung hat, daB zweitens in der Durchschnitts-
menge von R + 8 und Z,,

0n,,=t:0

ist, und daB drittens Z den Punkt P nicht enthilt. Versteht man weiter
unter B den Bereich, der alle Punkte von R enthilt, deren Entfernung von S
groBer oder gleich als 6 > 0 sei, wobel 6 < g, ist, =0 wird die Funktion G
in B ein positives Minimum M annehmen.

Es soll nun gezeigt werden, dafl die durch

G:%(n:ganze Zahl = 2)

gegebenen Aquipotentialflichen eine Flichenschar S, mit den gewiinschten
Eigenschaften ergeben.

Jeder Punkt des Bereiches By, der aus allen Punkten von B -+ S besteht,
deren Entfernung von § kleiner oder gleich 4 ist, gehdrt nun einem Zylinder Z,,,
an. Nach dem Heinz-Borzischen Uberdeckungssatz 1a8t sich dann B,
bereits mit endlich vielen Z, iiberdecken. Da jeder Punkt der Fliche S,
(% = 2) von § um weniger als  entfernt ist, so gehort jede solche Fliche ganz
dem Bereich B, an und wird also ebenfalls von den endlich vielen Zylindern Z ”
iiberdeckt.

Ist p der Mittelpunkt eines von diesen Zylindern, so wihle man in p das
Tangential-Normalkoordinatensystem z, y, 2. Enthilt dieser Zylinder das

2} J. SCHAUDER, l.c¢., Anm. ).

#%) 0. D. KELLOG, 1. ¢., Anm. 15),

30) L, LicHTENSTEIN, Uber eine Eigenschaft der klassischen GREENschen Funk-
tion. Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 319—320.
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Flichenstiick F, von S,, und ist (%, %o, %) ein beliebiger darauf gelegener
Punkt, so kann F, nach dem Satz fiber implizite Funktionen in einer gewissen
Umgebung dieses Punktes eindeutig und analytisch in der Form

7= ¢, (29)
dargestellt werden, da ja

0 G (%os Yos Z0)
0z +0

ist. Diese eindeutige Darstellung 148t sich aber auf das ganze Flachenstiick ¥,
ausdehnen, denn wire fiir zwei beliebige Punkte (2, Yo, 20) und (o, %o, %0 +1)
von R, die gleichzeitig Z o angehoren,

G (%o, Yo, 20) = G (%05 Yo %0 + 1),
so miifte nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

sein, wenn man noch beachtet, da wegen der eindeutigen und stetigen Dar-
stellbarkeit des Z, angehdrenden Flichenstiickes F von 8 in der Form

z= @ ¥)
mit (Zo, Yo, %) und (%o, %o, % + 1) auch alle Punkte (2o, %o, 20 + #) fiir
0 <& <1 dem Gebiet Z, - B angehbren.
Da aber

6(}(1 > Yo 2o+ 1)
° dz + 0

ist, so folgt notwendig
l=0.
Man iiberlegt sich weiterhin, da8 jede Fliche 8, die Berandung eines
einfach zusammenhingenden Gebietes ist3l).
Bezeichnet man die Projektion von F, bzw. F auf die z-y-Ebene mit
F, bzw. F, so wird zunschst

[[h@ae = [[f@n )1+ (2f+ (3 dzay.

(Fp) Fp)
Da hier die Ableitungen
G (=, Y Py (T, y)) 06 (x, Y Oy (%, ,‘ll))
Opn _ 0z 0 _ 0y
ox 3G (2, 9, 9, (%, )Y ’ 9y~ G (%Y Pa ()

oz 9z

) Vgl. hierzu O.D. KELLOG, L ¢., Anm. 7), inshes. S.238—239.
Mathematische Zeitsehrift. 48. 39
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fir alle » (» = 2) gleichmiBig beschrinkt sind, und

lim gu(z,9) = ¢, 9),
lim 7, = F

n—> o

ist, so folgt nach dem Satz von ArzkrA-LEBESGUE
lim  [{f.(p)do = (U 1) do.
n—> o (Fp) )

Beachtet man schlieflich, da$ die Flichen S und S, durch die endlich
vielen iiberdeckenden Zylinder Z, in endlich viele Stiicke zerlegt werden,
deren Randkurven stiickweise stetlge Tangenten besitzen32), und deren jedes
auch, wenn es mehreren Z, gleichzeitig angehort, jeweils nur einem dieser
Zylinder zugeordnet sei, so folgt durch Summation, wie behauptet,

lim [{fu(p)do = [[f(p)do.
> 9 (8p) 5]

3. Man bilde nun, um den Satz 1 zu beweisen, mit Hilfe der in R + 8
einmal stetig partiell differenzierbaren Losungsfunktionen w,v,w des Pro-
blems (62), (63) und der gegebenen in R zweimal stetig differenzierbaren
Funktion @ die neuen Funktionen

_ o — oD — o
(64) u:u'—"a_z?: ”:”—377’ ’w:‘w“"“fa
fiir die offenbar
(65) [uls =0, [0ls=0, [w]s=0
ist.
Da alsdann
_ 9% _ow _dv w_aa__au?__au dw
o MT T T ey a T T 9E T ST o
(66) ___Q_q ou v du
8T 88 T an T 8F  an
sein muB, so folgt aus (62)
dwy _ dwy dwy  dwy _ dw,  dwy
(67 G 9y =% E e =% B e =O

32) Vgl. hierzu O.D. KELLOG, L. c., Anm. 27), insbes. S. 97—107.
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Auf den von den im zweiten Abschnitt konstruierten Flachen S, begrenzten
Bereich R, + 8, wende man den Gaussschen Integralsatz in der Form

I R A et o
(Rn

(68) — _“” {w? + wd + wildr -l—(H {1 (wg cos (n, £) — w3 cos (1, 7))
&n) S

+ 9 (w3 008 (1, £) — w1 €08 (1, ) -+ W (1 €08 (. 17) — W 08 (1, £))}do

an. Da bei Beachtung von (67) die linke Seite von (68) und wegen (65) auch
der Limes des rechts stehenden Oberflichenintegrals fiir # — oo auf Grund
des im zweiten Abschnitt bewiesenen Hilfssatzes verschwindet, so folgt aus
der damit resultierenden Relation

5_“ {wi 4wy +witdr = 0,
*®
da8 die Funktionen w,, w, und ws in B identisch verschwinden. Gemi8 (66)

existiert aber alsdann in R tatsichlich eine Funktion U (£, , {) derart, daf
ouU U _oU

"a“é b v = 'a‘;?— , W= FY3
ist, wobei nach (62) und (63)

U =

AAU=0in R
und ]
U oU
Gel=e [3li=2 [Geli=-
wird.

4. Beidem Beweis des Satzes 2, zu dem wir nunmehr in den Abschnitten 4
bis 6 iibergehen, benutzen wir ein von LAURICELLA 33) ausgebautes elegantes
SchluBverfahren FrEDEOLMS 34).

Neben der Problemstellung (62), (63) betrachte man zugleich die bereits
im § 3, Abschnitt 1 herangezogenen Differentialgleichungen

o o9 ad
und Randbedingungen
(70) [Wls =0 [Wls=0 [Wls=7

mit k als Parameter, wie sie beim Hauptproblem der Elastizititstheorie auf-
treten. .

3) (. LAURICELLA, L c., Anm.?).
34) J. FREDHOLM, l. c., Anm.¥).

39*
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Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

k
®=51p
o= 2=
K (P, p3%) = 23—1«: 22:)) - 23—:’6 (a;gr)z g’::} ‘

cos (¥, ps?.) cos (r, p, %)
:______“;P p~+x{3oosz(7‘pp,§)—1}———f-2£vl,
pP pP
1
FY
L 3k aer 6er (er>
Ky (P, p; %) T 9%k 8¢ on on,
— 3 08 (7, p> &) cos (er, n) €08 (7, p> 7y,
o p ’
1
af =
L 3k 8rp_p 6rp‘P (rpp)
K (Pops#) = 515 56 ot an,
_ cos (rpp, &) cos (pr, ) cos (rpp, np)
2, ’
(11) § Kqe(Pyp; %) = Kgy (P, p; %),
1 1
a(—— af—
Ky (Pps ) = oo '(r””) 3k (Zor)’ (r“)
1 (5P %) = 57077 an, T 24k\ 07 o,
0S (7. s N B
— 20t 4 B eost (1) — 1) B,
"sp pP

1

a(«v)

L, B8k 8rpparpp Tpp

B (Ppi#) = 5735y ¢ om,

= 3 cos (Tpp’ 7) €08 ("‘pp} {) cos (rpp’”p)
2 3
TPP

K. (P,p;%) = K (P, psx), K-y (P,psx) = Ky (P.p;%),

I
s (Brps %) = 517 an, + 2’-}—k< 2t ) n,
co 7 ,
= —iﬁéﬂ——‘ﬁ 4+ %{3 cos? (ryp,0) — 1} ?—(7’%{—’}’2
ToP Tpp
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werde zunichst das System der inhomogenen linearen Integralgleichungen zur
Bestimmung der unbekannten Funktionen f(p; ), g(p;2) und k(p; )

039 + o [ [ el 320 10520 + Koo, 95 ) 0030 +

(S), - + Ko (0 p'5%) h(p'5 )} do = o(p),
(12 g(p;2) + 5= H (K, (0, 75 2) 10’3 %) + Koy (0, 03 %) g (05 %) +
. ® + Ky (p 75 %) B(p'5 )} do = o(p),
M) + o [ Eeso, 3 10320 + Koy 037 003 ) +
© + K. (p, '3 %) h(p's #)} do = 7(p),

untersucht, wobei wir annehmen, dal k 5= — 2 ist, und daB die mhomogenen
Bestandteile g, o, 7 auf S stetige Funktionen sind.

Ein solches System I8t sich stets auf eine einzige Integralgleichung
zuriickfithren. Man wihle dazu statt des Integrationsgebietes S eine aus drei
Exemplaren von 8 bestehende Fliche S, die um sie voneinander unterscheiden
zu kénnen, mit 8@, 82, 8 pezeichnet seien. Ein Punkt p soll S angehoren,
wenn er auf einer der Flichen 8 (u = 1,2, 3) liegt. Unter Benutzung der
fiir den Augenblick gebrauchten neuen Bezeichnungen

51, 52, 53 statt & N, Z,

h(p: %), folps ), fa(psx) statt [(p;), g(p;%), h(p;%)
und
e1(p): 02(p), 03(p) statt e(p), o(p), 7(p)

definiere man auf & die beiden Funktionen

(3 %) = f,(p3 %), falls p auf S liegt (1 =1, 2, 3)
und

e*(p) = 2. (p); falls p auf 8 Legt (v =1, 2, 3)
und auBerdem eine Funktion K (p, ¢; %) der beiden auf S variierenden Ver-
anderlichen p und ¢q durch
K(p, q;%) = K ¢, (b, g5 ), falls p auf 8¢ und g anf S liegt.
Das System (72) kann alsdann durch die einzige Integralgleichung
1 ’ ’
(73) #e0) + s | K@i s de = ¢*0)
©

ersetzt werden, wenn man unter dem auf der linken Seite stehenden Integral

naturgem3if . )
[ - do [ oot [[ ot [-do
© (S ) (35
versteht.
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Da die Keine des Integralgleichungssystems (72) wegen (9) fir p' = p
wie —— unendlich werden, so erkennt man genau wie in der Potentialtheorie

21
durch@’,{}fbergang zu den iterierten Kernen, daB man auf (73) die FREpHOLMsChe
Theorie anwenden kann. Ist die natiirliche Zahl m hinreichend gro8, so er-
weisen sich die m-ten iterierten Kerne als auf § stetige Funktionen3s)., Wir
konnen™ fiir m insbesondere eine ungerade Zahl wihlen.

Wir behaupten nunmehr, daf die Frepmormsche Nennerdeterminante
D™ (%), die in iiblicher Weise mit Hilfe der m-ten iterierten Kerne gebildet
wird, fiir % = 0 nicht verschwinden kann, so daB die ganze transzendente
Funktion D™)(x) sicherlich nicht identisch verschwindet. Da nimlich fiir
0,0,7=10,0,0 und x = 0 (d. h. k¥ = 0) das System (72) in das System der
homeogenen Integralgleichungen

f(p);l—-;;”
)

(g > M)
g(r)—i—él;,” oo-f—rr————p—g(p)dc-ﬂ
»'

) ?

cos (. p,n.)

f(p")do = 0,

PP

cos {r , ,m ,)

ho)+ o || 2t
o pJ

© L

hip)do = 0

iibergeht, so hitte fiir D (0) = 0 die aus einer solchen homogenen Integral-
gleichung durch m-fache Iteration hervorgehende Integralgleichung eine nicht
identisch verschwindende Losung. Dann mu8 es aber eine m-te Emheitswurzel
&, (¢, = 1) und eine nicht identisch verschwindende Funktion f,(p) derart
geben daB

cos( P D

hip) + % jj -————;2'——1]— f,(@)do =0

) PP

ist3%), woraus wieder die Existenz einer nicht identisch verschwindenden
Funktion f,(p) folgt, die der Integralgleichung

Eu ’n) ’
Lo+ g || 2 gy do = o
s pp‘

geniigt.

%) Vgl. hierzu E. GOURSAT, Cours d’analyse III, 3. Aufl.,, Paris 1923, insbes.
8. 362—364 und O.D. KELLOG, L ¢., Anm. ¥), inshes. S. 209—309. .

) Vgl. etwa A. KNESER, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der
mathematischen Physik. Braunschweig 1911. Insbes. S.213-—214.
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Fiir diese Integralgleichung kann man aber unter Benutzung von Sitzen
iiber Potentiale der einfachen Schicht, wie sie bei unseren Voraussetzungen
iiber die Berandung S von ScEAUDER®) bewiesen wurden, mit SchluB-
weisen, die im Rahmen der Potentialtheorie gelaufig sind, im Gegensatz zu
dem eben Festgestellten zeigen, daB sie weder fiir ¢, = 1 noch fiir eine beliebige
komplexe m-te Binheitswurzel ¢, eine nichttriviale Losung besitzen kann3),
so daB tatsichlich D™ (0) = 0 sein muB.

Ist x keine Nullstelle von D™ (x), so lautet unter Benutzung der fur
nichtbeschriinkte Kerne, deren m-te Iterierte stetig sind, giiltigen Form der
Resolvente®) die eindeutig bestimmte Losung von (72)

s = Fpsx) ) = 5% vy — HP3%)
(74) .i(p’ x) - D(m) ("), ‘g (p’ %) D(m) (x) ) h (p’”) - D(m) (,‘) !
wobei die in % ganzen transzendenten und in p stetigen Funktionen F, G, H
den Integralgleichungen

r

1 ? ’ ’ 7
F(p; %) + 52 || {Kes (0’5 2) F(p'5 %) + Ky (0, 15 %) G0 %) +
2n

o o

® + K.-(p, p';2) H(p'; %)} do = D™ () o (p),
(1) G+ —2}; { 20 F(p52) + K, (0, 15 %) G(0'5 %) +
( + !p,(p’ f ") H(P ’/)} do = D‘m)(ﬁ)g(p)’
H(p; %) + §1‘,; {Eoe(p, ¥'52) F(p'5 %) + Ky o (p, 75 %) G035 %) +
® + Koo(p, ' ) (' 2} do — D™ (2)z(p)

geniigen.
Man kann sich nun davon iiberzeugen, dafl die mit Hilfe von F, G, H fiir
die Punkte P = (&, 7, () von R gebildeten Funktionen

w(Pi) = o [ [P w5 F's2) + Koy(P 13 ) 605 +
® + K.(P, p'; 9)H(p'; %)} do,

(16) o*(P; r)=—jj{K,,,(Pp AF @ 2) + K, (P13 ) G(0'52) +
+ K, (P, p';2) H(p'; #)}do,

0t (P = g | [ B D P20 + Ky (B w5 )63 +
® + K.o(P, v’ %) H(p; %)} do

37) J. SCHAUDER, 1. c., Anm. %), insbes. S.635—640.

38y Vgl. hierzu AnKJESER L c., Anm. %), insbes. S.203—204 und S. 219222
mnd O.D. KELLOG, 1. ¢., Anm. %), insbes. S.309—310.

39) Vgl. etwa E. GOURSAT, 1 ¢., Anm, %), insbes. S.382—384.
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in R den Gleichungen
. » a 8% 9 9% 8 9*
Au*+k“a*g'=09 A?*+k§";=0, A'W*'i'krzo,

0 e 2ut L 00 0wt
T 0é an ¢

geniigen und auf S wegen (39), (41) und wegen der bekannten Sprungrelationen
fiir das Potential der Doppelschicht gemiB (75) die Randwerte

(78) {u,*} g = D(m) (%) o [‘U*] ¢ = D("")(%)G‘, [w*} o= D(m)(%),[
apnehmen. Mit den Funktionen
. 1 r @r,p . E ryp kP?r,p
m=0+H0 -5 e T T gaEs, T T 7og0r

bilden nimlich auch folgende Funi(tionen ein Losungstripel von (77):

1 1 .
" o) e c ee?
=5 = (1+H) (fpp)—'k'{ P TN (er)}
IR, on, 2| dn, . 7;13 n, ";;p on,
;1 1 1
l,) 5 o(;—)
_—;(1 .s_.k_) lrl“’ — L TpP\)if_ _1_3_15(0?'1,;0)2 (er
2 anp E3 n, 2 GE 8np
: o(=
L R I T Y
17 om, 2 3 an 73 n, e Top __—qanp i

a
1 1
s 2lp oy & 3(?25) 95 | 3k 07,p O7pp 0(?;1?)

"’2acan26na_n;’2‘osananp

>

1
. a(_
oo k[ FH 00 Imhos  gETh g rpp)x
1 anp 2 » anp ,,.;P anp Top T anp |

L 1
-k @ﬁ,_fgﬂ@g_g 35 87,p 07,p 9(;;)

="7F "9t on, 2 0L On, " 2 0f 8 dm,

und zugleich mit

()
PP
Uy = P Vp = an 2 = R

ist das anch fiir die Funktionen
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der Fall. Da auch die Funktionen

o) o) () o(:)
o = 2@l \Tpp ﬁé P e — _BP 33}_ e = — TP/ 3E
G dn, 2§ om) 3 & an, C as an

ein Losungssystem darstellen so gilt das schlieBlich, wie behauptet, fiir die
Funktionen

? (;f;) 4 3k <Orpp)2 a(;,:l;)

. k.,
tglTy%= ot lne) .
(79) ok k 3k 9rpp O1pp a(;;l;)
o+ _‘2_”2%?2—@) T3 T8E ay on, ’
k k 3k 97,p 01y p a(;};)
CiT TS T 5 a0 am,

Die restlichen Relationen ergeben sich durch zyklische Vertauschung.
Fiir die durch (76) gegebene Lésung ist

. a(t a2
a*:%“ 2{"’ o )F< %) + aig;; )G< )+

CENAEY: an
1
(p ) ;x)}do

L&)

on 72
(80)
1 9 a(rl ) 2 0(,1
— LT ' P P P ,.
T 9n jj d& anp" F(p "5)'“}.37} @np, G(p ,k)-—%‘

) .
1 -
) ? (“)
+57 3 . H (p ®)da.
5. Innerhalb von B sind u*, v*, w* beliebig oft nach &, #, ¢, « differenzier-

bar, so daf die Reihenfolge von aufeinanderfolgenden Differentiationen ver-
tauscht werden kann. Durch ¢-malige Differentiation von (7 7) nach » ergibt sich

¥ ki"”’* . (2+k)2 0 Lg%

A()x‘ + TE 5. ) 5 5 R}
It o* 0 9% . (24+k)2 9 9l e*
it oa vy =9

(81) :
0‘w*_{_ d ato¥ Py L o1 px ;
3 84“3,, TETTY T G T T
pryes —o : :

F -
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wobei durch die Punkte Glieder gekennzeichnet sind, die Ableitungen von #*
nach » von niederer als der (¢ — 1)-ten Ordnung enthalten.
Fiir die Randwerte der ¢-ten Ableitungen von w*, o*, w* findet man
o u*] _ d D™ (x) [a‘ 'v*] _ d'D () #w*1 _ dt D™ ()
(82) [3"" ]s dxt ’ axtls dit o [6%‘ ]s— dxr' ’
Denn es ist z. B. innerhalb von B

o (=2 a1y
91%(;1) ;,,ﬁ{( (S:Z"P) + ,‘(3 (ngép)zﬂ 1)3§,Z,'1,)>33F3(§;?‘)+
®

o (0T P\2 6(’%;») 81F (p';x)
+i(3(5%) — 1) =S

1
or () 5
»P %"y \Tpp/ 3G (p';x)

+ 3% :
(83) 1 G e
6 P
+ 3@37 ‘P ayp P (r@’P) 3'_10(1)';")
LR an aﬂ?, dxt1 +
1
f——) .
+ 3= Oty p dryp (rp'P) 0'H (p';%) -+
08 2L Omy, EP
1
a(—~) .
ar,, Ty p! 871 H (p;
P 9Ty p ' P (p's%)
'+" 37/ aé. L 37";;' axi—l dg,

so da8 auf Grund von (39), (40), (41) und (42) und dem Randverhalten des
Potentials der Doppelschicht bei Anndherung von P an 8

[a" o* (P; x)] _ O F(p:x)
S

P Py
+ 5z ” {K;:JP,P :»:)a F(P”‘)_H 31(;;;?;?';%) a‘—;i’i(ﬂ'; )
+Kg,:sZp,p :\c)a G(P % z“é;'n;?:;?';%) a“;éi(f;’;x)
+ K (o's %}3 ig;%) + ZaK&;}:p S laHz(ji %)} o
e | SRRy T
)
+ Key(p, 9" )G (p'; %) + Ke: (0, 9" %) H (p; %)} do = -Ld}@.(p)

sein muB.
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6. Nehmen wir nun an, da8 der Wert %o = — 1 (k= — 1) eine (¢ + 1)-
fache Nullstelle von D™ (x) darstellt, so dafl

apm (#0) _ BtD(m) (”}}_}, -0 4t+1 pm (%)

(84') D(m)(”o) = T = e = dut ) d%“'l =i= 0
ist und also
(85) D™ () = (x — %) "1 d() mit d{xg) = 0

gilt.
Da alsdann (76), (77) und (78)
99 (P; —1 a9* (P; —1
Awk(P; — 1) — *—(;75—“) —0, Av*(P; —1)— "(’577‘) _o
. 9% (P; —1)
A‘M*(P,-—l)—- "'—‘“’——'ac =0
und
[u*]s = 09 [@*]S = 0, [w*]‘s = 0

ergeben, so behaupten wir, dal in B
u* (P; —1)=0, «*(P; — 1)=0, w¥(P;—1)=0

sein muB. Zum Beweise dieser Tatsache zeigen Wit zunichst, daB die ersten
partiellen Ableitungen von u*, o*, w* bei Annsherung des Punktes P an §
existieren und stetig sind.

Auf Grund des Hilfssatzes 2 von § 3 und des entsprechenden von ScHAUDER
bewiesenen Satzes iiber das Potential der Doppelschicht (eine Bemerkung,
die auch auf die weiteren von § 3 benutzten Hilfssitze zu iibertragen ist)
geniigen die Funktionen F(p; — 1), G(p; — 1), H(p; — 1) wegen (75) einer
H-Bedingung mit dem Flichenexponenten 4. Wir woilen annehmen, was man
ohne weiteres tun kann, daf kein Vielfaches von 4 = 1list. Dann folgt ebenfalls
aus (75) nach dem Hilfssatz 3 von § 3, daB dieselben Funktionen fiir 24 < 1
einer H-Bedingung mit dem Exponenten 2 2 und fiir 24 > 1 einer H-Bedin-
gung mit dem Exponenten 1 geniigen. Im Falle 24 < 1 fahre man so fort. Die
betrachteten drei Funktionen geniigen also stets einer H-Bedingung mit dem
Exponenten 1. Auf Grund der Hilfssitze 4 und 5 von § 3 existieren dann
auf § die Tangentialableitungen

aF(p; —1) G (p; —1) dH(p; —1)
at ? at ’ ot
und erfiillen. eine H-Bedingung mit dem Exponenten 4 +p —1 =8 wobei
man fiir  eine beliebige Zahl mit 0 <z <1 wihlen kann, fir die 2 + 2 > 1
ist. Nach dem Hilfssatz 6 desselben Paragraphen geniigen dann die drei
Tangentialableitungen einer H-Bedingung mit dem Exponenten 1. Die Hilfs-
sitze 9 und 10 zeigen schlieBlich, dafl die ersten partiellen Ableitungen von
u¥(P;— 1), v*(P; — 1), w*(P; — 1) bei normaler Annsherung an S gegen
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wohlbestimmte Grenzwerte konvergieren. Da diese Konvergenz gleichmiBig
ist, so erkennt man, dafl die Ableﬂ;ungen auch in B + § stetig sind %),
Nach Satz 1 gibt es dann eine biharmonische Funktion U* derart, da8

w(Pi—n) =G, e @i-n =T oy =27

1st.

Versteht man riun unter S, eine der Flichen, die im Abschnitt 2 dieses
Pa.ragraphen definiert wurde, so kann man auf ihr Inneres B, eine GrEENsche
Formel in der Gestalt

(86) j’H(AU*)zdr—H{U*MU — 402 dg
(Bn) (Sm)
anwenden. Bildet man hierin den Limes fiir % — ®, 0 geht J‘A U* d

gegen Null, da 4 U* beschriinkt bleibt, withrend Ty gegen N ull konverglert

Bei dem ersten Bestandteil auf der rechten Seite beachte man aber, daf fiir
alle Punkte P auf S,,, deren Abstand von § mit % bezeichnet sei,

[U*], < }CR mit |D2U*| < Cin B + 8

sein muB, da U* mit seinen partiellen Ablejtungen erster Ordnung auf 8 ver-
schwindet, und die Ableitungen zweiter Ordnung in R + § beschrankt sind.
Beriicksichtigt man aber, da8 4 U* einein R - § stetige harmonische Funktion
ist, so hat man nach einem Satz aus der Potentlaltheone 4) fiar alle Punkte P

von S,:
04 U* 3 1
[ }snf<f”‘§07;’

s0 daBl schlieBlich

)” v 29 45| < 2 cop,
S
ist, wenn F, den Flicheninhalt von S, und %, den maximalen Abstand eines
auf 8, gelegenen Punktes P, von S bedeutén.
Da also auch dieser Bestandteil fiir # — oo, d. h. &, — 0 gegen Null geht,
so gilt in R+ 8

A4U* =90
und da U* auf § verschwindeig, somuBmm R — 8
‘ » Ux=0

) Pir den Beweis dieser Tatsache sei auf M. SULLIVAN, On the derivatives of
Newtonian and logarithmic potentials near the acting masses. Transactions of the
Am. math. soc. 34 (1932), S.137—171, insbes. S.146—147, verwiesen.

#) Vgi. 0. D. KELLOG, L c., Anm. %), insbes. S. 227.
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und damit auch, wie behauptet,

w(P; —1)=0, v*(P;—1)=0, w*(P;—1)=0

sein. ’
Aus (81) folgt nun fiir 4 = 1 wegen 9*(P; —1)=0

A% g () =0 A% ki (55) =0
4% +rgz () =

wihrend nach (82) und (84)

ou* o v¥ J w*
[Gelo=0 [Fl=0 [Gk=0
ist. Mit derselben Methode, mit der eben das Verschwinden von w¥*, v*, w*®
bewiesen wurde, 1iBt sich dann zeigen, daB in R
dur(Ps—1) _ o 0% (Ps D __ dw*(P; —1)
0x - % - FR
sein muB. Es ist dazu nur nachzuweisen, daB die partiellen Ableitungen der
Funktionen,
du*(P; —1) dv*(P; —1) dw*(P;—1)
dx ’ d% ’ oz
nach £, 7, ¢ in B -+ 8 stetige Funktionen sind, was ohne weiteres gelingt, wenn
man beachtet, daB man neben (83) und entsprechenden Gleichungen fiir
O o* (Psx) yng & w* (P30 gyp O'F (p;%) die Funktionalrelation
Lt &3t ax'

O'F (p; % 1 {9 9 . 87, \2 L ° (;ﬁ;)jy‘p @' %)
oy (e () 1)) +

1

NN | ; ) s or o, 5 o
+i<3 l@'ﬁ) 1\ e ITIF (@sn) | 3,000 e Mop "G (p'sx) |

0§ 0 ny P! ! 0& dn  Omy dxt

1 1
F —~—) : a1 .

_;_37;3?7"@ Orprp (Tp’p e (s _!_32,37?’9 Orprp (’p'p) 0" H (p'5 %) +
! 0 Oy Omy PP T & AL Omy 3t

7 b} 3( - ) i-1 , i rym)
Y Tprp OFpip Tprp! 8 H(p'5%) do = 8" D™ (3) )
T 9 8¢ an, YRS A e

und entsprechende Relationen fiir (2—6%(%1) und (zz—%-(?%i) hat. In dieser
»? ’

Weise erkennt man der Reihe nach fir ¢ = 0,1,2,...,¢, da8 in B
Q% p. ik p. ik p.
Furpi—1) o FTUPioD) o Fel Bl

9 2t 83"
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gilt. Daher kann geschrieben werden

w*(P;x) = (x + V(P ), v*(Pix) = (¢ + 1)1 (Ps %),

w* (P; %) = (¢ + 1) "1’ (P; 2).
Hierbei besitzen die Funktionen «',9’,w’ dieselben Differenzierbarkeits-
eigenschaften wie die Funktionen u*, v*-w* und geniigen nach (77), (78)
und (85) den Gleichungen
L I Y
Au+k5—§——0, A’?J+k'a-";——0, A?ﬁ“f—k-é—z--——o,
, 0w , ov 0w
¥=%Ft ot
[Wls=d(x)e, [W]s= d(x)o, [w]s=d()T.

Daher stellen die Funktionen

#(P; —1 *(P; —1
u(P;——l)::“\(m) )’ ”(P;“I)zv(fw) -—-1)’
(87) D™ (1) . D™ (—1)
L1y WP 1)
w(P; —1) (1)

stets bei beliebigen stetigen Randfunktionen g, g, 7 eine Losung von (62), (63)
dar, ganz gleich, ob D™ (— 1) ungleich Null ist oder verschwindet. Damit ist
also Satz 2 bewlesen.

7. Als Vorbereitung fiir den Beweis des im Abschnitt 1 dieses Paragraphen
genannten Satzes 3, des ebendort erwihnten Eindeutigkeitssatzes, sowie
einiger weiterer Siitze bediirfen wir einiger Hilfssitze, von denen wir zunéichst
den folgenden beweisen: Geniigen in dem Integralgleichungssystem (15) mit
D™ (x) & 0 die Funktionen o(p), o(p), T(p) einer H-Bedingung mit dem
Ezponenten u, so erfillen auch die Losungsfunktionen F (p; x), G (p; =), H(p; #)
eine H-Bedingung mit dem Exponenten .

Beweis42), Wir nehmen zunschst an, daB kein Vielfaches von A gleich 1
ist. Da nach (75) die Losungsfunktionen stetig sind, so geniigen die in diesen
Gleichungen auftretenden Integrale nach Hilfssatz 2 von §3 einer H-Be-
dingung mit dem Exponenten 1, so daB wiederum nach (75) die Losungs-
funktionen eine H-Bedingung mit dem Exponenten Min (4, u) erfiillen. Fiir
p = Aist also der Hilfssatz bewiesen. Ist aber u > 1, so gentigen die Losungs-
funktionen zunichst einer H-Bedingung mit dem Exponenten 4 und demgemal
die Integrale in (75) nach Hilfssatz 3 von § 3 einer H-Bedingung mit dem
Exponenten

24, falls 24 <1
1, falls 24>1

ist (der Fall 22 = 1 ist ja ausgeschlossen worden).

42) Erxveaﬂinft wortlich genau, wie der Beweis des entsprechenden Satzes in der
Potentialtheorie bei J. SCHAUDER, 1. ¢., Anm. ),
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Fiir 2 4 > 1 folgt also aus (75), daB die Losungsfunktionen einer H-Be-
dingung mit dem Exponenten y gentigen. Im Falle2 4 < 1ist die Behauptung
ebenso fiir u < 2 A erwiesen. Ist aber u > 24, so gehe man entsprechend
einen Schritt weiter. Man muf nach mindestens » Schritten zum Ziele kommen,
wenn # eine ganze Zahl bezeichnet, fiir die n- 4 > 1 ist.

8. Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz ergibt sich unmittelbar der folgende

Hilfssatz: Gewigen die Randfunktionen o(p), o(p), 7(p) einer H-Bedingung
mit dem Exponenten u, und ist D™ (x) == 0, so erfiillen die gemaf (75) und (76)
dazugehirigen Losungsfunktionen
u* (P;%

u(P; ) =",
von (69), (70) in R + S eine H-Bedingung mit demselben Ezponenten .

Beweis. Auf Grund des eben bewiesenen Hilfssatzes geniigen nimlich
die durch (75) gegebenen Belegungsfunktionen F(p; %), G(p; =), H(p; =) einer
H-Bedingung mit dem Exponenten u. Dann folgt aber unmittelbar nach
Hilfssatz 11 von § 3, daB8 die dutch (76) gegebenen Funktionen w*(P;x),
v*(P; »), w*(P; ) und damit auch die Funktionen u(P; ), v(P; %), w(P; %)
in R+ 8 eine H-Bedingung mit dem Exponenten u erfiillen.

9. Weiter wollen wir den Hilfssatz beweisen: Gendigen die Randfunktionen
o(p), 6(p), ©(v) einer H-Bedingung mit dem Ezponenten p, so erfillen die durch
(87) gegebemen Losungsfunktionen

v (P; ) = ¥ (P %) w* (P;x)

D (%) » ‘U)(P; ;‘) = D (%)

) _uw¥(P; —1) . v (P —1)
M(P, - 1) - pm (—1) ? ,D(P’ - 1) - D (—1) ?
. _w*(P; —1)
o= D= e Ty

von (62), (63) in R + S eine H-Bedingung mit dem Exponenten p.

Beweis. Fiir D' (— 1) =+ 0 liegt nur der eben bewiesene Hilfssatz fir
% = — 1 vor. Sei also D'™ (— 1) gleich Null. Bezeichnet P einen beliebigen
Punkt von R, so ist

o uF(Ps)
Ui = D (ac)
in einer gewissen in der komplexen »-Ebene gelegenen Umgebung vonz = — 1

analytisch. Als eine solche Umgebung kann gleichmi8ig fiir alle P aus B die
Kreisscheibe

e+ 1] <7
gewihlt werden, bei der r die Entfernung der nichsten an x = — 1 gelegenen

komplexwertigen Nullstelle von D™ (x) ist. Sind P; und Py zwei beliebige
Punkte aus R, so besitzt die Funktion

ty5(x) = u(Py; %) — u(Py; %)
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dieselbe Regularititseigenschaft. In der Kreisscheibe
x+1]Se=5

der komplexen x-Ebene ist alsdann die Funktion u;.(x) regulir analytisch
und D™ (x) verschwindet nur bei » = — 1. Es la8t sich also fiir u;5(— 1)
nach der Cavcryschen Integralformel

. 1 :
‘u:] 2 ("‘ 1) = m %(—xll d *?

schreiben, wobei das Integral iiber den Kreis |« -+ 1| = ¢ der »-Ebene erstreckt

wird. Versteht man unter M das Maximum von |u;4(x)| auf diesem Kreise,

so gilt also die Abschitzung

s (= )] = [ (Py; — 1) — w(Py; — 1)| £ 55 270 7 M = M.

Dehnt man nunmehr die Uberlegungen, die zum Hilfssatz 8 gefiihrt
haben, auf die komplexen x-Werte mit | - 1] = p aus, fiir die ja D™ () # 0
ist, so muB

Max {ju(Pq; %) — u(Pe; %)} = KBry p,
(=+1 =0

sein. Die Konstante B ist hierbei zugleich mit o von der Lage der Punkte
P,, P, unabhiingig. Aus dem letzten Ergebnis folgt dann aber, wie behauptet,

|[%(Py; — 1) —u(Py; — 1)| = KB, p,.

10. Weiter gilt folgender Hilfssatz. Besitzen in dem Integralgleichungs-
system (75) mit D™ (x) &= 0 die Funktionen o(p), o(p), =(p) Tangential-
ablestungen, die einer H-Bedingumg mit dem Exponenten u < A gemiigen, so
besitzen die eindeutig bestimmien Losungsjunktionen F(p; =), G(p;x), H(p; %)
Tangentialablestungen, die der gleichen H-Bedingung gentigen.

Beweis#). Da p, o, 7 Tangentialableitungen besitzen, so erfiillen sie
eine H-Bedingung mit einem beliebigen Exponenten u, < 1. Nach dem Hilfs-
satz T dieses Paragraphen geniigen dann auch wegen (75) die Funktionen
F(P; =), G (p; =), H(p; x) ebenfalls einer H-Bedingung mit dem Exponenten ;.
Man wihle p, so groB, da$ uo + 4 > 1ist. Nach Hilfssatz 4 und 5 von § 3
existieren dann die Tangentialableitungen der in (75) vorkommenden Integrale
und geniigen einer H-Bedingung mit dem Exponenten 4 4y — 1. Aus (75)
folgt dann aber wieder, daB die Tangentialableitungen von F (p; #), G(p; #),
H(p;x) einer H-Bedingung mit dem Exponenten & = Min (4, 4 + o — 1)
gentigen. Nach dem Hilfssatz 6 von § 3 erfiillen dann aber die Tangential-

) Er verlduft wortlich genan wie der Beweis des -entsprechenden Satzes in der
Potentialtheorie bei J. SCHAUDER, L c., Anm. %), .
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ableitungen der Integrale in (75) eine H-Bedingung mit dem Exponenten A
Damit folgt dann schlieBlich aus (75), da8 F (p; x), G (p; #), H (p; %) Tangential-
ableitungen besitzen, die einer H-Bedingung mit dem Exponenten y = Min (g, 4)
geniigen.

11. Mit dem eben erhaltenen Ergebnis kénnen wir alsdann den im ersten
Abschnitt dieses Paragraphen angegebenen Satz 3 beweisen, nach dem die
durch (87) gegebenen Losungsfunktionen

P =& P—1) =2
ul V=m0 o D= Tm iy
. _ w*(P; —1)
w(P; —1) = o™ ()
von (62), (63) in B -+ S stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben,
falls die Randfunktionen p (p), o(p), 7(p) partielle Ableitungen erster Ordnung
besitzen, die einer gleichmafBigen H-Bedingung geniigen.

Da nimlich alsdann die Randfunktionen nach der Bemerkung am Ende
von § 1 auch Tangentialableitungen besitzen, die einer gleichmaBigen H-Be-
dingung geniigen, so ist dieser Satz fiir D™ (— 1) %= 0 eine unmittelbare Folge
des Hilfssatzes 10 dieses Paragraphen und der Hilfssiitze 9 und 10 von § 3.
Schreibt man aber im Falle D™ (— 1) = 0 #hnlich wie im Abschnitt 9 dieses

Paragraphen,
. .t u(Psx) 5.
u(P,——l)—-m§ 1 dd,

wobei das Integral iiber einen von P unabhiingigen Kreis in der komplexen
#Ebene, auf dem D™ (x) = 0 ist, erstreckt wird [und entsprechend fiir
o(P; — 1), w(P; — 1)}, =0 erkennt man auf Grund derselben Hilfssatze, daB
auch in diesem Fall die ersten partiellen Ableitungen der angegebenen Losungs-
funktionen in R -+ 8 stetig sind.

12. Wir sind nunmehr in der Lage, den bereits im ersten Abschaitt an-
gekiindigten Eindeutigkeitssatz unter folgenden allgemeinen Voraussetzungen
zu beweisen:

Satz 4. Werden die Funktionen o(p), o(p), t(p) auf S lediglich als stetig
vorausgesetzt, so kann es (bis auf eine additive Konstanie) hochstens eine in B
biharmonische Funktion U geben, deren partielle Ableitungen erster Ordnung
in B+ 8 stetig sind und bei Anniherung an S bzw. gegen die Funktionen
2, 0, T konvergieren. ‘

.

Beweis. Sei U eine beliebige derartige biharmonische Funktion. Ihre
partiellen Ableitungen erster Ordnung besitzen auf den im Abschnitt 2 dieses
Paragraphen konstruierten Flichen S, stetig variierende Randfunktionen
0> Omys Tay» die auBerdem sicherlich Tangentialableitungen aufweisen, die
einer H-Bedingung mit einem beliebigen Exponenten u <1 geniigen.

Mathematisehe Zeitsehrift. 48. 40
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Zu diesen Randfunktionen konstruiere man nun die zu (87) analogen
Funktionen

R u¥ (P; —1) oF, (P —1)
u(n)(P;*l)":—(—”—z-,,;j——, %)(P;—l)=£)(rm
D (— 1) D®) (—1)

(88)
w(”;z) (P; —1)

D=1’

W) (P; — 1) =

die nach den Aussagen von Satz 1 bis 3 die Losung der biharmonischen Rand-
wertaufgabe fir B, 4+ S, darstellen. Da nach Satz 3 die ersten partiellen
Ableitungen dieser Funktionen in B, + 8, als stetige Funktionen existieren,
so folgt aus Uberlegungen, wie sie im Abschnitt 6 dieses Paragraphen angestellt
wurden, daf in R,

aU oo oU
sein mufl.

Beachtet man nun, daf sich fiir die die FreprOLMschen Determinanten
darstellenden wunendlichen Reihen bei Benutzung des Hapamarpschen
Determinantensatzes konvergente von s unabhingige Majoranten angeben
lassen, so bestehen fiir » — o die folgenden Limesrelationen

lim DG () = D™ (),
lim F(n)(P§%) =F(P;%), lim G(n)(P;%)=G(P;%)’
n—> n —>
lim H, (P;%) = H (P; x).
n -3 o

Ist nun D™ (— 1) == 0, so ist von einem gewissenn ab auch D{")(—1) + 0,
und es ergibt sich

. Lo =SB D g gy = T =D
89) ot (B =1 = Ty Ty B v (B = D) = S
Im wy (P; —1) = i—v-*z(—?—:{)-

Im Falle D™ (— 1) = 0 gehe man von dem Satz aus, da8 die Folge D ()
in jedem ganz im Endhchen gelegenen Gebiet der komplexen -Ebene gleich-
maBig gegen D™ (x) konvergiert. Es ist nimlich D () als FreEpHOLMsChe

Determinante eine unendliche Reihe der Gestalt
‘lig:l))(%) = X dn@(”) (n =1,2,.. -)7
=1

deren Elemente bei Benutzung des Hapamarpschen Determinantensatzes
sich in der Form
[0 = ¢,
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abschitzen lassen, wobei G, YOI % und dem in dem endlichen Gebiet der

#-Ebene gelegenen x unabhingig ist, und die Reihe 2 % konvergiert. Wahlt
man alsdann bei vorgegebenem ¢ = 0 eine natiirliche Zahl #, und die natiirliche
Zahl n so groB, daB

o

1. 2 ¢, <
o=ny+1

&
3
ist, womit also #; festgelegt wird, und daB

7y
2. D dag ) — &y ()] < &
o=1
mit
do(#) = Hm dy, (%)

n —> o
gilt, so gewinnt man die Abschéifzung
| DG (=) — D™ ()]

< DB — E d 0l +| 20— 2 4yl +] £ b9~ D)

e=1

< 3 |du(d| + i‘x ) — 4y |+ X 12,6

g=mny+1 e=m*
<2 3 o+ z:idnow)——d(%ﬂa,
e=mn,+1

die die Behauptung beweist. Ist dann auf der Berandung eines in der x-Ebene
gelegenen Kreises um den Punkt x = — 1 durchweg D™ (x) = 0, so gilt
das wegen der GleichméBigkeit der Konvergenz auch von einem gewissen % ab
fir die Funktionen D{) (x). Schreibt man also mit einem iiber einen solchen
Kreis erstreckten Integral
wyy (P %
Uy (P; — 1) = m (n;;l )

und entsprechende Ausdriicke fiir v,(P; — 1), w,(P; — 1), so erkennt man,
daB die Limesrelationen (89) auch im Falle D™ (— 1) = 0 gelten.

Damit ist also gezeigt, daB jede Losung die Gestalt (87) haben mu8, so
da8 es hochstens eine Losung geben kann.

13. Mit Hilfe des eben bewiesenen Eindeutigkeitssatzes konnen wir nun-
mehr folgenden Satz aussprechen, der fiir eine anschlieBende, bereits in der
Einleitung erwihnte Arbeit des Verfassers von Wichtigkeit sein wird.

Satz 5. Nehmen die ersten partiellen Ableitungen der in R biharmonischen

Funktion U bet Anniherung an S die\ Randfunkisonen o(p), o(p), T(p) an, die
40*
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einer H-Bedimgung mit dem Exponenten u gensigen, so erfillen auch die partiellen
Ablestungen
: 002U 9
DE’ on° s
in B4+ 8 eine H-Bedingung mit dem Exponenten .
Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 4 und dem in Abschnitt 9 be-
wiesenen Hilfssatz.

14. Unter einem reguliren Oberflichenelement E verstehe man bei
Zugrundelegung eines rechtwinklig kartesischen Bezugssystems eine rgumliche
Punktmenge von Punkten (z,y,2), fiir deren z-Koordinate bei geeigneter
Orientierung der Koordinatenachsen

z = @(z,9)

gilt, wobei ¢@(x,y) eindeutig ist und stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung in einem ebenen Gebiet G der z, y-Ebene besitzt, das von einer end-
lichen Anzahl von aneinander schliefenden, durch eine einmal stetig differen-
zierbare Parameterdarstellung gegebenen doppelpunktfreien Kurvenbogen
begrenzt wird. Unter Benutzung dieser Definition beschlieBen wir diesen
Paragraphen mit dem folgenden

Satz 6. R sei ein beschrimktes, offenes Kontinuum, dessen Berandung S
ein requlires Oberflichenelement E mit den folgenden Eigenschaften enthalte:

(a) Der Winkel, den zwei Normalen von E mitesnander einschliefien, sev
stets Kleiner als 60°.

(b) In einem Koordinatensystem, dessen Achsenin einem beliebigen Punkie p
von E tangential bew. normal zu E seien, lasse sich B durch eine Funktion

z= @ (z,Y)

darstellen, die eindeutig ist wnd stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung
hinsichilich = und y besitzt, die einer in p gleichmifigen H-Bedingung (Ex-
ponent 1) gentigen.

(c) Zu jedem reguliren Oberflichenclement E', das im Innern von B ent-
halten ist, gebe es eine positive Zahl ay derart, dafi eine Kugel mit dem Radius a,
um irgendeinen Punkt von E von S nur Punkie enthdls, die gleichzeitig E an-
gehoren (diese Voraussetzung soll mehrfache Randpunkte ausschliefen). Die
Funltion U(E, 9, £) sei in R eindeutiq und biharmonisch, in B + S sei sie mat
ihren ersten partiellen Ableitungen stetig, wobei die letzteren bei Anniherung an S
gegen Randfunktionen o(p), o (p), 7(p) konvergieren, die auf E einer gleichmdfiigen
H-Bedingung (Ezponent 1) gewiigen.



Randwertanfgaben der Differentialgleichung 4 AU = 0. 617

Es wird dann behauptet, daf es ein Gebiet B’ gibt, welches alle Punkte von R
wm etner gewissen Nachbarschaft von B’ enthilt, so daf in B’ + E’ die Funktionen
2U 90U v

eE’ oy’ 9L
gentigen.

Dem Beweise dieses Satzes schicken wir zunichst einen Hilfssatz
voraus. .

15. Es gibt ein reguliives Oberflichenelement B, das gamz in K enthalten
ist, und das B’ in seinem Innern enthilt, von der Eigenschaft, daf es dwrch ein
ganz m B liegendes Flichenstiick zu einer einfachen geschlossenen Fliche S
erganzt werden kann, die durchweg den in § 1 genannten Voraussetzungen genigt.

einer gleichmifigen H-Bedingung wmit dem Exponenten u

Beweis. Die Einheitsvektoren des z, y, z-Systems in einem Punkte p
von E seien mit ey, ey, e3 bezeichnet. Man wahle eine einfache geschlossene,
im Innern von E, aber im AuBeren von E’ gelegene Kurve C, die etwa durch
den auf p bezogenen Ortsvektor in der Form

F=x() = o) e +yE) et (0=s<s)

gegeben sei, wobei angenommen werden soll, dal die drei Funktionen z(s),
y(s), 2(s) zweimal stetig nach s differenzierbar sind, und die zweiten Ableitungen
auferdem ejner in s gleichmiBigen H-Bedingung mit dem Exponenten 1
geniigen. Solche Kurven gibt es sicherlich auf £4). Das von C begrenzte
regulire Oberflichenelement heile E”.
Zu E” konstrulere man nun das Parallelflichenstiick E, im Abstand 4,
das durch
¢
x;‘zx—i-hcos(n,m)—-:x——-a—;—h, :

g
yn=y+kcosm,y)=?/*aj k, ( =V1+<%)2+(§%)2)

1
2 =2 + hcos(n,2) = z+—a)4k,

gegeben ist, wenn der Punkt (2, y, 2) auf B liegt. Wir nehmen % so klein
(hwird im folgenden noch weiter eingeschréinkt werden), daf sich die Normalen-
stiicke zwischen £” 4 €' und E, + €, nicht schneiden, und daB %, ganz
mn B liegt, was bei Beachtung der Voraussetzung (c) iiber E stets mdglich ist.
Wegen der Voraussetzungen iiber § besitzt E, , wenn es als Teilstiick von S
gewihlt wird, offenbar die verlangten Eigenschaften.

Die beiden Flichenstiicke £ und E, erginze man nun in folgender Weise
zu einer geschlossenen Fliche. In einem beliebigen Punkte von C, dem etwa

%) Vgl. hierzu O. D. KELLOG, 1. ¢., Anm. %), insbes. S. 318—319.
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der Parameter s entspreche, und der kurz als der Punkt s auf C bezeichnet
werde, wihle man das durch die Einheitsvektoren ¢;(s), ea(s), es(s) charak-
terisierte - Tangential-Normalkoordinatensystem (die diesbeziiglichen Ko-
ordinaten seien mit &%, 49), £® bezeichnet), bei dem e3(s) mit dem Flichen-
normalenvektor n(s) (jn(s)| = 1) und ey(s) mit dem Tangentenvektor i(s)
(1t(s)] = 1) an C identisch sind. Den Punkt s auf € und den auf der Flachen-
normalen in s gelegenen Punkt mit den Koordinaten

5(-9) = 0, ,,7(8) = 0, C(s) =}

verbinde man durch den in der von e;(s) und es(s) aufgespannten Ebene ge-
legenen Kurvenbogen C%®, der die Parameterdarstellung

(90) EO) (o) = T h 5 C0S (h) , {9 (o) = —]21 <sm( ) + 1)
f’z—k <a< %h

besitzt, wobei 7 eine positive Zahl sei, iiber die noch verfiigt wird. Die Flache,
die aus allen C® (0 < s < s;) besteht, werde mit F, , bezeichnet Wir be-
haupten, daB bei hinreichend kleinem % und 7 die Fliche B + F, + B}’
einfach geschlossen ist und den in §1 genannten Voraussetzungen geniigt,
wobei F, , + H;' abgesehen von der Randkurve C ganz in E liegt.

Es ist dazu nur noch zu zeigen, daB F, , bei hinreichend kleinem % und «
einfach ist, den in § 1 genannten Voraussetzungen geniigt und abgesehen
von C ganz in R liegt. F, , ist in Vektoren durch die Parameterdarstellung
x = x(s, ) = (s, a) &3 + Y(S, &) e2 + 2(s, &) e3

= x(s) + £9(x) e1(s) + £V () es(s)
= z(s) e1 + y(s) ez + 2(s) &5 +
+ E9 (@) e (s) + LW (a) es(s)

oder in Koordinaten durch
T = (s, &) = 2(s) + E(e) cos (e1(s), e1) + P (@) cos (e3(s), e1),
(92) g = y(s, o) = y(s) + £ () cos (e1(5), e2) + LV(x) cos (ea(s), e2),
2 =2 (s, @) = 2(s) + &9 (@) cos (e1 (5), e3) + L (@) cos (es(s), es)
gegeben. Beachtet man nun, da8
ex(s) = t(s) X n(s),
eg(s) = n(s),
t(s) = ¥'(s) = 2’ (s)es + ¥ (s)ex + 2 (s)es

g—g}s {gjg

n(s): - o (s) € — (1)(8) 2+ (8) €3

(CIO N

und
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ist, so kann fiir (91) und (92) bei Beachtung von (90) ausfithrlicher

= 2(s,a) = %(s) —{—z—-cos( )t(s) X n(s) + 5 (sm(%) + l)n(s)

und

1 y’ (S), Z’(s)%
x:m(s,a):w(s)+r-g-cos <%—)m _[8_1_77 1 T
ay s’ t

[52],

(sm( )+ 1) R

1 T 2 (s)
?/"?/(S,a)“?/(s)—I—cos(k)m _[g_ij]s’ Ll

z_—_z(s,oc):z(s)—;—r—};—oos(%)g% ___{8(}0 ’ w[&q)} s

geschrieben werden. Man sieht, dafi die drei Funktionen z(s, «), y{s, a),
z(s, ) als Funktionen von s und « einmal stetig differenzierbar sind und die
partiellen Ableitungen einer in 5 (0 < s < 55) und « {— j—; hZa = -521 h)
gleichmaBigen H-Bedingung mit dem Exponenten A geniigen.

Die Fliche F, , 148t sich dann fiir jedes in einem Punkte (s, «) gelegene
Tangential-Normalkoordinatensystem z, y, z im Kleinen durch eine Funktion
z = (2, y) mit den gewiinschten Eigenschaften eindeutig darstellen, wenn

gezeigt werden kann, da8 die Vektoren 2% und stets linear unabhiingig sind.

Nun ist o8
g—;=t(s)+rgéos(i)ai(t(s)xn(s))+ (Sm( )+1)dn(s)’
%?f gsm( ) (S)Xﬂ(8)+—cos( )n(s

Fiir keinen Parameterwert s mit-0 < s < s und o mit

n £
-—2~k§“§'§k

. ist der Vektor g—f fiir 7 > 0 gleich dem Nullvektor. Die Vektoren g_x und g—f
- o s -2

sind sodann sicher linear unabhingig, wenn h so klein gewihlt wird, da
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erstens g—— {0 = s = o) nicht gleich dem Nullvektor ist — das ist ja Wegen
f >1 »—Iz[ ; cos( )ds (t(s) X n(s)) + & (sm( )+ l)d"(s) ,
stets moglich — und da8 zweltens —t(s) | | s0 klein ist, dag 2% 75 (0 =5 = 8)

niemals der von n(s) und {(s) x n(s) aufgespannten Ebene angehort.
Wird die Bogenlinge auf den Kurven « = konst. mit s, und die Bogen-
Ia'a’mge auf den Kurven s = konst. mit o, bezeichnet, wobei also

s

Vt(s)—f—rgcos( )ds(t(s)xn(s))+ (sm( )+1>dn(8))

und

éﬁ:—Vz sm2 —f—cos?(h)

gilt, so zeigt sich weiter, daB die ersten partiellen Ableitungen
0% (s, «)
do,

0% (s, a)
as, ’

die jeweils fiir o = konst. bzw. s = konst. zu bilden sind, bei An-

ndherung des Punktes (s, «) an einen Punkt (s, ——%— Iz) bzw. (s, —gb) der

Randkurve ¢ von £ bzw. der Randkurve C, von E;' gegen die ent-
sprechenden Werte der Ableitungen konvergieren, die sich bei Anniherung
an dieselben Randpunkte auf E” bzw. E;’ ergeben. Dazu beachte man,
daB n(s) auch Normalvektor von E;’ ist, und da8

N I

oz _[2245) e
a&aa.——.;—‘h - as dsa a=gh

s

dn(s)

ggj«:——gb = [g‘i%}a=_gh = t(s) X n(s),
ooz =[528) 20 = —t@xm

ist.

Weiter werde gezeigt, daB sich dieses Flichenstiick, wenn nur % und 7
Kklein genug gewihlt werden, nicht selbst iiberschneiden kann. Zum Beweise
gehen wir von der Bemerkung aus, daB die durch

t=%(s,m 1) =%x(s) +an(s)+rit{s) Xn(s

gegebene, einmal stetig nach s, u, r partiell differenzierbare, dreiparametrige
Vektormannigfaltigkeit im kleinen eineindeutig auf die' Parameter s, u,r
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bezogen ist, da die Kolonnen der Funktionalmatrix aus den Komponenten
der Vektoren
dn(s)

te) +n— + 755 (t(s)xn(s)) n(s), t{s) x n(s)

bestehen und diese Vektoren bei hinreichend kleinem % und 7, fiir alle s, n; #
mit0 < s <85, 0 <5 =<h 07 =7 linear unabhingig sind. Wir denken
uns A, das den bereits genannten Einschrankungen gentigt, und 7, so gewihlt,
dafl die letztere Voraussetzung zutrifft. Wir betrachten dann nur solche

7-Werte, fiir die 7 —};— <1, ist. Wiirde nun fiir die Folgen A, — 0, 7, - 0
(v =1,2,...) stets eine Uberschneidung der Fliche eintreten, so wiitde es
auf C zwei Punktfolgen PV und P® (v = 1, 2, .. .) mit den zugehérigen Paga-

@
metern $ und s so geben, daf die Kurvenbogen ot <) und ¢ ) stets
einen Schnittpunkt haben. Die Folge P{” muB mindestens einen Haufungs-
punkt haben, den wir etwa P nennen. Ebenso muB es fiir die Folge P?
mindestens einen Hiufungspunkt P® geben. Wegen %, — 0, 7, — 0 muB
PO — P® gein, Da die Kurve C nach Voraussetzung einfach ist, gilt fiir die

zugehdrigen Parameterwerte sV = s®. Es gibt nun - Teilfolgen P und P

&Y (2)
von P® bzw. P?, die gegen PV konvergieren derart, da8 ) ma 5

jeweils einen Schmttpunkt haben. Dazu miiite es aber Parameterwerte s,
sf_z’, %5.1’, nf?), 7D und r?’ mit

s>, 52 oW 40, #2—>0, D0, P—>0

v
geben, fir die
(1) (1) Iy o D (1) (1)
£(s) + ntn(sy) + rPt() X n(s))
(2 | 2 2) 2; 2
= £(sP) + nPn(s2) + r21(P) x n(sP)

ist. Das widerspricht aber der einleitenden Bemerkung iiber die dreipara-
metrige Vektormannigfaltigkeit

£ = x(s, n, 7).

SchlieBlich werde gezeigt, dal F, ,, abgesehen von der Randkuive C,
ganz in R liegt. Zunschst gibt es nach der Voraussetzung (c) iiber B zu E”
eine positive Zahl b, so daB eine Kugel mit dem Radius b um irgendeinen Punkt
von E” von 8 nur Punkte enthilt, die gleichzeitig F angehdren. Bezeichnet
man nun mit p die Entfernung des Randes der Projektion von E” auf die
Tangentialebene in einem Punkte von € vom Rande der Projektion von K,
so mufl b offenbar kleiner als ¢ sein, denn sonst gibe es sicher eine Kugel
vom Radius b um einen Punkt von B, die Punkte von 8 enthielte, die nicht
zu B gehoren.
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Bezeichnet nun a, die untere Grenze der Kriimmungsradien aller Normal-
schnitte von F — auf Grund der Voraussetzungen iiber E ist a; > 0 —, so
unterliege 4 auller den fritheren Forderungen der Einschrinkung, daB

(93) h < Min (b, as)
ist. Weiter wihle man v abgesehen von den frijheren Forderungen so, da8
(94) 0<T<1

gilt. Wegen (93) und (94) gehért dann jeder erzeugende Bogen C von F, ,
ganz der Kugel vom Radius b um den Punkt s von €' an. In dieser Kugel
kommen nach Voraussetzung von § nur Punkte vor, die auch E angehoren.
Nehmen wir nun an, da8 F, , abgesehen von € nicht ganzin R liegt, so miiBte
dfe Punktmenge ¥, , — C mit E Punkte gemeinsam haben. Dann gibt es
aber einen Bogen C*, der mit E, abgesehen von dem Punkte s auf C, noch
einen weiteren Punkt gemeinsam hat. Schneidet die e (s), e3(s)-Ebene E langs
der Kurve €¥, deren Gleichung

C(s) = [® (§f$>)
laute, so miissen also 0 und €, abgesehen von s, noch einen weiteren Punkt

gemeinsam haben.
Versteht man nun unter K den Halbkreisbogen

E9) (o) = _g'_ €0s (i) , (@ (a) = ~]2L~ (Sin (—%) + 1) ,

7T 4
—_—— < <<
L =h= 0

so haben wegen der vorhin gemachten Bemerkung iiber & auch € und K@,
abgesehen vom Punkte s von C, einen weiteren Punkt P = (&, £) ge-
mejnsam.
Versteht man nun unter B¢ (§°) bzw. By (§) die Winkel, die die Tangenten
an € bzw. K@ mit der positiven £-Achse bilden, so mu esin 0 < £ < &9
sicherlich £®-Werte geben, fiir die
Be (B) > B (™)

ist, falls nicht dauernd

(95) B (§) = B (£)

ist. Die untere Grenze dieser &©-Werte sei mit & bezeichnet, so daB
Bs(£9) = Bx(£D)

gilt. Ist aber in 0 < &9 < & standig (95) erfiillt, so setze man £ = 0.

Wird mit K der Kreis vom Radius g— bezeichnet, der € im Punkte

Py — (60, 1(0)

beriihrt, so Liegt die Kurve € fiir £ > &, falls £ — £ hinreichend Klein

ist, entweder K an, oder sie durchsetzt diesen Kreis. Ist nun ¢ die Bogen-
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linge auf K¢ und besitzt € in einem &, {-Koordinatensystem, das in P; die
Tangential-Normallage hat, die Gleichung

&=y,

so sind die zu derselben Abszisse
3 2¢
& = o sin -

2 h
gehorenden {-Ordinaten durch

y (v« sin (Qt)) bzw. & (1 — cos (—-))

gegeben. Fiir alle hinreichend kleinen positiven ¢ gilt also

benh) =3 (- on () 3
( sin (gt)> [ (2t)]

1a

2 d§2
1@y 43
T2 4g [’3zh2”"“']2’

wobel &% ein geeigneter Zwischenwert ist, und aus

Aus

t*

h 2¢ 12
?(1 - “OS(T» =% T T

folgt dann aber fir die Kriimmung % von € in P;

dy(0)

Bezeichnet man mit ¢ den Winkel, den die Flichennormalen in p und P,
miteinander einschlieBen, nach der Voraussetzung (a) iiber E ist cos e > 4,
so liefert die Formel von MeusNiER fiir die Kriimmung %, des ebenen Normal-
schnittes von E in Py, dessen Ebene die &-Achse enthilt,

4y = #0088 > 2% 5
K g ay
Die daraus resultierende Ungleichung
1
— < Qs
"n

widerspricht aber der Bedeutung von a,.
16. Das Innere des von der geschlossenen Fliche S berandeten Gebietes

werde mit B bezeichnet, wobei also R ganz dem Gebiete B angehort. Bildet
man alsdann, um den Satz 6 zu beweisen, mit den auf S angenommenen

Werten der partleﬂen Ableitungen —— 0u %U, g ? fiir das Gebiet B Funktionen

u(P; — 1), @(P;——l), w(P; —1)
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der Gestalt (87), so kann man dem Beweis des Satzes 4 entnehmen, dall in
R+ 8

D

oU — oU . L/ -
a—gEu(P; — 1), WEV(P; — 1), éf—zw(P; —1)

sein mufB. ;

Es gibt nun sicher eine positive Zahl b; derart, dafl eine Kugel mit dem
Radius b, um irgendeinen Punkt von £’ von S keine anderen Punkte enthilt
als solche, die gleichzeitig B” angehoren (vgl. die entsprechende Definition
von a,). Versteht man dann unter R’ das Teilgebiet von R, welches aus allen
Punkten von R besteht, deren Abstand von einem beliebigen Punkte von £

kleiner als %! ist, so soll gezeigt werden, dafl die Funktionen
u(P; —1), o(P;—1), w(P;—1)

fir alle Punkte von R’ + E’ einer gleichmifBigen H-Bedingung mit dem
Exponenten y geniigen, womit Satz 6 bewiesen wire.

Dazu beachte man zungchst, daB man den Hilfssatz 3 von §3 in der
folgenden modifizierten Gestalt beweisen kann: Ist f(p) auf S eine integrable
Funktion, die auf dem in S enthaltenen reguliren Flichenelement £ (Holder-
Konstanten: 4, ) einer gleichmafigen H-Bedingung (Holder-Konstanten:
B, u) geniigt, so gilt fiir alle Punkte p und ¢ von einem ganz in £’ enthaltenen
reguliren Flichenelement E’ eine der drei Abschitzungen -

KABy -
Vi) — Vo) } < IKABt ,
W (g) — W(p)| lKABt]logt{
je nachdem
p+i<l, p+—i>1l, pu+i=1
ist.

Aus dem Beweise des Hilfssatzes 7 von § 4 ist dann aber zu ersehen, daf
die Funktionen F(p;x), G(p;»), H(p; %), die dem zu der Berandung § ge-
horigen Integralgleichungssystem (75) geniigen, auf £’ eine H-Bedingung mit
- dem Exponenten p erfiillen.

Als Modifikation von Hilfssatz 11 in §3 kann man weiterhin zeigen,
daB fiir eine auf S definierte integrable Belegungsfunktion f(p), die auf B’
einer gleichmifBigen H-Bedingung mit dem Exponenten y geniigt, die Integrale
V(P) und W(P) in R’ + E’ eine gleichmiflige H-Bedingung mit demselben
Exponenten y erfiilllen. Bei dem Beweise, der sonst genau wie der Beweis
von Hilfssatz 11 in § 3 verlduft, ist nur die dort vorkommende Zahl g, durch
b; zu ersetzen. Damit folgt aber, daB die durch (76) nach Ersatz von u* (P; %),
o*(P; %), w*(P;x) durch @*(P;zx), v*(P;x), w*(P;%) und von F(p;x),
G{p; %), H(p; %) bzw. durch F(p; =), G(p; ), H(p; ) gegebenen Funktionen
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w*, v¥, w* in R + B’ einer gleichmiBigen H-Bedingung gentigen, so dafl
dasselbe schlieBlich auch von

P —1) = 2B gp gy T =D
pm (—1) D(m)(—- 1)
(P — 1) =2 =1
D(m)(——l)

und zwar sowohl fiir D™ (— 1) == 0 als auch fiix D™ (— 1) = 0 gils.

§5.
Das duBere Problem im Raume,

1. Fiir das #uflere Problem im Raume besteht folgender Existenz- und
Eindeutigkeitssatz

Hauptsatz IL. Ist R, das Auflengebiet cines em;‘ach zusammenhingenden,
ganz im Endlichen gelegenen Gebietes R, dessen Berandung S den in § 1 genannten
Voraussetzungen gentigt, und besitzen die auf S definierten Funkiionen o, 0, T
dort partielle Ableitungen ersier Ordnung, die einer gleichmafiigen H-Bedingung
geniigen, und sind sie die auf S angenommenen Werte der partiellen Ableitungen
erster Ordnung einer in R, zweimal stetig differenzierbaren Funktion @ (£, 1, {),
deren erste partielle Ableitungen im Unendlichen wie i verschwinden, so gibt

Top
es (bis auf eine additive Konsianle) genau eine in R, biharmonische Funk-

tion U, deren partielle Ableitungen erster Ordnung wm B, — S stetig sind, auf S
bow. mit o, o, T ibereinstimmen und im Unendlichen wie r}" verschwinden,
. oP
wihrend die pariiellen Ablertungen zweiter Ordnung dort wie 7‘21" gegen Null
0P

gehen 45).

Dem Problem (62), (63) des vorigen Paragraphen entsprechend gehen
wir jetzt von dem auf das Gebiet B, und seine Berandung & beziiglichen
Problem

Py 99 a9 '
(%) A‘Mw(:)—z:o, AQ)«~577=0, Aw——a—,::(), A'I?‘—:O,
97) [uls =0, [Wls=0, [Wls=1

aus und konnen dafiir den folgenden Satz beweisen:

4) Die im Text angegebenen Eigenschaften von U im Unendlichen folgen auch
bereits aus den schwicheren Forderungen, da8 fiur r,, - o
m DU = 0, Hm (r, , D*U) =0
sein soll, wie man an den auf das Gebiet R, angewandten Formeln (20 unmittelbar
erkennen kann — eine Bemerkung, die sich auch auf die folgenden Sitze 7, 8
und 10 sinngemaB iibertragen laBt.
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Satz 7. Sind die Funktionen o, o, T die auf S angenommenen Werte der
partiellen Ableitungen ewner in B, mweimal stetig differenzierbaren Funkiton

B (£, 0, £), deren erste partielle Ableitungen imUnendlichen wie " verschwinden,
op
und gibt es et Losungssystem u, v, w des Problems (96), (97), das vm Unendlichen
wie ’;—L verschwindet, und dessen partielle Ableoitunge%' erster Ordnung in B, + 8
op
stetig sind wnd im Unendlichen wie 1—_2—1— verschawinden, so existiert eime biharmo-
oP

wische Funktion U derart, daf

WU 00, 0
. &’ an’ oz
2st.

Bedeuten die Flichen S eine im Gebiet B, gelegene Folge von gegen §
konvergierenden Naherungsflichen, die man aus den frither definierten im
Gebiet B gelegenen Flichen S, durch die Transformation durch reziproke
Radien gewinnt, und wird das von ihnen begrenzte AuBengebiet mit £ be-
zeichnet, so lege man dem Beweise, der sonst genau wie der von Satz 1 gefiihrt.
wird, eine Integralformel der Gestalt (68) zugrunde, bei der aber das Fléchen-
integral iiber die Fliche S; und die Raumintegrale iiber das Auflengebiet R;

erstreckt werden.

Satz T sichert alsdann zusammen mit den beiden folgenden, in den néchsten
Abschnitten zu beweisenden Sitzen die Existenz einer im Gebiet B, bihar-
monischen Funktion mit den im Hauptsatz behaupteten Eigenschaften:

Satz 8. Bei beliebig vorgegebenen auf S stetigen Funktionen o, o, T hat

das Problem (96), (97) stets ein System von Losungsfunktionen u, v, w, die vm

Unendlichen wie ;—L verschwinden, wihrend thre partiellen Ableitungen erster
oP

Ordnung dort wie L gegen Null gehen.
7

2
oP

Satz 9. Besitzen die Funktionen o, 6, T auf S tiberdies partielle Ablestungen
erster Ordnung, die einer gleichmifigen H-Bedingung gentigen, so sind die nach
Satz 8 existierenden Losungsfunktionen in B, + S einmal stetig partiell differen-
zierbar.

Hinsichtlich der Einzigkeit der Losung konnen wir folgenden allgemeinen
Satz beweisen:

Satz 10. Werden die Funktionen o, o, v auf S lediglich als stelig voraus-
gesetzt, so kann es (bis auf eine additive Konstante) hichstens eine in B bihar-
monische Funkiion U geben, deren portielle Ableitungen erster Ordnung
wn R, + 8 stetig sind, bei Awniherung an 8 bzw. gegen die Funktionen 9,6, T
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konvergieren und wm Unendlichen wie ‘r—l— verschwinden, wihrend die partiellen
op

2

Top

2. Indem wir statt des Problems (96), (97) gleich das allgemeinere Problem

Ablestungen zweiter Ordnung dort wie gegen Null gehen.

a9 o9 o9

(99) ~ [Uls=e [ls=0 [Ms=7

betrachten, bei dem k ein Parameter ist, gehen wir von dem mit Hilfe der
durch (71) gegebenen Kerne gebildeten Integralgleichungssystem

1 4 s 7 !
1(p; %) —ﬁH{Kgg(p,P 3 2) H(p'5 %) + Ky (095 %) 9 (075 %) +
® + K- (p, 7’5 %) h(p'; %)} do = o(p),
1 U e s ’. ., ‘.. 1
(100) g(p,%) ™ .".‘-{Kné (P> p "5) f(p H A) + K-pm (p: P :'{) g(p 3’5) T
® + K, (0,73 %) h(p'; 2)}do = o (p),
1 7 ; 4 7 ’
bo) = o [ [ e (02320 105) + Koy (0 w'35) 0 )
® + K. (pp';%) b(p'52)} do = 7(p)
aus, bei dem wieder -
k
®=5773 (k+ —2)

gesetzt ist. Das dazugehorige homogene Integralgleichungssystem

[ . ' / oy
f1(p; %) ~2—Q—ZH{K§(P,? 32) f1(0'5 %) + Ky (P, 975 %) 92(0'; ) +

® + K (P93 %) a(v'; %)} do = 0,
1 , , , )
L e | N S N O
N + K, (p, 9’5 %) ba(p'; %)} do = 0,
1 , , , ,
hy(ps) — = \\ {K s (0, 9"5 %) 1 (0'5 %) + Ko (0. 975 %) 91 (P75 %) +
27 ) ]
® + K. (p, 9’5 %) by (p'; %)} do = O

besitzt nun fiir alle x-Werte, wie unmittelbar aus (24) und (25) zu ersehen ist,
die drei linear unabhéngigen Losungssysteme

fhii=a, g11=20, b1 =0,
(102) he=0, g1a= b, ks =0,

.f13 = 0: iz = 03 kls = 0,
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wenn a, b, ¢ drei beliebige nichi:verschwindende Konstanten sind. Schreibt
man nunmehr das System (101) nach der im Abschnitt 4 von § 4 angegebenen
Methode als eine einzige homogene Integralgleichung

fi(p) — gl-,—, j ‘ K(p,p';#)fi(p")do =0,
(6‘)

wobei die Variablen auf der dort angegebenen Fliche G variieren, so miissen
also die mit Hilfe der m-ten Iterierten (m hinreichend groB und ungerade)
des Kerns

1
57 K(p. 95 %)

gebildeten FrepmorMschen Unterdeterminanten von niederer als der dritten
Ordnung identisch in » und ihren auf & variierenden Variablen verschwinden.
Wir behaupten aber, da8 es fiir x = 0 (d. h. £ = 0) eine Unterdeterminante
dritter Ordnung geben muB, die ungleich Null ist, so da$ also bei geeigneten
auf & gelegenen Punkten pi, ps, P35 ¢1. G2, g5

(m) (P1P2P3 .
(103) D (“q 0)=t=0
gilt.
Denn wire (103) nicht erfiillt, so miite das aus (101) fiir » = 0 hervor-
gehende Integralgleichungssystem -

£ cos (7, ,p,

h(p) — 53 f(P)dG——O

“S)” PP
1 {fcos(r, n,) ,
w0 =5z || —5——a @) do =0,

?'p

ge

[ COS (715 My0)

by (p) — 5= hip)do=0

{sy »'?
nach m-facher Iteration mehr als drei linear unabhingige Ldsungssysteme
besitzen. Dann wire das aber auch der Fall fiir das System

,,“ r cos(r p’np')

hip) — 57 h(p) do = 0,
(.S)‘ ?'z
P [ oS (7, 1,,) ,

a® =z )| 5 a0 do=0,
® v
(' £ €08 (7 0 M)

Py (p) — #2 || —222 () do = 0,
v o p'

(5)
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wobei 7, eine geeignet zu wihlende m-te Einheitswurzel (' = 1) ist. Bereits
im Abschnitt 4 von §4 wurde aber erwiihnt, daf fiir dieses System #iberhaupt
nur dann nicht identisch verschwindende Losungen existieren, wenn 7, =1
ist. Dann besitzt es aber, wie in der Potentialtheorie bei der Behandlung des
duberen Problems bewiesen wird“6), auch nur die drei in (102) angegebenen
linear unabhingigen Losungssysteme, so daBl tatsichlich (103) zutrifft.

3. Die in » ganze transzendente Funktion

(m) (PLP2Ps ,

(104) D (9’1 %4’ y>

kann also nur fiir in der komplexen x-Ebene diskret gelegene x-Werte ver-
schwinden. Fiir x-Werte, fiir die die Determinante (104) nicht verschwindet,
geben alsdann nach einem Ergebnis der Frepmoimschen Theorie die De-
terminanten

% . — Dm) P1P2Ps . * . D P1P2Ps .
L (oot n), falpse) = D (20 5),

f#3(p; #) = D'm (Zi 1;: gs ; %)

drei linear unabhingige Losungssysteme des m-fach iterierten zu (101) asso-
zilerten Integralgleichungssystems

flei) o [ | e 0030 B3+ Ky (0,23 02030 +
o + K. (0, p; %) ha(p'; %)} do = 0,

(106) g2(p;s %) — 517, H {K,.(0', p; %) fo(0'5%) + K, (¥, 5 %) 92(p"5 %) -+
) + K- (9", p; %) ha(p's 2)} do = 0,

a0i)— o5 [ | s 030 Bl0'52) + Koy 0, 3) 2952 +
® + K. (7', p3 %) hao(p'; A)}daﬂﬁ

und damit auch von (106) selbst, da (106) mindestens drei linear unabhingige
Losungen hat. Diese durch (105) gegebenen Losungen von (106) seien mit

far(P5%), 921(P5%)s hay(p; %),
{(107) fos(D3%), g22(P5%), haos(p; %),
fos(p; %), g2s(p; %), has(p; )

4) Vgl. etwa W. STERNBERG, Potentialtheorie IT, Berlin und Leipzig 1926, insbes.
S.108. Die dortigen Schliisse gelten auch bei unseren Voraussetzungen iiber die Be-

randung.
Mathematische Zeitschrift. 48. ’ 41
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bezeichnet. Fiir die bétrachteten x- Werte lauten dann die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz einer Losung der inhomogenen
Gleichungen (100)

(fsj) {21003 %) 0(F') + 921 (13 2) 6(0') + by (W3 ) 7(@)} do = O,
(108) H) {foa(p's #) 0(F') + 2a(P's #) 6(F) + haa(p'; #) e(¥)} do = 0,
¢

(fg {Foa(0'3 %) 0F) + gas(P'; ©) 0 (0) + has (7' %) v(0)} do = 0,

die, wenn sje iiberhaupt erfiillt sind, natiirlich identisch in % gelten, da die
Funktionen (107) in x ganz transzendent sind.

Nehmen wir nunmehr zuniichst an, daB die gegebenen Randfunktionen
o(p), o(p), T(p) auf S stetig sind und diese Bedingungen fiir alle x erfiillen,
s0 kann fiir - Werte, fiir die die Deferminante (104) nicht verschwindet, eine
Lésung von (100) in der Form

. _ F (p; =) e — G(P, %)
e = D™ (P1 P2 ps ) o 9P pim (Z’x 2 Ps )
092 95" He e’
H(p; =)
ZZ )=
®:%) D (P1 PaPs x)
hd s’

angegeben werden, wobei die jeweils im Zahler stehenden Funktionen in x gani

transzendent sind und den Integralgleichungen
.

F (p; )-——H{K‘,,(p,p %) F(p's2) + Key (b, P %) G(p'5 %) +
(8)
+ Ko (0,7 %) H@'s )y do = D™ (2252 ) o (p),
G(p; =) — “ {K,: (0,0 0) F(p's ) + K, (b, 7' %) G5 ) +
(109) (03]
+ Ky (0,032 B 0)do = D (105 1) 6(p),

H(p,fc)-——-ﬂ{m@ P %) F('3%) + Key (0, 03 %) G5 ) +

‘-, ‘. — pm) (P1P2Ps,
+ Ko (p,03%) H@'s 0} do = D (B 0222, ) ()
geniigen. A
Bildet man nimlich fir den Kern 2~J‘3;K (p, q; ») die Frepmormsche
Unterdeterminante

Dm(pmm% d)’
9919 93
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fiir die bekanntlich die Relation

D (P Py P2 D3 x)
- 99,9 g5

D (271 P2Ps )
60199

(110) = (2%)”‘ K (p, g3 2) —
wnns)
pm (pl Pa 3, 4)

H

9:19: 9
D(m) Py P2 p3 s 3{)

R
B e
(

— (55) K™ ,0232)

pim) Dy Ps ps’ %>
9 % 9
(m)(?’x P2 D3, ") -

’

992 93

pim 2 P P2 D5 %>
1\m ([ 96949
— J(m) ‘.
+ (29:) fj K (p.p's %) D(’”)(p’ P2 Ps, ) do
(©) 099

— (55) K™ (. 453 ) — 101 9

besteht #7), und setzt man

() Q.9 = 52 K459 + (55 KO(p, g5 %) + -
+(2~;z) K"")(p,q;x),

Dom (P j 2% 2 Ps )
99: 9 9
D (Pl P2 Pz, x) ?
199"

(112) Irom(p,q;2) =

W3)  I'(pgix) = Qp,q;4 + ”Q@, s %) T (@, g5 %) do,
()
so stellt die Funktion

(114) P39 = @) + [| 732 * @) do
¢
eine Losung der zu dem Sj;;stem (100) dquivalenten Integralgleichung

1) 0 = 5t [ [ B o3 1) do = o)
(&)
dar.

#) Vgl. E. GOURSAT, L. ¢., Anm. %), inshes. S. 376.
41*
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Beweis. Es ist zunichst

1 P P
W@e) 200 — 5 | [ K@ 10 00 69 do
\&)

1 1\ , (m) [yt
=5 K0 39— (53) ”K(p,p;z)K (¥, ¢; %) do.
‘ ®
Setzt man nun

1 ({( . ,
Vo 03%) = T2 i) — 5 | [ Ko 73 T 43200
S)

= Q(p,q; %) + HQ(P, P32 I™(p', g5 %) do —
()

;-jjlf@,p #) Q(p.7's %) do —
&

1 { r v 17 w r7
~ 55 H HK(P,P ;%) QP %) T'™ (7, q; %) do,, doy.,
© (& )

so wird bei Zusammenfassung des ersten und dritten Summanden gemiB (116)

1 1ym+1 (f , ——— .
V0. 07 = 5 K0 03 — (55)" “K(p,p;x)lﬂ (¥, g5 %) do +
(S)
w | [owrin row, g o -
©)

L ’ r o m 77
"”%H ”K(p,p 52) Qs P75 2) T™(p”, ¢ ) do, doy.
®) (& :

Daraus folgt aber ebenfalls bei Beachtung von (116)

1 1 \m+1 ; ,
P(pg;%) = 5 K. 379 — (55) HK(p,p 52) K™(p', ¢5 %) do +
)
“"f f e v - HK(p,p";z) E™ ", p')do,| T™ (7', q;%)doy

(S} &

K059 + o H K, #32) (T, g52) — (o) K0, 5 —
(S)

Lym ! ot m 77
- (27;) ij(m)(P:I’ s 2) ™ (p ,g;z)dapn}dap,.
(S)
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Wegen (112), (110) und (105) erhilt man alsdann
l s 7 !
WD) V.0 = T0.154) =35 | Ko v'30) T 5 do

(©)

= -_I-_K(p q; ;g) — (i)m—rlM (fK(p p'.x)K(m)(pl q ‘%)d0+
S\ D 2@/ (plpz'ps ) PE >4l

n (_1_>m+1 122 (g5 %)

S %Al em (pm s,
- 6%

_ (L)m+1 33 (g; %)
27 pm (m P2 Py,

9, 9> ‘]3

= Km0 — (5)"

)

919 93 ©®

[ K vs 0 B0, gsi9 o -
®

‘ f (0, 7'; %) K™V, g55 %) do

aQ

K™D (g, qi5%)

l(q’ )—

pm (px PyPs, ,‘) i

690
Lymil g K™D (pgy5 %) Lymel p o KD (p, g5 )
+ {32 22{1’4)'"7?0—?*_— 55 73(9/“""”"*”??@
v D(m)( 1Py 3;%) D(m\( 1 P2 3’,‘)
41 92 93 91 92 93

Fiir die durch (114) gegebene Funktion ist nun

( 7 ’ 1 7 ’
;1;, ”K(p, P )0 w)do = 5 “K(p, P %) o*(p')do +
©)

(€)

+ e jj o) {|[ K. w730 1@, i 9)do, | da,,

oder mit (117)

(S

’ / 1 s K K(md— > 91>
+ He*(p){f‘(p,p ) K050+ (35)" e B

©)
_ (_]._)m+1K(m+1)(p,q2, %) 1
27/ pm (rwws )
91 9295
= H I'(p, ;s #)o*(p')do +
(<)
+ (—L)mﬂ—————WKWﬂ) (2,913 %)
2 pm (Pl Py 1’73 )
9192 95
~ (2= )m+1 K™D (p,q35%)
2% pm (1‘1?’2 P3. )
¢ 92 95
T (i)m-!»l Km+1) (2,235 %)
2 pim (?3 P2 Ps, )
9192 95°

(©)

57 H K(p, p'; 9)f*(v'; %)do = 2—171 ” K(p, p'; %) 0*(¢)do +

©)

:“—

D (1’1 P2Ps, )
7, 9295

m+1 pm+1) ) gss ,
B+ (55) o e ) do

pm (?1 > Ps’ ()
9192 3

0" ()3, (P'; #)ydo —

o*(0) 5, (V' #)do +

o* (), (0'; ®)do.
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Wegen (108) muB dann aber einfach
= || K@ viaresnie = [[ re.vinew) s,
© ®

oder wegen (114)
= [[E@ri0reine = Fein - o)

(&)
sein, womit die Behauptung bewiesen ist.
4. Mit wortlich den gleichen Methoden, die bei der Behandlung des inneren
raumlichen Problems benutzt wurden, kann man zeigen, da8 die Funktionen

118 A i) N PV € X0 N
( ) U(P, “) D(m)(?z?zfps_%)’ IO(P %) Dim (1‘5?’22’3 )
0 92 95 91 9: 95
Co_ wH(Psx)
w(P; %) = ) (1’1 Pa 2’3.%)
9: 92 95
mit
1 ’ ’ + r 7 1
w(Pi) = o [ [ By B @52 + Ky (ow'50) 60'3)
© + K. (P, p';2) H(p'; #)}do,
1
(Pix) = o [ [{E P70 P0) + Ky (P52 G —
© + K, (P, p's 0)H(p'; »)}do,
1 ’ r ] ’ ’
*(Pyx) = 5 j {K. (P, p'; ) F(p'; %) + K., (P, p'5 %) G(p'; %) +
© + K..(P, p'; #)H(p'; x)} do
fiir x = k = — 1, auch wenn die in ihnen vorkommende Nennerdeterminante

dort verschwindet, das Problem (98), (99) losen, womit also der Satz 8 fiir
Funktionen g, o, 7, die fiir alle % den Bedingungen (108) geniigen, bewiesen ist 48).
%8) Die bei der Losung des inneren Problems herangezogene GREENsche Formel (86)
1aB¢ sich hier beim dufBleren Problem sinngemiB in der Form
m (AU¥dr = ﬁ {U* ‘MU.- 4 U*aU*} do

aon

benutzen, wo U* durch .
. _ * _ a U* " f) U*

gegeben ist, wenn aunf § die G}elchungen
[w* (P; —1)]g =0, [v*(P; —1)lg =0, [w*(P;—1)]g =0

3
bestehen, da ja im Unendlichen U* sich beschriankt verhilt, % wie ——, AU*

’OP
.1 04U+ .
wie —— und — —— wie ——
7' n r

2 verschwindet.
oP oP
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5. Erfiillen aber die gegebenen Funktionen g, o, 7 fiir alle »-Werte nicht
die Bedingungen (108), so bilde man unter Benutzung der drei Losungs-
systeme

& 2 2 S Prop 1, 1 1 #rop
1T 2%k, 2@2+k 08 T 2r,p 2r,p 2 98’
ok Prop _  x%or
1= T334k 8908 2 9Ean’
w — — k Bzrop__"ia'zrop
L= T 3@YksEot 0 2 088L°
- Prop % P7op
2= T S@1k onaE 2 9no&’
14+k 1 E Prep 1 1 1 rop
e i == —+ —— _— e
(19) % =5ag, L TIEFR 97 | 27gp {wop 3 o }
¥ Prop x P*7op
Wy =—"5Gikdsoc 20900’
k 897-0}, 2 Oﬁrop
Y= Tt oras T 2 0L0E
k 82701, x 0*75p
U= T 3eyhatey 2 oLon’
we — LEF LT B ®Prop 1 [ 1 __ia“oP\
8 =53 kr,y 2@LH 08  2rop | \Zrep 2 90 f

von (98), bei denen 7, , der Abstand des nach Annahme im Gebiet B gelegenen
Koordinatenursprungs O des &, 77, {-Systems von dem im Gebiet R, liegenden
Aufpunkt P ist, die neuen Randfunktionen .

Jo =0 —hluds — lo [usls — la{usls,
(120) o =0 — Lol — vl — I3 [os]ss
T=1—hiwmls— L [w2)s — Is[wsls-

Setzt man sie in (108) statt o, o, 7 e, sO ergibt sich zur Bestimmung der
l;, Iy, I, ein System von drei linearen inhomogenen Gleichungen, von dessen
dreireihiger Koeffizientendeterminante A(x), die ja eine ganze transzendente
Funktion in x ist, wir in den nichsten Abschnitten zeigen werden, daB sie
nicht identisch verschwindet.
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Fir alle Werte von x, fiir die weder die FrepmorMsche Determinante (104)
noch A(x) verschwindet, 148t sich eine Losung der inhomogenen Integral-
gleichungen

A

f(ps %) -—2‘—1,—, j {Ess(0, 39 F (03 %) + K0, 730 (15 ) +
o + K:o(p, '; ) h(p'; %)} do = 2(p),
9(p; %) — % j K, (0. 052 (05 2) + K, (0, 7309 (05 %) +

® K, (0, 75 )R (p'; #)}do = G (p),

7 1 ¥ ’ s , P
h(p; %) — 5 j. Koo, 050 F0'5%) + Ky (0, 175 %) g (05 20) +

() A i
+ Ko (p, P35 2) R (s 2)}do = T (p)
in der Form
s P p: ) g @ (p; %)
Hps =) = , 9pin) = ’
(m) (P12 P3 A (m) (P1PyPs .\ 4
P (419' a5 ) ) D (41 o q;") )
3 H (p; %)
hp; =
(P ") pim (p} Po Ps )A )
9 9 95°

angeben, wobei wieder die jeweils im Zihler stehenden Funktionen in x
ganz transzendent sind und den Integralgleichungen

Fipsn) = 5 | | Besto. 05 0 Fos ) + Koy w30 G030 +

IS) _
+ K, .(p, 7'; #) H (¢'; »)}do
—_ pm) (P1P2 P -
= D (P 4) 4002 (),
@ (p;%) — ”{ w0 D5 F(0'52) + K, (0, 05 %) G (95 %) +
) - .
_ (21 + K, (0, ¥'5%) H(p'; 2)} d o
— my (P1P2 D3,
D )(q 0 0 ”)A(”)G(p)
A - 2= [ [ e 0130 F 0500 + Koy 050 B 0) +
)

+ K op, '3 %) Hp'; #)}do

= D™ (5‘§2§3,x> A(x) T(p)

geniigen.
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« Mit den beim-inneren Problem benutzten Methoden kann -alsdann gezeigt
werden, daf die Funktionen

w{P; )

@ (B30 D (PP00) 4.0 ), (Pt 1) (P30 +h () s (P50
— 24

- 4

pim (Plpzps )A )
7192 93

v(P; %)

122) - 5 (p; ¢)+D‘m>(§*§*§3 ) 4160) 81 () 1 (P 0)+1, ()00 (P ) ) g (P 2)
—_— 1

- D(m) (p1p2p3 ) A (%) ’

142143

w(P; x)
@R D (P8 ) 4 ) Uy e (P3) 1y () (P ) o) 0 (P )]

919293
D‘(m) (plpﬁ p3; %) A (%)

919293
mit
= 1 ) ’ o 7 ' [} ’ ~ 7 1
WP = o | [ KPP ) + Koy (B30 G0 7) +
8
+ K. (P, p'; %) H (p'; %)} do,
1 { ~ ’ 7 N s
nay TE ([ @i F win + K,y (3060 9 +

S) —_
K, (P,p';%)H (p'; #)} do,

1 ( ; T ,I 4 o ’
w* (P;#) = 5 ”{K:s(l’ap s2)F(p'52) + Koo (P, p'5 2) G (05 %) +
s _
+ K.(P, p';2) H (p'; %)} do,

die fiir -Werte, fiir welche die Determinanten (104) und A(x) nicht ver-
schwinden, offenbar den Gleichungen (98) geniigen, und deren Randwerte fiir
solche x-Werte g (p), o(p) und 7 (p) sind, stets in einer gewissen Umgebung der
Stelle = k = — 1 regular analytisch in » sind. Bei dem Beweise beachte
man, daf hier als Analogon zu (78) fiir die Randwerte der Zahlerfunktionen
in (122) )

W (p; )+ D™ (P25 ) A {la )2 (03 ) + o) (p3 ) + Do) (03 )}

= D (B 2) A64) o)
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und fiir die Randwerte ihrer partiellen Ableitungen nach x als Analogon zu (82)

. ot
hmaz

a
Pn

[u*(P“ %) + D (PP ) A(e) () s (P ) +

+ 1o () e (P ) + by ) (P23 )}
= = [p (227 a0z 0]+

*

o [P EE 2) 463 a3 + L) p39) + (s (03

6:D(m) (271?2173 ) A (x)
91 92 93
FPr; e(p)

=2 [D‘”‘)(”‘wz )A(d)e(p)]

(%t 7192 9.

und Entsprechendes fiir die Zihlerfunktionen von v(P;x) und w(P ; %) gilt.
Schreibt man aber

u (P; %) 1 v(P; —1)
(2 u(P; 1)"27:?2§; w1 Ve B =) = O ds
: _ 1 fw@—1

wobei die Integrale iiber einen in der x-Ebene gelegenen Kreis mit dem Mittel-
punkt x = — 1 erstreckt werden, der so gew#hlt ist, daB in seinem Innern
und auf seinem Rande eventuell mit Ausnahme des Punktes » = — 1 keine
Nullstelle von D™ (:) mit A(x) liegt, so folgt

- 1) = 2712 §5_(:; dx = Q(p) 'U(P, 1) = ‘*:’ g_fgll dz = g(p)’

271
0o —1) = g b 2 a = o),

und man erkennt, dafB die Funkxtionen
w(P; — 1), oP;—1), w(P;—1)

das Problem (96), (97) l6sen, womit Satz 8 bewiesen ist. Die Behauptungen
von Satz 9 und 10 lassen sich dann unmittelbar mit den beim inneren Problem
benutzten Methoden unter Verwendung von (124) bestéitigen 49).

4%) Man beachte dabei, da die partiellen Ableitungen dritter Ordnung von U

-im Unendhchen wie -—31—— verschwinden, wie unmittelbar aus (30) zu erkennen ist.

ror



Randwertaufgaben der Differentialgleichung A AU = 0. 639

6. Es ist noch der Beweis der Tatsache nachzutragen, daf A(x) nicht
identisch in » verschwinden kann. Wir werden dazu in mehreren Schritten
den Hilfssatz beweisen: Es gilt 4(0) &= 0. '

Ist fo(p), g2(p), ho(p) eine beliebige micht identisch verschwindende
Losung des Systems (106) fiir » = k = 0, d.h. liegen drei nicht simtlich
identisch verschwindende Funktionen vor, die den Integralgleichungen

1 CO8 (7., 5 %) ,
o) - 5 || =52 @) ao = o,
'y

(S)

. - 1 €08 (7,5 M) ,
(125) 0r) — 5 || “HE ) do =0
' [6))

1 cos{r,, ,n) ,
) — ok | [ 25 by o — 0
p!
8)

geniigen, so wird behauptet, daB die mit ihnen gebildeten Potentiale der ein-
fachen Schicht

W)= ([ ree v @) -5 || - wde

(126) 8) (&)

/ 1 1 '
w@) =5 ([ )i
Sy

die ja bekanntlich im ganzen Raume stetig sind, in E durchweg konstant
sein miissen. Es geniigt, den Beweis fiir «'(P) zu fiihren.

Wir gehen von der fiir eine beliebige Funktion «'(P), fiir die in B die
Potentialgleichung A’ = 0 erfiillt ist, giiltigen Integralformel

o ][R+ G + G2 o+ [[0n i) oo =
@ )
aus, bei der vorausgesetzt wird, daB das in ihr vorkommende Flichenintegral }. 5
)

als lim _U existiert. Die Gleichung (127) gilt offenbar auch fiir das Aufen-

n—> = (Sp)

gebiet B,, wenn dort A« = 0 ist, und «' im Unendlichen wie }«1—— ver-
op

schwindet, wahrend die partiellen Ableitungen erster Ordnung dort wie ——-:w

Top
gegen Null gehen.

7. Ist nun P% bzw. P%eine in R bzw. in R, gelegene Punktfolge, dielangs =,
gegen p konvergiert, so bestehen fiir die durch (126) gegebene Funktion ' (P)
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nich einem bekannten Satz der Potentialbheorie, der auch bei unseren Voraus-
setzungen iiber S zutrifft50), die Limesrelationen

(128) lim {y?;;jjfﬂp’)dO‘]'zPi=~2nfz(?) ﬂfz(m R0 o,
8)

n—» e Ty p P n

a29) tim |2 [ {22 ao), = Zﬂfz(PHHfz(p) < lyn ) g

’
n—> P n

)

Da die Konvergenz aber in bezug auf die Lage des Punktes p gleichmaBig
erfolgt, so gelten diese Limesbeziehungen auch bei beliebiger Annsherung der
Punktfolge P., bzw. Pj an den Punkt p.

Wihlt man nun die Punktfolge P derart, daB jeder Punkt P! auch
Punkt einer Fliche S, der ganz in R gelegenen Folge von gegen S konver-
gierenden Approximationsflichen ist und als solcher mit p], bezeichnet werde,
so soll bewiesen werden, daf die Limesrelation

j f2 () dc]
pp  IP=p}

M - 7.2 (Z) ) d ] — 1‘ [ a
(130) n&moo{an?z jj ’P ¢ P=Pi n—i)moo 67& »
® ®
besteht. Da der rechts stehende Grenzwert existiert, so geniigh es zu zeigen,
daB

lim [ 9 Hh(p’)d ”fz(p)d ] .
7 —> o ani P ?’ Yo' p P=>7"
Pu Sy (S) "

T S

= lim “w) 5 do
n—>

() A
=0

ist. Versteht man aber unter s den Teil von S, dessen Projektion auf die
Tangentialebene im Punkte p ein Kreis vom Radius go um p ist, und zerlegt

man das letzte Fliichenintegral H i f J. + ﬁ so ist klar, daB die behauptete
6] 8) {S—s)

Limesbeziehung fiir H rlchtlg ist. Um sie aber auch fir j’j nachzuweisen,
{s)
-gchreiben wir, falls mlt :a, ¥,z ein im Punkte p lokales Koordinatensystem

bezeichnet wird,
cos (7, P n,) — €08 (1, oo Mt )

== €08 (7,3 » %) {eos (, n,) — cos (x, 1)} +
+ cos (r,,,,, i ) {cos (y, n,) — cos(y, i )3+

+ cos (r z) {cos (2, n,) — cos (2, i 3

) Vgl. J. SCHAUDER, L ¢., Anm. 14), inshes. 8. 636.
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Die Komponenten des Normalvektors im Punkte p bzw. p; sind aber
durch

{ ‘2‘1’ gqo 1 B\ 2 o\2
|Ea ey e

bzw.

e O
2y

gegeben, wobei z. B.

a6 (p) 26 (p}) ‘
dopm) _ _ 9w deulp) _ _ 0% (aa(p) o 26@w )
0w GG(p), oz 86(1’:’;) Fz =+ 0, 7 A 0
oz FYE

ist, wenn man unter G(z, y, z) die bereits im § 4, Abschnitt 2 zur Defmition
der Flichen S, benutzte GreEnsche Funktion fiir das Gebiet B versteht.
Da nun nach bekannten Sitzen iiber Potentialfunktionen bei unseren Voraus-
setzungen iiber die Berandung die partiellen Ableitungen erster Ordnung
von G (2, , z) in B + 8 einer H-Bedingung mit dem Exponenten 4 geniigen 1),
so erhalten wir die Abschitzung

] ] _ . Y 4
|cos (rp.p; , W,) — €OS (rp,p;, %p;ﬂ < Krpp;

Fiir das abzuschatzende Integral exgibt sich also gleichmaBig fiir alle Punkte ;
von S die obere Schranke

i “‘j’ é .KT)' 4 j ( 21 dO’.
PP, J 7 "
® s PP,

Der rechts stehende Ausdruck mu8 fiir # — oo gegen Null gehen. Denn ist
fiir den Augenblick der Punkt p?, auf der Normalen im Punkte p gelegen und
ist b, = r ;, so gilt nach (2)
%)
_{ }do‘

n

f;piH ! da:k;;ﬂ{m 17;2"*0{
n ) rp:pi i + (tz + hﬁ)

2z Qo
d
=i [ar [ 8 o)
0 0
= b} {m (log (o7 + h;) —log hy) + O[1]}.

51) Vgl. J. SCHAUDER, l.c., Anm.¥), insbes. S.635, und O.D. KELLOG, . c..
Anm. %), insbes. S. 508.
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Nach der bereits mehrfach benutzten Schlufiweise mufl dann aber auch der
Ausdruck bei beliebiger Anniherung an den Punkt p gegen Null gehen.

Im Anschluff an (129) lassen sich entsprechende Betrachtungen anstellen,
wenn man fiir die P, eine Folge von Punkten wihlt, die auf den in B, gelegenen
Approximationsflichen 8] liegen, so dafl

(131)  lim [a*f ”fm;‘mda) — lim {;—H’j‘maa] |
R~ 00 p: 'S P P:p:' n— |99, 5 PP P=9p

Ist.

N.B. Mit Sitzen aus der Theorie des Potentials der einfachen Schicht
konnte man zeigen, dal die durch (125) und (126) gegebene Funktion ' (P)
in R+ 8 stetige erste partielle Ableitungen besitzt52), so daf (130) auch
unmittelbar aus

. [9W (D)
lim l-an ]
% —> oo P=p

7 —> co

S e

rn
. 19w (P
Tl_ an )]P-—
n

= lim {[a’géP)}P 2[)ncos(é n,) +

B~ 0O

cos(n, 1) + [Maip)}Pﬂi cos (Z, np:;)}

n

.;.{a’;;P)L y _cos (7, ,,)—i—[ (P)}P p”eos («, np)}

folgen wiirde.

8. Wendet man nun (127) zuniichst auf den Bereich B, + S, an, so erhilt
man bei Beachtung von (130) und (128), wenn man zur Grenze #n — oo
ibergeht, da in ganz B

(132) w'(P)=4d, o(P)=0b, w(P)=c

sein muB, wo o', V', ¢’ drei Konstanten sind, von denen wir zunichst zeigen
wollen, dafB sie nicht simtlich verschwinden kénnen.

Aus o' = b = ¢ = 0 wiirde nimlich, da die Funktioner « (P), ' (P),
w'(P) im ganzen Raume stetig sind,

(133) hm o (pf) = 0, hm () =0, lim w'(p)=0

folgen. Da jedoch nach (131) und (129) der in (131) auf der linken Seite stehende
Grenzwert existiert und die Funktionen «'(P), v'(P), w’(P) im Unendlichen

5%) Vgl. J. SCHAUDER, L c., Anm. ), insbes. S.635—640.
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wie —— verschwinden, wihrend ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung
Top

dort wie ;;— gegen Null gehen, so folgt aus dem Integralsatz (127), wenn man
oP

ihn zunichst auf den Bereich B2 - 8% anwendet, und dann zur Grenze %> oo
iibergeht und (133) beachtet, daB im Gebiet E,

W (P)=0, ¥ (P)=0, w(P)=0

und damit ebendort ’

du (P)
an,

av' (P)
on,

ow' (P)

on, 0

=0, =0,

Il

sein miiBte. Aus (129) kénnte man dann aber auf

b () + Hf2<p>°°—"rf~—21da=o,

'p

(S)
1 s )
92 (P) ’l"'g;jjg"(?’)——f”—fﬁda =0,
s v
€08 (700, M)
B + o | [ )2 ds =0
2'p

&)
schlieBen. Daraus wiirde jedoch wegen (125) im Widerspruch zur Annahme

fa(p) =0, g2(p) =0, he(p)=0
folgen.

9, Wahlt man nunmehr fiir f5(p), ¢2(p), 22(p) der Reihe nach die drei
linear unabhiingigen Losungssysteme (107) von (106) mit x = O 80 smd die
mn; 1hnen gebildeten Funktionen (126), die bzw. mit Uy, V3, Wy, Yy, Uy, Wy,
Wy, vy, w; bezeichnet seien nach dem vorhergehenden Abschnitt in B samtlich
konstant:

w=ay, v =b, W =c,
(134) Uy = @y, vy =by, Wy =0y,
uy = a5, U5 = by, wy=cs.
Es muB dann
ay, by, e
(135) D= l|ay bs, co|F0
a3, b3’ C3 |
sein. Denn andernfalls wiirde es drei Zahlen &, k5, ; = 0, 0, 0 derart geben,
daf ’
kyay + keaz + ksas = 0,
k1by + kobs + ksby = O,
kyey + kgeg + kses = 0
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ist. Bildet man dann mit

fo = kifor + kafoz + k3fas,
{136) 9o = k1gs1 + k2 922 + k3 g23,
hy = krhgy + ko hoy - kg hos

die Funktionen (126), so muf8 fiir sie offenbar in R
o' = kya; + keas + ksag = 0, '@' = kiby + kobs + k;,,bg =0,
w =ky6, + kscs + ksog = 0
sein. Nach dem im vorhergehenden Abschnitt benutzten SchluB wiirde also
f2(P) =0, g2(p) =0, ho(p)=0

folgen, was jedoch gemiB (136) im Widerspruch zu der Bedeutung von s,
f22s f2s; 9215 922, gos, ha1s hoa, hes zu der Aussage fithrt, daB diese Lisungs-
systeme von (106) linear abhingig wiren.

10. Beachtet man nun, da$ fiir die durch (119) gegebenen Funktionen
1 .
uy(p; 0) = 27, 01(p; 0) = 0, w1(p; 0) =0,

1
uz(p; 0) = 0, v2(p;0) = 5o, wa(p;0) =0,
p
1
us(p; 0) = 0, v3(p; 0) = 0, w3(p; 0) = 5,—
fpo
gilt, und daf man infolgedessen wegen (134) fiir die Elemente der Determinante

011 b1z 013
4 (0) = | 021 D22 Oas
031 O3z Oss
in der ersten Zejle
on zﬂ{fu(ﬁ’; 0)21(p";0) + 921 (p'; 0)v1 (2'; 0) + o1 (p'; 0) 201 (¢ 0)}do = ma,
Sy
012 :ﬁ{fz 1(P"3 0) 42 (p'; 0) + 921 (p'; 0)02 ('3 0) + a1 (9" 0)we (p'; 0)}do = by,
(8) .
1= [{for(P'; 0) (13 0) -+ go1 (1'; 0)05 (1; 0) + hg (3" O) 05 (¢ O)}do = ey
[&)]
und entsprechende Werte fiir &g, 025, 023, 031, 032, 033 erhilt, so ist un-
mittelbar aus (135) zu ersehen, daB

ay blb €y g
4(0) =% ay by ea| + 0
| g b, c3f
ist, womit der im Abschnitt 6 dieses Paragraphen formulierte Hilfssatz be-
wiesen ist.
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§ 6.
Das innere Problem in der Ehene,

1. Eshandelt sich in diesem Paragraphen darum, den folgenden Existenz-
und Eindeutigkeitssatz zu beweisen:

Hauptsatz III. Gendigt die Randkurve S des einfach zusammenhingenden,
ganz im Endlichen gelegenen Gebietes B den tn § 1 genannten Voraussetzungen,
und sind die auf S definierten Funkiionen o und o dort steitg und gentigen sie der
Relation
(137) f{g (p') cos (n,,, 1) — o (p’) cos (n,,, &)} ds = 0,

S
dann gibt es (bis auf eime additive Konstante) genau eine in R biharmonische
Funkiicn U, deren yartielle Ablestungen ersier Ordnung in R + 8 stetig sind
und auf 8 bzw. mit o umd o iberesnstimmen.

Existiert eine biharmonische Funktion mit den verlangten Eigenschaften,
so gilt mit
oU

oU
offensichtlich in R
ou v
und
(140) [u]s = o0, [v]s =0,

und umgekehrt folgt aus dem Bestehen von (139), (140) und (137) die Existenz
einer Funktion U, fir die die Gleichungen (138) erfiillt sind, so dal sie das
urspriingliche Problem l6st.

Die Bedingung (137) ist, damit das Problem iiberhaupt eine Losung hat,
wie man aus dem Gaussschen Satz erkennt, sicherlich notwendig, sie erweist
sich aber auch zusammen mit den anderen Voraussetzungen als hinreichend.
Indem wir uns daher lediglich mit dem Problem (139), (140) zusammen mit
(137) Dbeschiftigen, zeigen wir zundchst den

Satz 11. Sind die Funkiionen o und o auf S stetig und gentigen sie der
Relation (137), so existiert eine Losung des Problems (139), (140).

Den Beweisgang, fiir den die im réumlichen Fall benutzten Methoden
versagen, konnen wir unter Ausfiillung einjger Liicken und Verallgemeinerung
auf die von uns zugrunde gelegten Voraussetzungen iiber § einer Arbeif von
G. LAURICELLA 58) entnehmen.

53) (. LAURICELLA, l.c¢., Anm.?%). .
Mathematische Zeitschrift. 48. 42
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2. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

1

.. (P . 7, p 26(1%;;;) . cos?(r, p, ) €OS (7, p, 0y)
gg(,P)—- 3,7) om, = R

TpP

0 1og )
3rpp 8er Tpp

(141) K, (P, p) = K, (P.p) = — 5% 5, —an

»

008 (1, pr §) 008 (, p, 1) 008 (r, p, )

>

Tpp
1
, 0 (log—— ;
K, 2.0 =("2F) (o8 5,7) _ cort 1081008 o)
L AN & dn, T, p

betrachte man das inhomogene System von FrepmorMschen Integral-
gleichungen '

1)+ 2 [ et 2)10) + Kol 29 @5 = 00,
(142) 3

90 + 2 [ &, )1@) + Koo 2)9 05 = o(0)
&

Von dem zu dem entsprechenden homogenen Gleichungssystem

B + 2 [ Eesto L) + Koyl )02 00} = 0,
(143) &

a) + 2 [ &,elo IE) + Ky, 0. 9)0@0)ds = 0
)]

gehorigen assoziierten Gleichungssystem

B + 2 [ Eesv, DBEE) + sy, 2)ga 5= 0,
(144) ®

526 + 2 [ Kyt D) + Kyy0', Ds0)}ds = 0
[

kann man durch direkte Rechnung zeigen, daf es die Losung

fz(?) = €08 (%zn n) 92(17) = — C0s (%, £)
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besitzt. Denn es wird nach (50) und (51)

2 ’ ’ ’ r
2 [ es, 9 c0s (0, m) — Koy, 9) cos (0, £)) ds
®

a(logi
2 [0y (07 ) Tp'p)
- ;§ o { 3 Ny, 1) + 9E cos(np.,g-‘)} 7, ds
& (
d{log—
_ _%_f 2 OTpp 1 97y, ds — — 2 O7prp Dy ( "p’p)ds
N 617 8y er dn, w ) 9y On, dny,
) S)

2 E) 6‘<}og;~1~——)
-5 PP f »'p
== — j By 5 eos (n,, &) + 2 cos (n,, 77)} T d

(S)

8<Iog 1 )
2 0Ty O prp "p'p
w——;cos(np,f)‘s 3F a7 Fr. ds —
S5 -
( 9 07, 0\2 8(10g71—)
— 2 cos p'p ?'p
- co>(n1,,77)§( aq) o, ds
)

= — €0s (N, , 1)
und ebenso

2| (B0, ) cos (my1, 1) — K, (07 o5 (my, £} ds = cos (1, ).
&

Damit besitzt auch (143) mindestens eine nicht triviale Losung f;(p), 91 (p),
von der man mit denselben Betrachtungen wie in § 4, Abschnitt 6 unter Ver-
wendung der in § 3, Abschnitt 12 gewonnenen ebenen Analoga der Hilfssitze 2
bis 6 von § 3 zeigen kann, daB sie eine Tangentialableitung besitzen, die auf S
einer gleichmifligen H-Bedingung mit dem Kurvenexponenten 4 geniigt.

In den nichsten Abschnitten wollen wir in mehreren Schritten nach-
weisen, daB jede weitere Losung f,(p), g1(p) von (143) ein Vielfaches von
f1(p), 91(p) sein muB.

3. Als direkte Folgerung aus einer GreExschen Formel 148t sich fiir eine
im Gebiet R existierende beliebige Losung w, v von (139) der Integralsatz

1) [ {52+ (52 + 5 (5t — 32 aean +

(®
+ [{ids Xy o @, P') + [o)s Yo o(2's )} ds = 0
&
ableiten, wenn man zu der durch (138) in B definierten Potentialfunktion &
eine konjugierte Potentialfunktion y durch
39 _ay 09 _ _dy
(146) 3 "an 0y @

ry

42¥



648 K. Schroder.

einfithrt und
(147)
du(P) dv(P L u(P) 1
X, (Bp) = 5 (258 =25 cos n,, &) + (T — 52 (P)) cos ny, ),

dv(P)  du(P)

Yu,v(P: p)““(aaitp 2%(1)))008(%,,,5)—{— ( 3r 6§ )COS(‘np,n)

setzt, und wenn von dem auf der linken Seite in (145) stehenden Kurven-
integral vorausgesetzt wird, daB es als lim jexistiert, wobei die 8%, analog
N —> oo, 4
(53)
wie beim raumlichen Fall, eine Folge von in R gelegenen, durch die zu B ge-
horige GreeNsche Funktion gegebenen, gegen § konvergierenden analytischen
Approximationskurven sind. Die Formel (145) gilt auch fiir das Aulengebiet R,
falls die Funktionen % und v den Gleichungen (139) geniigen, im Unendlichen

beschrankt sind, und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung dort wie —L
op
verschwinden, und falls weiterhin das Kurvenintegral als lim _\' existiert.
% —> oc
S
Den Beweis von (145) erbringen wir, indem wir fiir zwei beliebige im
Gebiet R existierende Losungen %, v und %, v von (139) die Richtigkeit des fiir

spitere Zwecke bendtigten allgemeineren Integralsatzes

duduw ,0vdw , 1 (0u Ov\ [Ou 09 .
(148) H{ra—*ﬁa—s 3 G~ 7) 6z — 7y dedn +
(R)
+ [{Iuds Xa,5 (0, 9) + [0]s Ya,5 0, p')} ds = 0
S

aufzeigen, wobei das Kurvenintegral j wieder als lim J'existierensoﬂ. Ein
8) N —> (S,,-)
k3

entsprechender Integralsatz gilt fiir das AuBlengebiet E,.

Das links auftretende Flichenintegral zerlege man namlich in die beiden
Integrale

und
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Fiir das erste Integral findet man nach einer GrrrNschen Formel
1 H (udn , duduw , 003 , dv a,ﬁ} £dy

3 )} 5E % Tan oy TaESE Tayay
(R) |
- ;H{uaa LodBdEdy —
(B)
1 ( jow d
— _2_J {u (5%: 08 (%, &) + 6—:; cos (n,, 77)) +
v
— 9 (T cos (1, , &) + 57 08 (n,, n))§ ds.
Da nun
_ 39 T
Au—-(ﬁ—.—.o, Av~6—?} =0
ist, so erhalt man nach dem Gavssschen Integralsatz

H{uAEa-}@A%}dEdn - j'f{u(mz—g)+@(M~§_’3)}d5dfm

TR (R)

4 3 5' {ug—‘f} — ‘1)%} dédn = j {— u 7 cos(ny,n) - vycos({ny,E)}ds,
(B) &)
wenn man noch beachtet, daff
0w _0v 0
Xgn ~XFE =
ist. Man hat also insgesamt fiir das erste Integral

1 dudu , Ouduw , dv 0% dv dv
109) 3 ([ (53 55+ 55 55+ 5% 52 + 0% oyl 46
(R)

= { {u[m jl?— ((%L cos (ny, &) + (—;-7 - % g—q:;) c0s (”r'ﬂ?)] +

®
1_ 1 9%\ - 1 0v
+o[— (52 + 7 5¢) 008 (&) — 5 5 008 (my )]} ds.
Fiir das zweite Integral kann man aber bei Benutzung des Gaussschen
Integralsatzes

(150)%“{3“@ L v s duwds  0udntgeg,
(R’

= 3 [[7 (o52) = 5 (uF5) + 75 (058) — 75 (o58)} 282
(R)

1
T2

(&) .
3% % ‘
+ «;(542- cos (1, &) — ﬁws (np, 17))} dédny

{u (g-% cos (Ny, 1) — g% cOS (yr E)) +
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schreiben, wenn man beriicksichtigt, da--
04 % 2% 2%
um—vumz y - ”@*”a*m =0
ist. Mit (149) und (150) ist aber (148) bewiesen.
Subtrahiert man die durch Vertauschung von % mit % bzw. von v mit ¥
aus (148) erhaltene Gleichung von (148), so findet man die fiir spitere Zwecke
bendtigte Relation

) [{dds Xg S 00) + [ls Y, 5 (0 0) — (s X, (0 9) —
® ’ ’ _

—[Pls Y, , (', p)}ds = 0,

wobei das Integral als lim j zu verstehen ist. Geht man von dem (148)
N = oo
(%)

entsprechenden Integralsatz fiir das Gebiet B, aus, so gelangt man durch
dasselbe Vorgehen ebenfalls zu einer Relation der Form (151) mit dem

einzigen Unterschied, daf jetzt das Kurvenintegralf als lim j' ZU Ver-
stehen ist. A )

4. Mit Hilfe der Funktionen f;(p) und ¢;(p) bilde man nunmehr die
folgenden Loésungen von (139)

a(P) = 2 [{Ee (.0) ) + Koy (Por) 00} s,
(152) &
() = 2 [ & .1) b0+ Ky () () s,

&) '
fir die wegen (55), (57) und (143) die Limesrelationen
(183) Im u (P)) = wi(p) = 0, lim 0, (P]) = oi(p) = 0
n—>o0 n—>coo

bestehen. Fiir diese Funktionen ist nun

duy(P) , dv(P) 2 @ ? 108?}">
U v & ; 4
(154) b = =+ —5, ‘=?a—§jfl(?’)‘——“anjp ds +

S
a (log ——1—~)

2 a 2 rp’P
+ - aj;jgl(?) —77;;*’*(36‘.,
%)

und damit kann im Gebiet R oder im Gebiet R, gemi (146)
1
. 8(log-—-)
2 3 * Tyt 2 a ’ T
9% m=-z ﬂ'(fl{?)”ﬁ}zflz‘ds +2 55 |06 —ar - ds
(&) [}

gesetzt werden.
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Bezeichnet man die Tangentijalrichtung im Kurvenpunkt p von S, die
zusammen mit der Normalenrichtung , dieselbe Orientierung wie das
&, n-System hat, mit t,, und beachtet man, dal

6K$;5(P P) 8K_n(P ?) aK;«n (P, p) _ 3KM(P,p)
an a& ’ an - o0&
ist, so ergeben die Ausdriicke (147) fiir die Funktionen u = w;, v = o,
wegen (154) und (155)

1 d (7 1
Xuoy (P9) = (5 01— 52) 005 (ny, &) + (G2 — 5 11) 005 ()

(’)(Ioo ! ) i a(1og_1_)
=%{% f1<p>*——:’i~ds+%}gl(p'>~——a—,;fids+
( ) [C))
6
6_3_“‘ hip ) 8}) dn - ds —
(&)
0(10 R
ar,,
——2% 91(19')( ap;))z 6n1,,P ds}cos(n &+

7 Tp a3 ’
anjfl(p ) ﬂ;f"ids — é‘—éj.g’ ®) ——a;;—li* ds} 08 (%, 1)
8
und daher
1 9 a(k’g—l—')
(156) Xy, v (P,p) = — on, ‘ h@) —5—

pl
(S)
. o

1 9 , Tprp
— 7o | ) —5 s —
P D
8 1
0 {log —
-Ei 'f( ) VP'arqu (grprp)ds—i_
7 dt, 1P an Iny,
&) . )
a lcugm~~
2 o { , 37‘:",1,2 (
+ 3 a7 |0 () —2 - as.
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Ebenso erhilt man

(157) Yy, 0 (P,p) = (avl +3 Xl) c0s (1, §) + ( 9 — 65 ) cos (n,, )

1
X B(Iog m) . a(log w)
1 9 » P 1 9 ’ prp
“'",{Tjgl(p)”_‘“;'_“d +;5§} h') —55 ds —
(S) , ; (
9 {log .
2 9 , 81', 2 { o
’—;ﬁfﬁ(?)( apnp) 61@’?? ds +
p(S} »

a{lo w;__)

._2_1 (I)Orp,Parp,P ( Ty p
T % ot | NP5 oy an,,
*® i

ds.

5. Da aber die Funktionen f; (p) und ¢, (p) auf S eine Tangentialableitung
besitzen, die einer gleichmaBigen H-Bedingung mit dem Exponenten 4 geniigt,

so sind sowoh] a;? fi;;x ?’g, ‘j;j; 1, 71 als auch die Ausdriicke (156) und (157)

in B 4 Sund in B, -+ stetig, und aus (60) und (61) erkennt man unmittelbar,
daB die letzteren sich auch stetig verhalten, wenn der Punkt P den Flichen-
punkt p passiert.

Wendet man daher (145) auf den ganz in R gelegenen Bereich B! + S
an und 1a8t » unbeschrinkt wachsen, so folgt bei Beachtung von (153), daB
in B

w(P)=0, $(P)=0
und damit
H(P)=0
und also
aP)=c

sein mufl, wobei ¢ eine Konstante ist.» In ganz R gilt infolgedessen
X’ul,rl(P? P) = % ¢ CO8 (%p, "7)»
Yo, v, (Ps 1) = 3 ccos (m,, &).

Nach der eben gemachten Bemerkung iiber das Verhalten der Ausdriicke (156)
und (157) bei Annéherung an einen Randpunkt von S folgt dann aber fiir eine
im Gebiet R, gelegene Punktfolge P, die gegen p konvergiert,

im X, (P}, p) = —}ecos (n,, 1),
Nn—>o

im Y, , (P2, P)=1ccos (%, &)

B =00
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Hieraus erkennt man, daf die Konstante ¢ ungleich Null sein mu8, Denn
wenn 7, » unbeschrinkt wichst, so gehen w, (P) und v, (P) wie ;_L gegen Null,
op
wihrend ihre ersten partiellen Ableitungen und ;; wie ~—2L verschwinden.
¥

) op
Man kann also (145) auf den Bereich B! + § anwenden. Wire also ¢ = 0,

so erhielte man im Limes# — o, das in R,
ul(.P)EO, ‘vl(P)EO
sein miifte. Da aber wegen (56), (58) und (143)

lim u, (P7) = wi(p) = — fi(p) + ;2 J{K;-;- (0:7') F(0") + K g (05 0') 91 (9')} ds

% —>oc

& = —2f,(p),
‘32{;"1‘”) =i (p)= —q:(p) + = j‘{K £, 7)) 1 p) + K, (0:7') 92 ()} ds
@ = —291(p)

ist, so wiirde im Widerspruch zu der Bedeutung der Funktionen f;(p), ¢1(p)

h(p)=0, g:(p)=0
folgen.
6. Nehmen wir nun an, da die homogenen Gleichungen (143) neben

f1(p)s ¢1(p) die Funktionen fl(p), g1(p) als nicht identisch verschwindende
- Losung besitzen. Bildet man mit jhnen analog zu (152) die Losungsfunktionen
% (P), v1(P) von (139), so muB aus den gleichen Griinden wie eben in R

X, o (Pop) = —}ecos (m,7),
(P, p) = Lccos (n,, &)

sein, wo ¢ eine nichtverschwindende Konstante ist.
Wsahlt man nun eing weitere Konstante & so, daf

u;,t

¢c+ke=10
ist, und bestimmt fiir die Losungsfunktionen
h=h=kh §1= g+ ks
die zu (152) analogen Losungsfunktionen u (P), v, (P) von (139), so gilt offen-
sichtlich in ganz B
X- = (P,p) = — } (c + ké) cos (m,, 7) = O,

Uy, M1

Y= =(P,p) = L(c + kc)cos (n,, &) = 0.

%y, Uy
Mit dem SchluBiverfahren am Ende des letzten Abschmtts erkennt man dann
aber, daf

h=0 g=0 <
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sein muB, s0 dal in der Tat eine beliebige Losung f1 (p) g1 (p) von (143) ein
Vielfaches der Losung f;(p), ¢1(p) selm muS.

7. Da somit das assoziierte Gleichungssystem (144) die Funktionen

fo(p) = cos (m,, ),  g2(p) = — cos (m,, &)

als einzige linear unabhiingige Losung besitzt, so lautet die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daB das inhomogene System (142) eine Losung
besitzt:

(i){g (pl) co8 (np’) "7) - G(P,) COos (np’7 5)} d-S’ = Q.

Erfilllen die gegebenen Randfunktionen diese Bedingung, so existiert
also eine Losung f(p), g(p) von (142).
Die mit ihnen gebildeten Funktionen

u(®) = 2 [{Kee ) 1) + Koy (P 1) g0} ds,
S)

o(P) = 2 [ (s (B ) 1) + K, (P ) g0
(S)

losen alsdann das Problem (139), (140), womit der Nachweis von Satz 11
erbracht ist.

8. Der Hauptsatz III ist alsdann in seinem vollen Umfange zugleich mit
dem folgenden Eindeutigkeitssatz bewiesen:

Satz 12. Sind die Funktionen o wnd o auf S stetig und gensigen sie der
Relation (137), so kann es hichstens eine Losung des Problems (139), (140) geben.

Den Beweis erbringen wir in mehreren Schritten, indem wir mit dem
Hilfssatz beginnen: Das durch Einfiihrung eines Parameters = ergimzte homo-
gene Integralgleichungssystem (143)

(158)

) + 2 [ e 00 H0) + Koy 0 9) 0} s = 0,
(159) @
@) + 23 | 0.0 @) + K,y () 0} ds = 0

(8)
besitzt fiir x = — 1 die Lésung
(160) ' fi(p) = a1E(p) + b1, ¢1(p) = a1n(p) + ¢4,

wenn ), by, oy beliebige Konstanten sind.



Randwertaufgaben der Differentialgleichung 4 4T = 0. 655

Beweis. Ist Py = (&3, 97;) ein beliebiger Punkt im Innern von R, der
der Mittelpunkt eines ganz in R gelegenen Kreises So sei, und benutzt man die
in dem von 8 und S, berandeten Gebiet B, definierten Losungsfunktionen

i(P) — 1 Irpp, 2 - p _ 27pp, TPp
u(P)*MlOngpl+< P& ), ”(‘P - EN3 a,?’
von (139), fir die
o1 alk
5 ou +§_§ o (Mog rPP__)a S —9 (Og ’PPI)
98 T3, T —° GE X = an
und also
1
d{log )
drpp,\? ( PP
Xu N(P’p):: —2( o1 ) T on s

6(10 A~~)
orpp, 97pp, \ " Tpp/

w v (P p) = 2— dE  dy ()np

zu setzen ist, £0 liefert die Foimel (151) bei aus der Potentialtheorie bekanntem
Vorgehen, wenn man die Kreisperipherie Sy auf P; zusammenzieht,

w(Enm) = g | 1= [0 X s (7 0) = bl Y s ®57) =

@ + (s X, . 0 ) + ms Y, , @ v} ds

(161) _ % j {[uls K;: (P1, p') + [vls K, (P1, P)}ds ~

)
1 07 ’ 7 i P ' /
o [ X @) + Bl Yo, L 7))
) )

Ebenso findet man bei Benutzung der in dem von § und 8, berandeten
Gebiet definierten Losungsfunktionen

- or ar - ar
Py = 720 Ty — oy (VER)

von (139), fiir die

1
a (log
arPP; 8rPP1 fPPl)

X ;B =250 e =
1
a{log )
(97pp, | ( PP
Y,‘:Lj(Pa'P)z '”'2( agl) 3 a

4
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181,
o) = 3% (- [ X2 7 (0 7) — D Yo 0) +
@ + [l X, 0 P) + [0)s Y, (0, p')} ds
(162) = 2 [{Es Ko (rs ) + B K, (P s +

8
1 = o - 7 W)
55 [ O X ) + 0k ¥y (0 0} 0.
&)
Wihlt man nunmehr die Losungsfunktionen
u(&, ) = a & + by, v(§, n) = a1 + ¢
von (139), so ist
X, (P, p) = —dcos (n,, ), Y., o(P, p) = dcos (n,, &),
wenn & eine Konstante bedeutet. Dann muB aber nach dem Gaussschen
Integralsatz

(g; {[ls X, o (0, V) + [B)sY, ,(v'> 1)} ds

— — & [ {[uls cos (n,., n) — [o]s cos (n,, &)} ds - 0
und ébensb ®
(i){[“]qu,»(Pl, P) + [01sY,, , (2, P)} ds = 0

sein, da «(P) und o (P) im Punkte P, von B nur eine logarithmische Singu-
laritat haben, wihrend %(P) und % (P) in ganz R stetig sind. Somit ergeben
(161) und (162), wenn man beachtet, daB P; ein beliebiger Punkt von R war:

a1§ +b; = ;’i* j{(axé@’) + b)) K (P, ') + (@ (p) + ) K, (P, p')}ds
®
und ) .
an + 6 = -}; j {@ &) + b)) K, (P, p) + (arn(¥) + c)) K, (P.p)}ds.
: &

Lalt man daher den in R gelegenen Punkt (£, #) gegen einen Punkt p von §
konvergieren, so erhilt man

Q@) + b= 3 @E0) + 0+ 2 [ {(@E0) + B Kl 1) +
8)
-+ (‘7’1’?(1") ~+ CI)KE"](?: p')} d87

y 1 [ ’ ’ 1
() + 6 = 3 (my(p) + o) + = j {@ &) + b) K, : (0. v') +
®
+ (ém(?’) + clc)K_g,,(p, p)}ds,
womit der Hilfssatz beyvieéen ist. -
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9. Weiter gilt der Hilfssatz: Das Integralgleichungssystem (159) besitzt
keinen komplexen Eigenwert.

Beweis. Sel x = x%; 4 4%y mit #; % 0 ein solcher Eigenwert; die zu-
gehorigen nicht identisch verschwindenden Eigenfunktionen seien

f(p) = f11(p) + ifr2(p),

91(0) = 911(P) + 2¢12(p)-
Bildet man damit gemdB (152) die Losungsfunktionen

41 (P) = u11(P) + 14y 5(P),

v1(P) = 011(P) + 1012(P)
von (139), so folgt aus

W)= h @) + 3 | K )00 + Koy 0 2) 00} ds,

(8)
a 2 f ’ s 7 ’
ul(P) = —h(p) + - | {K:: 0 1YL ) + Koy (p, 91 (P)} d s,
(163) R4
%) = g1 (0) + | {&,:(p, PV (P) + K, (0 D)1 (P')}ds,
®
a@ ° { 2 ’ ’ ’ ’ '
Y (0) = —g1(0) + | Ko PVL) + K, (0 1) 91 ()} ds,
® )
indem man die erste bzw. dritte Gleichung miiz,1 ;_ * multipliziert und sie je-
weils zu der mit — %ﬁ multiplizierten zweiten bzw. vierten Gleichung
hinzuaddiert. '
14+ % ; 142 4, 2 [ )
M%; Uy — —;_‘ i = f1 + (B ‘ {Kggfl*r Kg,;gl}ds =0,
. &
14 =% 4 z 4 2
_{2—* % '——‘;:A i T T”}?'j (Kysh + Kpyg1}ds =0

)
oder, indem man zu Real- und Imaginirteil iibergeht,
(L +m)uyy — (U —m)uf, —woufy — nguf, =0,
(I + 2)uy, — (1 —se)uly, + ngul, + woul =0,
(L +x)vf, — (1 — 1) 0fy — %29, — w0, = 0,
(A + 1) 0]y — (1 — 1) 0%, + 2000 + 2908 = 0.
Beachtet man nun, daB die mit den Funktionen uy(P), v;1(P) bzw. u;5(P),
912(P) gebildeten Ausdriicke Xy, oy (P52 Yy o, (P, p) bzw. > SR

(P, p), Yu,,, o, ,(Ps ) sich nach den Bemerkungen am Anfang des Abschnitts5,
falls der Punkt P den Kurvenpunkt p passiert, stetig verhalten, so folgt, in-
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dem man die erste der zuletzt erhaltenen Gleichungen mit X, 15, 9,5 (P> ) mUti-
pliziert, sie zu der mit Y, u, s, v, (P> P) multiplizierten dritten Gleichung addiert
und davon die mit X, .,  (p, p) multiplizierte zweite Gleichung und die
mit Y, (p, p) multiplizierte vierte Gleichung subtraluert und indem

Y11, 911

. man alsdann iiber § integriert wegen (151)
= [0 Xy 0, 0 8) 0o ) Va0 90} s
+<£>{uf1(p’) Xreo @5 0) — 001 (0) Y, o, (05 D)} ds] —
—nngiﬁﬁgﬁf)zklv”m(ﬁ>ﬁ)1-@ﬁ(ﬁ)Yam,pu(pzpv}ds%—
%Awmm&%%ﬂ””+ﬁMM%ﬂJ%ﬁMﬂ=a
Ebenso findet man
(o) [ [l ) Koo, 0 )+ 05y () o, (0 90} s
+(:£){ufg(P’)Xu12, 0y, (0 1)+ 08 ()Y, o, (0 )} ds] —
'—ﬂ~2ﬂgf&ﬂ0&mw”W4ﬁ+mﬁ@ﬂ%h%4%p%d&+
) +(£){ufz(P')qu o, 05 ¥) T 08 (1) Y., o, (s 7)) d5] = 0.
Da die Determinante
g, .

2o i
= 2 2] 0
L, —(l—m)| 22

ist, so miissen die Ausdriicke in den eckigen Klammern verschwinden, d. h.
es mufl wegen (145)

[T+ (G 3 (e = ) aedn+

(R)
-+ ‘H‘ {(%3%2)2,{_ (aav£9)2+ _;_ (aau; _ 08%9>2}d£d77 —0
(R)
und
G520 () 35 = % an+
(Ra)

e (e (e ey azan — 0

sein.
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Daraus entnimmt man aber, dafl mit geeigneten Konstanten

. ’ ! . . ! ’ ‘
@115 bi1, G115 @y, Byl 615 G2, Bias €123 Gpgs Byas G

die Gleichungen

411(P) = @118 + by1, 011(P) = @319 + 611 in R,

w11(P) = ay & + by, 011(P) = ay,m + ¢, in R,
bzw.

12(P) = @128 + bya, 012(P) = @12 — €12 In B,

U12(P) = @;,& — b’12’ 012(P) = a1,m + ¢;, in B,

bestehen miissen. Da die Funktionen %, (P) und v,, (P) aber im Unendlichen
verschwinden, so ergibt sich

ayy = by = 63 = a1y = by = ¢, =0,
d.h,
u(P)=0, v(P)=0in E,.
Subtrahiert man alsdann in (163) die zweite Gleichung von der ersten und die
vierte von der dritten, so findet man

211(p) = (@11 + 9@19) & (p) + (b11 -+ iby2),
291(p) = (@11 + 2@12) 1 (P) + (611 + P012).

Nach dem im vorhergehenden Abschnitt bewiesenen Hilfssatz ist dann aber

f1(p) — —f; j {K:: (0, 2V () + K, (0, p) g1 (P)} ds = 0,

(8)

2 ! ’ / ’
00) = 2 [ 1,0 VL) + K0, 0) 00} 5 = 0.
()
Wegen (159) mit 2 = x; + 4%y (2 == 0) ergibt sich somit

L)L +2%) =0, g:i(p) (1 +2x)=0.

Da aber f,(p) und ¢;(p) nicht zugleich identisch verschwinden, so muB im
Widerspruch zur Annahme

g == 0
sein,

10. Wir kénnen nunmehr den folgenden Hilfssatz beweisen: Ist m eine
ungerade Zahl, so besitzt das aus (143) durch m-facke Ieration hervorgehende
homogene Fntegralgleichungssystem genaw eine linear unabhingige Losung, fiir
die man ene beliebige nicht identisch verschwindende Losung von (143) wihlen
kann.
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Beweis. Nach dem Vorgang von §4, Abschnitt 4 schreibe man das
System (143) zunichst als eine einzige Integralgleichung

(164) @)+ % | K@ o)fre)as = o.
©)
Die daraus durch m-fache Tteration hervorgehende Gleichung

a5 f) + (=17 (2) [ K ) ) s = o

(S)
habe die nichtidentisch verschwindende Losung /. Sind dann ¢y, ¢, . . -, ¢,,
die m-ten Einheitswurzeln, bei denen & = 1 die einzige reelle Wurzel sei, so
setze man

(166) .9, (p)
= 1) = o 7 | K (0. 2) 1) ds 4+ 2(2) [ K@ ) 1000 5
S) (S)
o T ()T [ ) 1 ) s
S

Die m-Funktionen ¢, (p) konnen nicht simtlich identisch verschwinden, da
man sonst durch Addition bei Beachtung von

m
(167) Tef=0 (e=12%...m—1

auf
™ @ =0
schlieen kénnte.
Verschwinde also fiir ein gewisses p die Funktion g, (p) nicht identisch.
Es folgt

2 Ewv) w0 ds
(6)
=2 [E @)@ as— o, (2) [ B9 .0 0 as
(G) ©)
A ) (2) | B ) 1) ds
(&)
_ Mo, )+ fm(p)

%u

und also bei Beachtung von (165)

(168) 2.(P) + &, éf‘K(p’ P) 9, (#) ds = 0.
&)

=1t (2) (') o ) as
()
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Auf Grund des im Abschnitt 9 bewiesenen Hilfssatzes mufl dann g, reell, d. h.
&, = & = lsein. Der einzige nichtverschwindende Ausdruck der Form (166)
ist also der fiir u = 1, der wegen (168) gleich einem Vielfachen einer nicht-
identisch verschwindenden Losung f¥(p) von (164) sein muB:

m o1 (p) = 1™ (p) — -j K, p) f™ @) ds + (2) ( KO (p, p) " (v) ds +
& &

(= (E)T ROD ) ) a5 = B (o)
&

Durch Addition der Gleichungen (166) erhilt man also bei Beachtung von (167)

mf™ (p) = k£ ¥ (p),
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

11. Man wahle nun die ungerade Zahl m so gro8, da8 der iterierte Kern
K™ (p, g) auf seinem Definitionsbereich durchweg stetig ist. Nach dem eben
bewiesenen Hilfssatz verschwindet die fiir den Kern

(169) (=1 (2)" K™ (p, g)
gebildete FreEpmHOLMSChe Unterdeterminante
n) (P
2 ()

nicht identisch in den auf S gelegenen Punkten p und ¢; es wird also ein solches
Punktepaar p;, ¢; geben, dafl

(m) { P1
(170) D (ql) + 0
ist,
Bildet man ebenfalls fiir den Kern (169) die Frepwormsche Unter-
determinante

D (P pl)
9%
und setzt man
29 -——K(p,qH( 2V KOG — -+~ (2) K5, 9,
.D(m) (p’ pl)
)y I'™(p,q = “DT’;(%%“’
/41

I'(p,g) =2 (pg) + éﬁ Q(p, p') I'™(¥', ) ds,
¢
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so beweist man mit der im Abschnitt 3 von § 5 benutzten Methode,-da8 die
Funktion

(172) FE) = 0+ ij I'(p, v') o*(¢) ds

stets eine Losung der dem inhomogenen System (142) &quivalenten Integral-
gleichung

113) #E -+ 2 [ Ko o)) as =)

) &)

1st.

12. Wir sind nunmehr in der Lage, den im 8. Abschnitt bereits formu-
Lierten Satz 12 zu beweisen. Sind die S, wieder diein B gelegenen, gegen S mit
wachsendem # konvergierenden Approximationskurven, und stellt das Funk-
tionenpaar %(P), v(P) eine beliebige Lésung des Problems (139), (140) dar,
so verstehe man unter

Uy (P 04 (P)

die zu dem Gebiet R, gehorigen Losungsfunktionen der Gleichungen (139)
von der Form (158), die bei Anngherung an die Berandung S, von R, gegen
die dort von den Funktionen u(P), v(P) angenommenen Werte konvergieren,
also

2 7, 7 ’ 7
Uiy (P) = — j Kot (P PV oy (0)) + Ky Py 9) Gy (2)} s,
(174) (Sn)
2 /7 7 ’ ’
Yy (P) = — j e, (Ps D)oy (7)) + Ko o (Ps 9) gy (2)} s,
(Sn) .
wobei wir fiir die Funktionen Fny(P)> 9iny(p) die zu (172) analog gebauten, auf
die Kurven 8, beziiglichen Losungen des Integralgleichungssystems
2 f ! ’ ’ 7
f(n)(p) + 3‘{} {K$§, n(p’ P )f(n) (P ) + -K;”»q,n(ip’ Vg )g(n)(p )} ds = [u]sn,
(175) (Sn)
2 ’ ’ z 7
I (P) + — f @ D)o @') + Ky (0 )00 (0} s =[],

(Sn)
wiihlen. _
Wir behaupten, dal innerhalb R,
(176) %y (P) = u(P), ©,,(P)=o(P)

sein mufl. Da niimlich 4, (P) und V(L) in B, + 8, stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung besitzen, so gilt dasselbe von den Differenzfunktionen

ﬁ(n)(P) = “{n}(P) — u(P), 0 (P) = 'U(u)(P) —o(P).
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Wahlt man zu der Potentialfunktion

(P) Bu(n) é)B(m _ au(n) J Ym) _ (‘?}_" éﬁ’)
Dy an ~— 0€& oy d& ' ay

1

6<logr
2 9 ,
——w——‘QdH; 7 [ 90 @

(Sn) (Sn)

P) <Iog _1_)

____p_?..ds — 9
pl

als konjugierte Potentialfunktion die Funktion

— 2 0 6<log-;17;) 2 3 !
Z(n)(P)’;—';a—gf(n)@)*an—d §+— }g(n)(p)
(gn) (Sn)

_8«9
é d, Sag),

1
log 7 'P)
pl

wobei C eine in R, gelegene Kurve bedeutet, die von einem beliebigen festen
Punkt P, zu dem variablen Punkt P verlauft, so ist y,,(P) in B, + 8, stetig.
Da aber die Randwerte der Funktionen &(n) (P), Q—)(n)(P), die sich ergeben, wenn
sich der in R, gelegene Punkt P der Berandung 8, nihert, verschwinden, so
folgt aus dem fiir den Bereich R, + S, benutzten Integralsatz (145), daBl in E,,,
wie behauptet

Uy (P) = %y (P) — %(P) =0, 5(n)(P) = 0y (P) —0(P)=0

sein mulB.
Sind nun die in (171) auftretenden, auf & gelegenen Punkte p; und ¢

so gewahlt, daB (170) gilt, und sind py,, 91, zwei auf den S, gelegene Punkt-
folgen mit
plnm P1s 4171,—(';5 91

so muB von einem gewissen n ab auch
Do (M%) + 0
%in

sein, und man erkennt, dafl bei unbegrenzt wachsendem # die Funktionen
Fay(P)s 9oy (P) gegen die durch (172) gegebenen Losungen von (142) und damit
die Funktionen (174) gegen die wohlbestimmten Losungsfunktionen (158)
des Problems (139), (140) konvergieren. Wegen (176) ist also eine beliebige
Losung % (P), »(P) mit der durch (158) gegebenen Losung identisch und damit
eindeutig bestimmt.

- 43+
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§7.
Das duBere Problem in der Ebene,

1. In diesem letzten Paragraphen beweisen wir den folgenden Existenz-
und Eindeutigkeitssatz:

Hauptsatz IV. Geniigt die Randkurve des einfach zusammenhingenden,
ganz vm Endlichen gelegenen Gebictes R den in § 1 genannten Voraussetzungen,
und sind die auf S definierten Funktionen o und o dort stetig und gemiigen sie
der Relation

(177) ( g) {o (1) cos (n, 1) — o (p') cos (n,, £)} ds = 0,

dann gibt es (bis auf eine additive Konstante) genau eine im AupPengebiet R,
von R eindeutige biharmonische Fumktion U, deren partielle Ableitungen erster
Ordnung wn R, + 8 stetig sind, auf S bew. mit o und o iibereinstimmen und

am Unendlichen sich beschrankt verhalten, wikrend die partiellen Ableitungen
aweiter Ordnungen vm Unendlichen wie ;3— verschwinden 5%).
op
Existiert im Gebiet E, eine biharmonische Funktion mit den verlangten
Eigenschaften, so gilt wieder mit

U au a J
(178) u=37, v=30, 9=34+ 5= 4T
offensichtlich
~ du _ dv _
(179) 5y =55 A0=0
und
(180) [l = o [o]s=o.

Hinsichtﬁch des Problems (179), (180) besteht aber der in den nichsten Ab-
schnitten zu beweisende

Satz 13. Sind die Funktionen o und o auf S stetig, so gibt es esne Losung u, v
des Problems (179), (180), die vm Unendlichem sich beschrimkt verhiilt, wihrend

thre partiellen Ableitungen erster Ordnwng wie r—i—- verschwinden.
oP

Beim Vergleich dieses Satzes mit dem entsprechenden Satz 11 fiir das
innere Problem im ebenen Fall fillt auf, daB hier die Voraussetzung (177)

%) Es wirde geniigen vorauszusetzen, daf die partiellen Ableitungen erster
Ordnung von U sich im Unendlichen beschrinkt verhalten und daB fiir Top = OO

Im (7, , DUy =0
ist — eine Bemerkung, die sich sinmgemi8 auch auf die folgenden Sitze 18 und 14
iibertragen 1a8t.
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nicht bendtigt wird. Will man aber umgekehrt von einer Losung %, v von
(179), (180) ausgehend eine in B, eindeutige biharmonische Funktion U
finden, fiir die (178) gilt, indem man

U(P) = j{uds + vdn}
©)

setzt, wobei C eine ganz in R, verlaufende Kurve darstellt, die einen beliebig
gewihlten, aber festen Punkt P, mit einem variablen Punkt P verbindet,
so miissen die gegebenen Randfunktionen offenbar notwendig der Glei-
chung (177) gentigen. Verzichtet man jedoch auf die Eindeutigkeit von U, so
kann die Voraussetzung (177), die fiir das innere Problem immer gefordert
werden muflte, entbehrt werden.

2. Mit den durch (141) gegebenen Kernen betrachte man das inhomogene
Integralgleichungssystem

Hp) — = j {K::(p, PV (@) + K, (2, P')g(0)}ds = o(p),

[}

90) = 2 [ E,ulo. 0)10) + K,y 909 0}ds = (o).
«)

(181)

Das zugehérige homogene System

A) =2 [Eele )1 0) + Koy o 900 s = 0,
(182) , @
() —— j{K,g;(p, PYRW) + K, (P ) g2(p)}ds = 0
®)
besitzt nach dem Hilfssatz im Abschnitt 8 von § 6 die drei linear unabhingigen
Losungen
fii(®) = &(p),  g11(p) = 7(p),
(183) fiz(p) = &, g12(p) = 0,
his(p) = 0, g13(p) =L
Als Hilfssatz wollen wir nunmehr beweisen: Jede beliebige Lésung
11(p), g1 (p) von (182) ist von den durch (183) gegebenen Losungen linear abhangig.

Beweis. Mit Hilfe von f,(p) und g¢;(p) bilde man die durch

wa(P) = 2 [{E:P, 1)) + KeylP #)0n ()

(184) @
o(P) =2 f{K (P, VL) + K, (P, )2 (0}
(S)



666 K. Schroder.

gegebenen Funktionen, die sowohl im Gebiet R als auch im Gebiet B, Losungen
der Differentialgleichungen (179) darstellen. Fiir sie bestehen bei Beachtung
von (55), (56), (57), (58) und (182) die Limesrelationen

lim  u,(P]) = fx(?)"- {ng(P> PYA@) +

Pa — P (é)
+ K., (p, P')g1 (P)} ds = 0,

lim o (P7) = 9:1(0) — 5 { L0 PN (P) +

Py —>p (S‘)
185) K, (2, 9)9:(p)}ds = 0,

hm uy (P)) = f1(p) -T- - {Kg,:(P, p)h(P) +

P —p (»§)
+ K., (p: p)91(P)} ds = 2 f1(p),

Jm (P = o)+ 2 [ &, )h) +

P (S)

+ K, ,(p, 2')g1(P)} ds = 2 g1 (p).

Da die partiellen Ableitungen erster Ordnung von %;, v; in B + 8 als
auch in R, + 8 stetig sind und zusammen mit der zu

1 1
7} (log _—> i) (log——)

2 9 , Ty 29 Ty

291=;;5§jf1(1’)’“3—%,£—1)—d3—r;5—591(1’) 2 ds
® &
konjugierten Potentialfunktion
1
Iog——— Iog—)
2 0 . 2 0 !
gg—jfx(l’ ;,—5*3‘91(10) pP ds
) %)

mm Unendlichen wie —— 1 verschwinden, und %; und #; dort ebenfalls ver-
8p
schwinden, so folgt aus der auf das Gebiet R, beziiglichen Relation (145) bei

Beachtung der ersten beiden Gleichungen (185), daB im Gebiet R,
ul(P)E.O Ilnd ‘Dl(P)EO

sein mufl. Da somit auch &, (P) in R, identisch verschwindet, so gilt das auch
fiir die konjugierte Potentialfunktion 7 (P), die ja im Unendlichen von vorn-
herein verschwindet.
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Damit bekommt man fiir die durch (147) gegebenen Ausdriicke, die sich
nach den Bemerkungen im Abschnitt 5 von § 6 beim Durchgang durch die
Flache stetig verhalten, zunéchst

hm Xubm(P:’ p) =0,
PY—>p

lim Y, , (P%p)=0
P: — P

und also auch

lim X,  (PLp)=0,

2
Pn—??

lim ¥, ,(P5p)=0.

Plsp
Aus (145) folgt dann aber unmittelbar, daB im Gebiet B
m(Py=a:§+ b, n(P)=an+a

sein muf}, wo a;, by, ¢; Konstanten sind. Wegen der beiden letzten Gleichungen
von (185) hat man also

f1(p) = 3(a:1&(p) + b1), g1(p) = % (@19 (p) + 1),
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

3. Das zu dem System (182) assoziierte Gleichungssystem

1) — 2 [ &0, DR0) + Koy, )@ ds = 0,

(186) 2“’
92(p) — — f {K, (0, D) (P') + K, (¢’ p)go(p)} ds = O
)

besitzt dann ebenfalls genau drei linear unabhingige Losungen

f21(P); 921(P); f22(P)s 922(p); f23(P)s 923(D);
so daf man als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf das
System (181) eine Losung besitzt

(,Sf){e @) fer(F) + 0 (1) gor (7)) ds5 = O,

(187) (,Sf){g 0oz @) + 0 ()22 (@)} d5 = O,
(i){Q @) 23(0") + 0 (p')g23(P" )} ds = ©
erhilt.-
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Erfiillen die gegebenen Randfanktionen diese Bedingungen, so liefern die
mit einer Losung f(p), g(p) des Systems (181) gebildeten Funktionen

u@) = 2 [ e )W) + Koy (P 9)g 0} s

(188) . ®
o(B) = 2 [ (K, (P o)1) + K, (P, )90} ds
(&)
offenbar eine Losung des Problems (179), (180).

4. Der Fall, daB die Bedingungen (187) nicht erfiillt sind, erfordert eine
dhnliche Sonderbetrachtung, wie sie beim #uBeren Problem im Raume durch-
gefiihrt wurde. Liegt der Ursprung 0 des £, -Koordinatensystems im Gebiet R,
so geniigen die Funktionen
(189) w(P) = 2=, w(P) = -

opP op
im Gebiet R, den leferentlalglemhungen (179). Wir behaupten, dafl diese
Funktionen sich nicht in der Form

mm——f{§me@rumpr@»m
)

w(®) = 2 [ &P )ole) + K, (P 1) 00} s

(&)
mit auf § stetigen Funktionen f,(p) und go(p) darstellen lassen. Da nimlich
nach (141) ausfithrlich geschrieben

cos? (r > 1) €08 (7, py M)
Ks: (P, p) = = 2e2 s

er

(190)

und
__ o8 (rpps &) cos (r, p, 1) CO8 (1, p. 7))

Kfﬂ (P’ p) = T

ist, und gleichmBig fiir alle Punkte p auf 8, falls der Punkt P auf der positiven
&-Achse ins Unendliche riickt, die Limesbeziehungen
YOP» 1, cos(r,p, &)1, cos(r,p,”) >0, cos (7, p> m,) > €08 (&, m,)

»P )
. bestehen, so wird fiir die auf der rechten Seite von (190) gegebene Funktion
4o (P) bei diesem Grenziibergang

7o ptho(P) — 0,

im Gegensatz zu dem Limesverhalten der auf der rechten Seite von (189) ge-
gebenen Funktion w,(P), fiir die

7o o (P) ="—“,,§ -1
. oP .
sein mufl. .
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5. Verschwinden nun fiir die gegebenen Randfunktionen g, ¢ die linken
Seiten von (187) nicht gleichzeitig, so behaupten wir, da$ sich drei Konstanten
%, k, 1 so bestimmen lassen, da8 die Bedingungen (187) fiir die neunen Rand-
funktionen*

(1o o) =e(@—htL
Op

erfiillt sind. Dazu miiBten die drei Konstanten aus dem linearen inhomogenen
Gleichungssystem ‘

k“m’)f 1)+ 5 gon (p)}ds+k§m@>ds-zjgzl<p>«zs
& ) @
= [{et) @) + o) g2 0} ds,
()
A 5’ {E(p)f (p)+n<p)922(p )1 dg_rk&fzz(p)ds +lj g22(p') ds

&(p) = o (p) — kifff ~1

(192) & L@ )
= | {220+ o (1) ge2(p)} s,
(§)
B[ E2 faa) + 2 403 )] 25+ k| fa(t) ds 1 gasl2) 05
(S) Op (&) 8)

{0 (P)fa3(V') + 0(P) 923 (P )}ds
)

ermittelt werden. Die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems
ist, wie alsbald gezeigt werden wird, ungleich Null, so da8 eine solche Be-
stimmung stets eindeutig moglich ist.

Es existieren also zwei Funktionen f(p) und g(p) als Losungen eines
inhomogenen Integralgleichungssystems der Form (181), bei dem als inhomo-
gene Bestandteile statt ¢ und o die durch (191) gegebenen Funktionen gewihlt
sind. Die mit ihnen gebildeten Funktionen

2 "NF (! T '
u(P) = 2 [ (P, 2)T (@) + Ky (P, 1) G0} s 4 B+ ko
® ‘
2
o(P) = 2 [P 2)T () + Ky (P 2) G0} s B 40
®
16sen alsdann offenbar das Problem (178), (179), womit Satz 13 ganz aﬁ-
gemein bewiesen ist.

Die fiir den Fall der Giiltigkeit von (187) durch (190) gegebene Losung ist
offenbar in (193) mitenthalten, da in diesem Fall die sich aus (192) ergebenden
Konstanten %, %, ! simtlich verschwinden miissen.

(193)
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6. Nehmen wir, um den Beweis zu vervollstdndigen, an, dafl die erwéhnte
Koeffizientendeterminante gleich Null ist. Das zu (192) gehérige, fiir p = ¢ =0
sich ergebende homogene lineare Gleichungssystem besitzt dann eine nicht

triviale Losung b, k, I. Also gibt es zwei Funktionen 7 (p) und g(p), die einem
inhomogenen Integralgleichungssystem der Form (181) geniigen, dessen in-
homogene Bestandteile die Funktionen

(194) BED g, 224
Op Op
sind. Die mit f, g gebildeten Funktionen
= 2
P) = 2 [Py T0) + KealP )7 00} 5,
(195) &

5(P) = 2 [ B0 + Epn(P. 9T 0} ds
S)

von der Form (188) geniigen im Gebiet R, den Differentialgleichungen (179)
und nehmen auf § die Randwerte

(196) [@ls = hf‘p’+k [Z]s=h”7‘£+l

an. Die Funktionen
¥

(197)  w*(P) = () — (s

), v* (P) =E(P)—(k )

sind dann im Gebiet R, ebenfalls Losungen der Gleichungen (179) und kon-
vergieren bei Annsherung an § wegen (196) gegen die Randwerte

(198) ¥y = 0, [o¥]5 = 0.

Da die Funktionen (194) auf S Tangentialableitungen besitzen, die einer gleich-
maBigen H-Bedingung geniigen, so gilt dasselbe von den Funktionen f (@),
g(p), und damit existieren von den Funktionen (197) in B, + S die im Unend-

lichen wie ;%w- verschwindenden ersten partiellen Ableitungen.
or

Wiahlt man als zun

L]

u¥ | Oo¥ 2 Z 7,
M =grt o, = wae ) 10—,
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konjugierte Potentialfunktion

1
2 (10g ) o (10g ;)
2 a < P 2 0 = ’ ¥t
%*z—;a—gf( ) gl ds + 5 g | 10— de,
@ © !

soist z* in R, + S stetig und verschwindet im Unendlichen ebenfalls wie — 1
”OP
Da somit die mit diesem ;* gebildeten Funktionen

u* ¥ (P P) Yu‘ ¥ (P P)
in R, + 8 stetig sind und im Unendlichen Wle — gegen Null gehen, wihrend

die Funktionen »*, v* selbst im Unendlichen smh beschrinkt verhalten und
auf S wegen (198) verschwindende Randwerte annehmen, so folgt aus dem
auf R, + S angewandten Integralsatz (145), daf in E,

w*(P)=0, v*(P)=0,

d.h. wegen (197)

& . — T =

ho+h=u(P), kb r—;’-—fzzv(P)

oP 0P
sein muB. Das ist aber nach dem im Abschnitt 4 Bewiesenen nicht méglich,
so daB wir bei der zu Beginn dieses Abschnitts gemachten Annahme zu emem
Widerspruch gelangt sind. '

7. Schreibt man das Integralgleichungssystem fiir die Funktionen f(p),
(p) als eine einzige Integralgleichung in der Form

(199) - o) 2 [ K @) @) as = 2% o)

‘ ©) ‘
so sei die ungerade Zahl m so gewshlt, daB der iterierte Kern K™ (p, g) auf
seinem Definitionsbereich stetig ist. Man iiberlegt dann genau wie in § 6,
daB der Kern

(200) (2)" K™, q)

genau drei linear unabhiingige Eigenfunktionen besitzt, so daB die fiir ihn
gebildete FrepHOLMsche Determinante

) (Pl P2 273)
G193 93

nicht identisch in den auf & variierenden Grofen py, P2, P35 91> 2, G3.Ver-
schwindet. Wir wihlen fiir diese sechs GréBen ein spezielles Wertesystem,
fiir das diese Determinante nicht verschwindet.
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Bildet man weiter fiir den Kern (200) die FrEpmormsche Unterdeter-
minante
Dim (P PPy 193)

9919 9
und setzt man

2.0 = ) E @0+ (P E@o+ -+ (2 K™ 5,

D (29 P1 P2 ?’3)
991 9 43

D (Pl P2 Ps)
91 92 93

I'(p,q) = 2(p, q) + é{ Q(p, p')T™(p', q) ds,
(©)

F(m)(p, 9 =

so wahle man fiir f*(p) im Hinblick auf eine spitere Anwendung die durch
(201) few) = ) + ef) I'(p, ) o*(0') ds

gegebene Losung der Integralgleichung (199).
Die drei linear unabhéingigen Losungen

fo1(p)s 921(P); fo2(P)s 922(P); fas(P)s g23(p)
des assoziierten homogenen Systems (186) denke man sich ferner durch die
drei linear unabhingigen Losungen

oy % —. pm) (P1P2 P3 — Dm) (P1 P2 P3\ % — Dm (P1PaPs
(202) f21(p) =D (B0 %), 15, (p) = D (10220, g, () = D (B2 2s)

der zu (186) dquivalenten Integralgleichung

#e -2 [ K0, e ds =0
©
gegeben.
8. Den Satz 13 erginzen wir zum SchluB durch folgenden Eindeutigkeits-
satz: .
Satz 14. Sind die Funktionen o und ¢ auf 8 stetig, so kann es hochstens
eine Losung des Problems (179), (180) geben, die sich im Unendlichen beschrimkt

verhdlt, wihrend ihre particllen Ableitungen erster Ordmumg wie »i-« ver-
Topr
schwinden.
Gentigen die gegebenen Randfunktionen g und ¢ der Bedingung (177),
s0 beweisen die Sitze 13 und 14 zusammengenommen den Hauptsatz IV.

Beweis von Satz 14. Sind die S} wieder die in R, gelegenen gegen S
konvergierenden Approximationskurven, und stellt das Funktionenpaar u (P),
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o(P) eine beliebige Losung des Problems (179), (180) dar, so- verstehe man
unter

Uy (P), 0y (P)

die zu dem Gebiet R? gehorigen Losungsfunktionen der Gleichungen (179)
von der Form (193), die bei Anniherung an die Berandung S; von RE; gegen
die dort von den Funktionen u(P), v(P) angenommenen Werte konvergieren,
also . ) .
2 ’ ’ t 7 1
u(n)(‘P) = :,.; 5 {Kss,n(P’ P )f(n)(p ) + 'K;"/),n(‘Pi’ p )g(n)(p )} IZS +
(5) Ty . vt b
(203) 5
'D(n) (P) = 7 j‘ {Kﬂs, u('P’ p’)f{n)(p,) + ‘Krm, 'n(‘P! p,)g(n)(p’)}ds +
(s ‘ + o 3 o

wobei wir fiir die Funktionen f, (p), ¢, (p) die zu (201) analog gebauten auf
die Kurven 8¢ beziiglichen Losungen des Integralgleichungssystems

f(n)(p) § {K5~. n (p> P,)f(n)(p,) + KSv;,n(p> p,)g(n) (p')}ds

s¢ _ B
(“") = [ - ]Zn “;,'g;)’ Ln]‘s::
Iy(P) — j {K, ¢, o (0 2oy (P) + K,y (05 P) g0y (2)} B8
s° _ i (P)
k& =l —n s
wihlen.
Wir behaupten, dafl innerhalb R}
(204) L7 (P) = u(P), 'v(n)(P) = o(P)

sein muB. Da namlich %, (P) und v,,(P) in B} + S} stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung besitzen, so gilt dasselbe von den Differenzfunktionen
‘Z_t(n)(P) = (n}(P) - N(P), ’E(n)(P) = lu(n)(‘P) - ?)(P)
Zu der Potentialfunktion
79 = 5—5’ + 5'!'}"
deren partielle Ableitungen erster Ordnung im Unendlichen wie N—l— ver-

oP
schwinden, gehdrt nun die im Gebiet R, eindeutige konjugierte Potential-

funktion

' a5 ] [ (09 &
o) 2= [ras+3tan) = | (Fan— e,
) ©)
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wobei (' eine ganz in E, gelegene Kurve bedeutet, die von einem beliebigen
festen Punkt P, zu dem variablen Punkt P verlsuft. Da8 y(P) durch (205)
in B, wirklich als eindeutige Funktion erklirt wird, folgt daraus, daf

(206) é}{ fdy—32ag) =0
©

ist, wenn iiber irgendeine in R, gelegene geschlossene Kurve (' integriert wird,
auch dann, wenn (' das Gebiet R in seinem Innern enthilt. Denn versteht man
im letzteren Falle unter K, einen Kreis um den in R gelegenen Ursprung 0 des
Koordinatensystems, der €' und damit auch R in seinem Innern enthilt, so
muBl nach dem Gaussschen Integralsatz, da in dem zwischen € und K ge-
legenen Teilgebiet von R,

49 =0
ist,
o . [ o 90
39{575" — 5de) = f&{zﬁd” — 5,44
[ K,

sein, Da aber das rechts stehende Integral, wenn der Radius von K, un-
begrenzt wichst, gegen 0 konvergiert, so ist (206) bewiesen.

Die durch (205) gegebene Funktion y(P) verschwindet im Unendlichen
offenbar wie ~—1—. Wahlt man nun zu der Potentialfunktion

o P
Uy | OV, du  dv
(n) Y(n)
(n)(P) + an ((?—}g: + ﬂ)
\ 1
P) <Iog ) b (log ~—>
2 9 , , T
:a?i’)_éjfm)(ll)—é‘“ff“d +n07}_“g(")(p) ;Pdsﬁﬁ
() (3)
als in R, eindeutige konjugierte Potentialfunktion die Funktion
6(log > 9 log——)
T @) = =23 [ fuo ) =532 05 + 27 [ 000 () =527 s —
= (59
o9 ad
— j {é—gd'q - %df} s

(©
so ist Zn)(P) in R} 4 87 stetig und verschwindet ebenso Wie die ersten

partiellen Ableitungen von ) und 9, im Unendlichen wie -—I-’ Da aber

die Randwerte der Funktionen w, (P), 9., (P), die sich ergeber, wenn der
in B} gelegene Punkt P gegen die Berandung 8¢ konvergiert, verschwinden,
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und die Funktionen selbst sich im Unendlichen beschrinkt verhalten, so folgt
aus dem auf R? + 82 angewandten Integralsatz (145), daB, wie behauptet,

Ty (P) = thy(P) — w(P) = 0, 93(P) = 0,y(P) — 0(P) =0

sein muf.
Sind nun py ., Pans P3n; gins g2n> gen sechs auf den &, gelegene Punkt-
folgen, fiir die die Limesbeziehungen
pln"&;’ P1s P2n"&?)' P2, pSn'_(';? Ps

. 9’1n7;3 g1 92n—(;,> 92, flsn"(;j g3

bestehen, so mufl von einem gewissen # ab

pm (Pin Pan p3'n) 0
(=) (QM Q0 I3n +

sein, und man erkennt, daf bei unbegrenzt wachsendem # die Funktionen
Fmy(P)> 9imy(P) gegen die durch (201) gegebenen Funktionen f (p), g (p) kon-
vergieren, wenn man noch beachtet, dal die Konstanten A,, k,, [,, die mit
Hilfe der durch (202) gegebenen Funktionen

f21,n(p)7 921,.(0); f22,n(1’)> 922, 0(P); fza,n(l’)> 923, 2 (P)

gewonnen werden, fiir n — co gegen-die aus dem Gleichungssystem (192)
zu bestimmenden Konstanten &, k, I konvergieren.

Damit konvergieren aber die Funktionen (203) gegen die durch (193)
gegebenen Losungsfunktionen des Problems (179), (180). Wegen (204) ist
also eine beliebige Losung « (P), v (P) mit der Losung (193) identisch und damit
eindeutig bestimmt.

(Eingegangen am 22. Mai 1942.)



