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Uber das 9 im verallgemeinerten Mittelwertsatz
der Integralrechnung.

Von

Gerhard Griif in Freiberg (Sa).

Die Funktion f(z) sei fiir ¢ < 2 < b stetig, ¢ sei ihr absolutes Minimum,
@ ihr absolutes Maximum im Bereich. Tann kann in der Abschitzung

b
6—-ayg=|i@de=@—a)@

das eine oder das andere Gleichheitszeichen bekanntlich nur gelten, wenn
g =G, also f(2) in @...b konstant ist. Daraus folgt leicht, da das ¥ in
der Gleichung des Mittelwertsatzes

b
[i@de=@®--a)fl@+ 90— a)

nicht nur der Ungleichheit 0 < & < 1, sondern sogar der durch Unter-
driickung der Gleichheitszeichen verschirften Abschiitzung 0 << ¢ < 1 geniigt.
Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB die Aussage des verallgemeinerten
Mittelwertsatzes in demselben Sinne verscharft werden kann, was nicht all-
gemein bekannt zu sein scheint und auch nicht so selbstverstindlich ist wie
im Fall des gewohnlichen Mittelwertsatzes.

Sei also f(z) stetig und p(z) eigentlich integrierbar und nicht-negativ
im Bereich ¢ < # < b, ferner ¢ = min f(z) und G = max f(z) in a...b.
Dann wird behauptet, da8 es mindestens eine Zahl 9 im Innern des Bereiches
0...1 gibt, die der Gleichung

b b
[#(@) p@)dz = f(a + 96 — @) [ p(2)dz

geniigt.
Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt
b b b
(+) 9] p@ iz < [j@) p@ ds <6 [P(z)da.

b
Wenn nun fp(s:)aia: = 0 ist, so wird die Gleichung

b
‘ff(w)p(x)dx:0=f(a+19(b—-—a})-0
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b
durch jede beliebige Zahl ©# im Bereich 0 = & < 1 befriedigt. Sei aisoj. p(z)dz
a
= A4 > 0. Dann folgt aus (+)
b
Ji@p@da

b
fp(zde
a

IA
IA

q G.

Wohlbemerkt kann hier das eine oder andere Gleichheitszeichen gelten, ohne
) b
daB g = G wire! Zum Beispiel ist ¢ | p(¢)de — | j(2) p(2) de, wenn
[ a

f@) =g, p(x) =-pp > 0 konstant fiir ¢ < z <o,

z—C

f@=g9+5—@—9),p(x)=0  firc=<z=<b gilt

Deshalb ist es hier nicht méglich, so einfach wie im Fall des gewShnlichen
3
[{(2) p(a)da

Mittelwertsatzes zu schlieBen, daB 9 = *—,————— [auBer fiir f(z) = konst]

fp(x)da
@

groBer als ¢ und kleiner als @ und daher gleich f(£) sein miisse fiir irgendein
¢ =a+ 9@ — a) im Innern von o...b. Vielmehr iiberlege man so:

Die Behauptung

b
[Hz)p @) da
n=t——=fe+d0d—a) 0<d<l,

aj;p(x)dx

ist gewil} richtig, wenn (wie beim Beweis des gewGhnlichen Mittelwertsatzes)
g < 7 < G, und natiirlich auch, wenn g = 5 = @ gilt. Es bleibt also nur der
Fall zu kléren, daB entweder ¢ = 5 < G oder g << = @ ist, und man darf
sich offensichtlich daraunf beschrinken, die eine dieser beiden Moglichkeiten

zu untersuchen,
b »

, .
Sei etwa g = <@, also g_(p(m)dx = jf(x)p(z)dx oder.f(f(x) —g)p(z)dz

= 0. Dann nimmt f(z), wie behauptet wird, den Wert = ¢ gewil im Innern

von @...b an, wenn nur fiir irgendein &, ¢ << £ < b, ¢ = min f{z) = f(£)

ist. Der Fall {(z) = 7 fiira < 2 < bkann also iiberhaupt nur dann eintreten,
b

wenn auffer der Voraussetzung _{(f(a:) ~ g)p(z)dz - 0 noch die weitere
a
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erfiillt ist, daB f(z) > ¢ gilt fiir @ < & < b, und daher bleibt nur zu zeigen,
daf die drei Voraussetzungen:

3 b ’
jp(x)da: =4 >0,j(f(x)—g)p(x)dm=0, flxy>g¢ fir a<z<b

nicht miteinander vertriglich sind.

b

In der Tat folgt aus fp(a:) dz =A > Ound f(z) — g = q(z) > 0 fiir
b ¢ b

o <z <b, daB f(f(x)—-g)p(a:)dm = 5q(w) p(%) dx positiv ist, also nicht
a a

T b
verschwindet. Denn da die Integrale*_f P(z)dzund f P(x) dz in wstetig sind,
M a z

b -«
kann die Zahl « > 0 so klein gewdhlt werden, daff fp(w)da:> -24 gilt;
a+ta
weiter ist die stetige Funktion ¢(z) = f(z) — ¢ im abgeschlossenen Bereich
@+ «...b—a iberall positiv und hat daher ein positives Minimum g,.

SchlieBlich ist wegen ¢(z) p(z) = 0 -

b b—-a b—ea
Je@r@ao 2[4 p@do 2 ] p@rdo> 0§

a+a
positiv.
Damit ist die Behauptung in vollem Umfang bewiesen?).

1) Nach Abschluf der Korrekturen bemerke ich erst heute, am 11. Januar 1943,
dafl E.JACOBSTHAL die hier mitgeteilte Verscharfung des Mittelwertsatzes bereits
1940 in seiner Abeit ,, Uber den Mittelwertsatz der Integralrechnung®, et Kongelige
Norske Videnskabers felskab Forhandlinger Bd. X111, Nr.8, bewiesen hat. Sein
Beweis und der meine sind zwar dhnlich, sie unterscheiden sich aber doch so weit,
daB die Verdifentlichung auch meines Beweises gerechtfertigt sein diirfte.

(Eingegangen am 20. August 1942.)



