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Uber gewisse Halbverbinde
und kommutative Semigruppen.

Zweiter Teil.

Von .
Fritz Klein-Barmen in Wuppertal.

Einleitung,

Wie im ersten Teil der Arbeit?) dargelegt worden ist, entspringen Halb-
verband und kommutative Semigruppe einer gemeinsamen Wurzel, und zwar
wurde das Holoid als der beide umfassende Operationsbereich aufgezeigt.
Das Holoid erweist sich damit als ein Fundamentalbegriff, nicht in bezug auf
die nhaltliche, wohl aber in bezug auf die formale Seite der Mathematik?).
Die groBe Bedeutung, die diesem Begriff zukommt, 148t es nicht zu, daB das
Holoid nur so nebenbei am Rande irgendeiner Abhandlung erwidhnt wird,
sondern macht es zur wissenschaftlichen Pflicht, das Holoid in den Mittelpunkt
einer eigenen Untersuchung zu stellen.

1) Uber gewisse Halbverbinde und kommutative Semigruppen. Erster Teil.
Math. Zeitschr. 48 (1942), S. 275288 = [H/S. 1]. Die Kenntnis dieser Arbeit wird
vorausgesetzt.

%) DaB in jeder Erkenntnis, insbesondere in jeder mathematischen Erkenntnis,
eine anschaulich-inhaltliche Komponente mit einer begrifflick-formalen Komponente
verschmolzen ist, dariiber herrscht seit langem volle Einmiitigkeit. Dagegen scheiden
sich die Geister sofort, sobald man nach dem Anteil fragt, den jede der beiden Kom-
ponenten an der mathematischen Erkenntnis hat. Dieser Kampf an den Grenzen der
Mathematik ist so alt wie die Mathematik selbst. Sein Rhythmus wird in erster Linie
von den epochalen und sikularen weltanschaulichen Strémungen, sodann aber auch
von Offensivgeist, Temperament und Charakter der angetretenen Kampfer bestimms.
Zu den Stiirmern und Dringern gehért M. STECK, der mit seiner Streitschrift ,,Das
Hauptproblem der Mathematiks (Berlin 1942) zum Angriff schreitet. Der Verfasser
liegt vor allem in Fehde mit den Richtungen, die den logischen Gehalt der mathemati-
schen Erkenntnis betonen, also mit den Richtungen, deren fithrende Manner D. HILBERT,
B. RusseLy, und H. SCHOLZ sind. Fine besonders scharfe Attacke reitet STECK gegen
die Logistik, die ihm eine ginzlich hohle NuB am Baum der mathematischen Erkenntnis
ist. Als Philosoph bekennt sich M. STECK zu KANT; genauer diirfte seine Position
in der Nachbarschaft der Frigsschen Schule zu suchen sein, deren Exponent in philo-
sophischer Hinsicht bekanntlich LEONARD NELSON, in mathematischer Hinsicht
GERHARD HESSENBERG ist. Doch muf ich gestehen, daBl es fiir einen Mathematiker
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Nachdem wir im ersten Teil die Theorie der Holoide in grofen Ziigen
entwickelt haben, wollen wir nunmehr auf einzelne Punkte genauer eingehen.
Im vorliegenden zweiten Teil beschiftigen wir uns mit den linearen Holoiden,
deren Herausstellung im Hinblick auf die linearen Verbinde und Semi-
gruppen wiinschenswert ist. Wenn auch die Struktur des linearen Holoids
von nur wenigen und iiberdies recht einfachen Gesetzen bestimmt wird
und infolgedessen leicht zu iibersehen ist, so darf man doch nicht glauben, daf
es_sich bei diesem Holoid um nichts weiter als um eine farblose und ver-
waschene Verallgemeinerung von Verband und Semigruppe handelt; im
Gegenteil, bei ngherem Zusehen wird man bald gewahr, dafl das lineare Holoid
ein Operationsbereich mit sehr merkwiirdigen und charakteristischen Eigen-
schaften ist und deshalb an sich Interesse verdient.

Im einzelnen liegt der Arbeit der folgende Plan zugrunde. §1 enthilt
einen auf die Bediirfnisse der vorliegenden Untersuchung zugeschnittenen
Auszug aus der allgemeinen Theorie; wegen der Beweise der Sitze verweisen
wir auf [H/S. 1]. Durch ein zusitzliches Axiom gelangen wirin § 2 zum linearen
Holoid. In einer Reihe von S#tzen arbeiten wir die besonderen Eigenschaften
desselben heraus. §3 stellt den Kern der Arbeit dar. Wir entwickeln darin
eine Regel, die es gestattet, das Ergebnis der Verkniipfung von irgend-
welchen Elementen des Holoids anzugeben. Die Regel kann leicht gehand-
habt werden und ist deswegen fiir die Praxis des Holoidkalkills von
Wichtigkeit.

Da man, was Sinn und Wesen der axiomatischen Methode anbetrifft,
neuerdings auf die verschiedensten Ansichten stoBt, mdchte ich mich, um
hiusichtlich meiner Auffassung keine Miverstindnisse aufkommen zu lassen,
auch einmal kurz iiber diesen Punkt fuflern. Meine Ausfithrungen tragen
provisorischen Charakter; ich hoffe, demnichst Gelegenheit zu einer ausfiihr-
lichen Darstellung zu finden.

Die logische Analyse der Begriffe einer mathematischen Disziplin fiihrt,
wenn sie weit genug getrieben wird, schlieBlich auf Begriffe, die man nicht

schwierig ist, die Position eines Ontologen richtig auszumachen. Wenn es sich bei dem
STECKschen Buch auch vornehmlich um eine Streitschrift handelt, die als solche an
den Geschmack und die Neigungen des Lesers appellieren darf, wobei es auf die Giite
der Argumentation weniger ankommt, so miissen doch die Waffen stark befremden,
deren sich STECK bedient, um Minner abzutun, die sich um die deutsche Mathematik
sehr verdient gemacht haben.

Meine Aunsfithrungen werden dem einen oder dem anderen an dieser Stelle vielleicht
upgewohnlich vorkommen. Ich muBte mich aber suBern, weil es in diesem Kampf
fiir manchen unter uns um den Sinn und damit wm den Wert der Arbeit seines Lebens

geht.
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mehr reduzieren kann odernicht mehrreduzieren will. Beieinem systematischen
Aufbau der betreffenden Theorie fungieren diese Begriffe als nichtdefinierte
Grundbegriffe. Ich sehe als derartige Grundbegriffe u. a. die Begriffe Menge,
Beziehung und Verkmiipfung an. Nach meiner Ansicht ist eine strenge De-
finition derselben nicht moglich, was natiirlich keineswegs ausschlieBt, da8
diese Begriffe mehr oder weniger vollstindig beschrieben, umschrieben oder
erlautert werden kénnen. Doch verzichte ich auf eine Beschreibung, weil ich
glaube voraussetzen zu diirfen, dafl der Leser weill, was unter einer Menge,
unter einer Beziehung und unter einer Verkniipfung zu verstehen ist. Betonen
will ich nur, daB ich diese Begriffe als snhaltlich fundiert ansehe. Das soll
besagen, daB wir uns dieser Begriffe durch Anschauung und Erfahrung bewuft
werden; es soll aber nicht besagen, daB diese Begriffe erst durch Anschauung
oder Erfahrung in unserem BewuBtsein erzeugt werden. Diese Begriffe ruhen
zunichst verborgen in unserem Denkvermégen; Anschauung und Erfahrung
sind nur die Gelegenheitsursachen, die uns auf unseren Besitz aufmerksam
machen. Noch mehr: Die genannten Begriffe sind Kategorien, Kantische
Kategorien. Sie sind es, die in das Chaos der uns durch die Sinne ver-
mittelten Eindriicke Ordnung bringen und uns damit die Umwelt ver-
standlich machen.

Damit glaube ich, meine prinzipielle Einstellung zu einer Kernfrage der
Axiomatik einigermaBen deutlich umrissen zu haben. Vermutlich wird den
Radikalen verschiedener Richtungen dieser Standpunkt als riickstindig er-
scheinen; sie werden ihn vielleicht nachsichtig und herablassend als ,,naiv
bezeichnen. Doch sei ihnen das nicht iibel genommen; es soll uns auch nicht
weiter beunruhigen.

Betrachten wir nun ein Axiomensystem. Dasselbe hat als Unterlage eine
Menge, deren Elemente einer Beziehung oder einer Verkniipfung fahig sind.
Vorlaufig haben wir es nur mit Verkniipfungen zu tun. Die Leistung eines
Axiomensystems besteht nach unserer Auffassung darin, daB es die unterlegte
Menge zugleich mit einer gewissen Verkniipfung niher bestimmt. Nach dieser
Auffassung ist die axiomatische Methode nichts anderes als eine Methode der
Spezmfikation, indem die allgemeinen Begriffe der Menge und Verkniipfung
durch zusitzliche Badingungen, wie sie in den Axiomen vorliegen, eingeschrinkt
werden.

Diese Auffassung, daB nimlich durch ein vorgegebenes Axiomensystem
eine spezielle Menge in Verbindung mit einer speziellen Verkniipfung definiert
wird, liegt der modernen algebraischen Axiomatik zugrunde, wie sie bei der
Aufstellung der Begriffe Verband und Gruppe, Ring, Kérper usw. zum Aus-
druck kommt; man vergleiche auch die Definition des Holoids in Erklarung 1
der vorliegenden Arbeit.
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Dagegen nimmt die geomeirische Axiomatik bei der iiblichen Behandlung
eine leichte Akzentverschiebung vor. Danach definiert ein geometrisches
Axiomensystem nicht die unterlegte Menge selbst, d.h. nicht den Raum,
sondern implizite die Elemente, aus denen die unterlegte Menge, also der Raum,
besteht. Dieser Unterschied gegeniiber der algebraischen Axiomatik spiegelt
sich darin wider, daf z.B. Hiuserr die Elemente durch besondere Namen
— Punkt, Gerade, Ebene — auszeichnet, dagegen die unterlegte Menge, von
der niemals die Rede ist, namenlos 1a8t. Die algebraische Axjomatik verfihrt
gerade umgekehrt.

‘Wir machen noch darauf aufmerksam, daB wir in dieser Arbeit nur solche
Holoide zulassen, die entweder aus endlich wmelen oder aus abzihlbar vielen
Elementen bestehen. Hohere Michtigkeiten werden absichtlich nicht in
Betracht gezogen3). Das im Wesen der natiirlichen Zahlen verankerte
SchluBverfahren der vollstindigen Induktion wird weitgehend in Anspruch
genommen.

§1.
Das Holoid,

Erklarung 1. Eine Menge M heifle ein Holoid in bezug auf eine durch O
symbolisierte Verkniipfung, kurz ein $ (O), wenn die folgenden fiinf 4xiome
in Kraft sind:

A L Sind a, b zwei beliebige Elemente aus M, so gibt es in M ein eindeutig
bestimmtes Element ¢ derart, da — in dieser Reihenfolge —

a0Ob=c¢
gilt.
ATI. Fir drei beliebige Elemente a, b, ¢ aus M gilt
. @oboe=a0(d0Oo.
ATII. Fir zwei beliebige Elemente a, b aus M gilt
a0b=>b0a.
ATV. Es gibt in M ein Element e derart, daB fiir jedes Element a aus M

a0e=a
gilt.

) Tch bin nicht mehr restlos davon itberzeugt, dafl unendliche Mengen, die nicht
abzahlbar sind, widerspruchslos gedacht werden kénnen.
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AYV. Sind @, b und z, y Elemente aus M derart, daf

a=b02z b=a0Qy
gilt, so st
a=b.

Die Verkniipfung O werde als ,,Multiplikation® bezeichnet. Demgemi§
verwenden wir auch die Ausdriicke ,,Produkt®, ,,Faktoren und ,,Potenz‘,
Wir stellen die Potenz in der iiblichen Weise dar. Die Potenzregeln der ge-
wohnlichen Algebra sind in Kraft:

(1) am O am = am+n, (am)n = amn’ am™ O bm —_ (ao b)m’
wobei m und % natiirliche Zahlen sind. '

Erklarung 2. Ein Holoid werde als endlich oder unendlich bezeichnet,
je nachdem es aus endlich oder unendlich vielen Elementen besteht. Unter
der Ordnung eines endlichen Holoids werde die Anzahl der verschiedenen
Elemente verstanden, aus denen das Holoid besteht.

Das Element e des Axioms A IV ist eindeutig bestimmt; es wird als die
untere Spitze oder als das umierste Element von M bezeichnet. Setzt man,
wenn o ein beliebiges Element aus M ist,

a,0=g,

so gelten die Formeln (1) nicht nur fiir natiirliche, sondern bereits fiir nicht-
negative ganze Zahlen m und n.

Fiir endliche, aber nicht mehr fiir unendliche Holoide 148t sich die Existenz
einer oberen Spitze oder eines obersten Elementes beweisen, worunter ein
Element f zu verstehen ist derart, da fiir jedes Element o aus M

a0f=f
gilt.

Wegen des Axioms A T kann man jedem endlichen Holoid in einfacher
Weise eine quadratische Tafel zuordnen, aus der sofort das Produkt zweier
Elemente abgelesen werden kann. Das Schema, das seit langem bekannt ist

-und in Theorie und Praxis vielfach Anwendung gefunden hat, wird folgender-
mafBen hergestellt. Man bringe die Elemente des Holoids, die zu ‘diesem
Zweck mib

@y, Qg «evr O

bezeichnet; seien, in den Feldern eines passend eingerichteten Quadrates unter,
und zwar ordne man die Elemente so ein, daB das Durchschnittsfeld der
i-ten Zeile und der k-ten Spalte von dem Element @; O @, eingenommen
wird. Das ausgefiillte Quadrat ist wegen A III symmetrisch in bezug auf



720 ¥. Klein-Barmen. .

die von links oben nach rechts unten verlaufende Diagonale. Die Leer-
form sieht so aus:
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Erklirung 3. Sind a, b Elemente aus M, wobei M ein $ (0) ist, s0 sei
dann und nur dann
a2Db,

wenn es in M wenigstens ein Element » gibt derart, daB
=b0Oz

gilt, Mit @ D b sei b C a gleichbedeutend. Findet ¢ D b statt, so heifle @
ein Oberelement von b und umgekehrt b ein Unterelement von a. DaB a ein
Oberelement bzw. Unterelement von b ist, driicken wir auch durch die Wendung
aus: ¢ befindet sich ,,oberhalb® bzw. ,,unterhalb* von 5. Fiir

a2b,bD¢ bzw. aCbh,bCe
werde kiirzer
a2bD¢ bzw. aCbCe
geschrieben. Gilt
a2b3c¢c oder aCbCoe,

1

so sagen wir, da sich b ,,zwischen® @ und ¢ befindet.

Die Beziehung O ist transitiv und reflexiv. Ferner kommen ihr die in
den folgenden Sitzen ausgesprochenen Eigenschaften zu.

-
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Satz 1. 1. Fiir jedes a gilt a 2 e und, Jalls das obersie Element existiert,
das dann mit | bezeichnet sei, auch |2 a.

Satz 1.2. Mit
a=2b bDa
gilt @ = b.
S8atz 2.1. Sind
(2) Ays - o5 Oy
Elemente aus M derart, dof
Il a =e
v=1
qilt, so st
a,= e r=1...,m)

Satz 2. 2. Zu vorgegebenen Elementen (2) gibt es mindestens ein Element =
derart, daff qilt

z32a, r=1...,m).
Satz 2.3. Mt
a,2b, rp=1...,m
golt
n »
IHa2Ilb,
=1 r=1
Satz 2.4. Fur n =k qult
n k
a, 2 11 a,
y=1 %=1
Erklarung 4. DaB
a2b, a=b
stattfindet, werde auch durch
aob

zum Ausdruck gebracht. Mit a D bseibca gleichbedeutend. Fiir

»

aob boe bzw. acbhb bco
werde kiirzer
aoboe bazw. acbco
geschrieben.
Satz 3. Ma
a>bh bD¢c bw. - a2b, bD¢
gilt a D c.



722 F. Klein-Barmen.

Erklarung 5. Es seien @, b Elemente aus M derart, daB a o & gilt.
Gibt es in M kein Element z derart, dafl

aDz>b
gilt, so heile a ein oberer Nachbar von b und umgekehrt b ein umterer Nachbar
von a.

Satz 4. Ist M ein endliches Holoid und sind a, b Elemente aus M derart,
daf a o b gilt, so hat a mindestens einen unteren Nachbarn und b mindestens
einen oberen Nachbarn.

Erklarung 6, Ein von ¢ verschiedenes Element ¢ aus M, dasnureund o
als Unterelemente hat, heifle ein Promelement von M.

Ohne weiteres erkennt man, dafl jedes Primelement ein oberer Nachbar
von ¢ ist und umgekehrt.

Erklarung 7. Ein Element ¢ aus M derart, daB

) aOa=a
gilt, heille idempotent.

Ersichtlich sind die untere und obere Spitze von M idempotente Elemente,
Demnach besitzt jedes Holoid mindestens ein idempotentes Element und jedes
endliche Holoid, das aus mshr als einem Element besteht, mindestens zweil
idempotente Elemente.

Man kann die endlichen Holoide folgendermaBen veranschaulichen.
Wir deuten die Elemente eines derartigen Operationsbereiches als Punkte
der Ebene oder des Raumes. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns
auf den Fall der Ebene. Dann und nur dann, wenn zwei Elemente des Holoids
Nachbarn sind, seien die entsprechenden Bildpunkte durch eine Strecke ver-
bunden. Die Strecke kann eine beliebige Richtung haben; sie soll nur nicht

waagerecht verlaufen. Dabei sei die Anordnung der Bildpunkte

derart, daB der Bildpunkt von ¢ oberhalb des Bildpunktes von &

liegt, wenn @ ein oberer Nachbar von b ist. Das Bild eines Holoids

erster Ordnung ist ein einzelner Punkt; einem Holoid zweiter

Ordnung entspricht eine Strecke und einem Holoid dritter Ordnung

ein Streckenzug, wie er in Fig. 1 dargestellt ist. Topologisch

Fig. 1. gesehen gibt es also nur je einen Typus von Holoiden der ersten,

zweiten und dritten Ordnung. Dagegen verteilen sich die Holoide

hoherer Ordnung jeweils auf verschiedene Typen. So gibt es zwei Typen von

Holoiden vierter Ordnung, fiinf Typen von Holoiden fiinfter Ordnung und
15 Typen von Holoiden sechster Ordnung?).

1) Die Typen von der ersten bis zur sechsten Ordnung sind bekannt; die Bilder
derselben stimmen, wie man sich leicht iiberzeugt, mit den in [Verb. 2], 8. 613 an-
gegebenen Streckenkomplexen iiberein. ([Verb. 2] = Grundzige der Theorie der Ver-
bande. Math. Annalen 111 (1935), S. 596—621).
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Die Aufgabe, die verschiedenen Holoidtypen festzustellen, liuft auf das
topologische Problem hinaus, alle Streckenkomplexe anzugeben, die den
folgenden Bedingungen geniigen:

) Jeder Komplex enthiilt genau einen untersten und genau einen
obersten Punkt.

B) Kein Komplex enthiilt einen dreieckigen Teilkomplex
vom Typus der Fig. 2.

Die Bedingung «) bedarf keiner Erliuterung. Die Bedin-
gung p) soll verhindern, daB zwei Punkte des Komplexes
— z.B. @ und ¢ in Fig.2 — zugleich benachbart und nicht 2
benachbart sind. Fig. 2.

I3

§2.
Das lineare Holoid,

Um weiter zu kommen, muf man aus der zunichst uniibersehbaren
Masse der Holoide gewisse Klassen herausgreifen, die sich durch besondere
Tigenschaften auszeichnen. Von welchen Gesichtspunkten man sich bei der
Auswahl leiten 1a8t, d. h. welches Ausleseprinzip man dabei benutzt, hingt
davon ab, in welcher Richtung man die Theorie ausbauen will. Hier inter-
essieren uns diejenigen Holoide, die dem folgenden Aziom geniigen:

A VI. Sind a, b zwei verschiedene Elemente aus M, so gibt es in M ent-
weder ein Element z derart, dafl gilt

a=b0 2z,
oder ein Element y derart, daf gilt
b=eae0uy.
Tiir zwei beliebige Elemente a, b eines derartigen Holoids findet also
a2b oder aCb

statt, wobei auch beide Relationen zugleich bestehen kénnen. Das Axiom A VI
erhebt somit die Beziehung 2 zu einer linearen Ordnungsbeziehung. Dieser
Umstand rechtfertigt die folgende Namensgebung.

Erklirung 8. Ein dem Axiom A VI geniigendes Holoid heile linear.

Das Bild eines linéaren Holoids ist ein einfacher offener Streckenzug
(vgl. Fig. 1), woraus sofort ersichtlich ist, daB jedes Element eines linearen
Holoids hichstens einen oberen und héchstens einen unteren Nachbarn hat.
Damit hingt zusammen, daB jedes lineare und endliche Holoid ein einziges
Primelement besitzt, wenn man von dem trivialen Fall absieht, dafl iiber-
haupt nur ein Element vorhanden ist. Es gibt lineare Holoide jeder Ordnung;
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insbesondere sind alle Holoide von der ersten bis zur dritten Ordnung
linear. Erst von der vierten Ordnung an gehéren zu jeder Ordnung sowohl
lineare als auch nichtlineare Typen.

Weiterhin sei M ein lineares Holoid. Fiir manche Betrachtungen empfichlt
es sich, den Linearcharakter von M dadurch zum Ausdruck zu bringen, da8
man die Elemente von M mit

PO, pll, g
bezeichnet derart, dafl
PO — ¢

gilt und jedes p'*** der obere Nachbar von p/ ist. Bei dieser Bezeichnungs-
weise findet

PO Pl e ) o
statt. Fiir pi) werde auch p geschrieben. Den AnschluB an die alte Bezeichnung
der Elemente — kleine lateinische Buchstaben — denken wir uns durch

P =gq, Pl =p, ...

vermittelt. Mit

aDb bzw. a2 b

gilt dann
az=zpf bzw. o« >f

und umgekehrt.

Zwischen den Elementen p'*) und p® ist scharf zu unterscheiden; P kann
ein ganz beliebiges Element von M bedeuten, wihrend unter p* die «-te
Potenz des Primelementes p zu verstehen ist. Zwar ist

Pr=p0=¢ pl=p=ryp;
dagegen gilt fiir « = 2 im allgemeinen nicht
P = p
Auf das zwischen p“l und p* bestehende Abhiingigkeitsverhiltnis kommen
wir noch ausfiihrlich zu sprechen.
Satz 5. Mu
a0cDbOe
gilt '
a>Db.
Beweis. Wire die Behauptung falsch, so miifte
aCbh
und somit nach Satz 2.3
20e¢SbOe

sein, was der Voraussetzung widerspricht.
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Anmerkung. Der Satz 5 gilt nicht mehr fiir nichtlineare Holoide, wie
das Holoid der Fig. 3 zeigt.

age
Satz 6. Mt
3) P40 P < g7 4
gilt
(4) pﬁal o piﬂ+11£ p[}""l}
vorausgesetzt, daf pY+Y existiert.
Beweis. Nach (3) ist * Fig. 3.
p{a] c pr ¥,

GemiB Erklirung 3 gibt es mindestens ein & derart, daB

(5) p[vd o p(é”} — p{7+11
gilt. Wegen (3) ist

P90 pll 5 plel o b,
so daB nach Satz 5
(6) §>8
ist.

Mit p*Y existiert auch p*¥ und somit auch i pF+Y, Wire
nun (4) falsch, so miifte
P95 pltll 5 plr+D)

und wegen (5)

P O pBl 5 pld o plil

sein, so da — wieder nach Satz 5 —
B+1>¢

ware, was im Widerspruch mit (6) steht. Infolgedessen ist (4) richtig,
Satz 7. 1. Fir zwei beliebige Elemente p'*) und p# gilt

P90 pfl o pleral

vorausgesetzt, dafi P8l eaistiert.
Beweis. Es ist
P90 319 = 5o
und somit nach Satz 6
p{a} O P{I} g p{a“' 1]’
o P c plet,

.................

PO plfl c plethl,
Mathematische Zeitschrift. 48. 47
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Satz 7,2. Sind
P, P, i)
Elemente aus M derart, doff
P o plfl = p
st, so gili
«+ f =y = max (s f).
Beweis. Die Abschitzung nach oben ist in Satz 7. 1 bewiesen; die Ab-
schitzung nach unten ist trivial.
Satz 7.3. Eaistiert p, so gelt
(7) " < pl
Beweis. Die Relation (7) trifft fiir « = 0 und fiir « = 1 zu. Ist (7) fiir
irgendein « richtig, so folgt
P Pl o p.
Existiert p/**, so ist nach Satz 7.1
p{a]o pC p[a-)-l}’
so daf auch :
pot1 C pletll
richtig ist.
Eine Bemerkung. Dem linearen Holoid M kann man eine zahlen-
theoretische Funktion f (x, 8) dadurch zuordnen, da8 man, wenn
a0b=c, d.h po plfl = pin
stattfindet,
flwp) =1y
setzt. Uber diese Funktion ist folgendes zu sagen. Nach A I existiert, wenn
M unendlich ist, § (x, p) fiir jedes Paar von nichtnegativen ganzen Zahlen «, B;
ist M dagegen endlich, so darf man fiir «, 8 nur zwei beliebige Zahlen aus der
Reihe
0,1 ..,
nehmen, wobei p*! das oberste Element von M ist. Weiter bedingt A III,
daB f(«, p) symmetrisch in den Argumenten ist. Nach A IV gilt ferner
f(x0) =«
und AV stellt fest, daB aus
«=1(p8), B=TFlnn
die Identitit von o und B folgt. SchlieBlich findet nach Satz 7.2
@® «+ B =f(p) =max(x p)

statt. Einer bestimmten Realisierung der Verkniipfung O entspricht eine
bestimmte Realisierung der Funktion f (x, ) und umgekehrt. Somit ist die
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Aufgabe, alle Verkniipfungen O festzustellen, die dem System der Axiome
AT bis A VI geniigen, dquivalent mit der Aufgabe, alle Funktionen f («, §)
festzustellen, die die erwihnten (und noch weitere) Figenschaften besitzen.
Der durch die Relation (8) ausgedriickten Eigenschaft kommt insofern eine
besondere Bedeutung zu, als die darin auftretenden Funktionen, nimlich
die Majorante « + f und die Minorante max (x, §), zwei Funktionen sind,
die fiir f («,B) genommen werden koénnen. Das 148t sich leicht verifizieren.
Im ersten Fall ist M eine Semigruppe in bezug auf die Verkniipfung O, im
zweiten Fall ein Halbverband in bezug auf O.

§3.
Bestimmung von 2 O y.

Wir beginnen mit einem einfachen Hilfssatz.
Satz 8. Mii
gilt
pIS] O plrt1l = pli+1l
vorausgesetzt, daf Y existiert.
Beweis. Nach Satz 6 ist
p[ﬂ o) p{’l*‘l} c p{n-i-l];
trivial ist
p{ﬂ O p[’l‘*‘” P__ p[’?*’ll'
Aus den beiden Relationen folgt nach Satz 1.2 die Behauptung.
Nun 148t sich leicht der erste Houptsaiz beweisen:

Satz 9. Mit

wobei pl©) ein idempotentes Element ist, gilt

P90 phil = plf],
Beweis. Wegen
plel O ple) = plel

10 plel = plil

findet nach Satz 8

statt. In Verbindung mit

p[ﬂ o p[@] oo plﬂ O P{'I} o p{&"}
ergibt sich
woraus die Behauptung nach Satz 1.2 folgt.
47*
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Die Bedeutung des Satzes 9 beruht darauf, dafi vermége desselben der
Wert des Produktes » O y fiix den Fall bestimmt wird, da8 sich zwischen
4 und y mindestens ein idempotentes Element befindet. Der zweite Haupt-
satz (Satz 12), dem wir uns nun zuwenden, liefert den Wert des Produktes
fiir den Fall, daB sich zwischen den beiden Faktoren kein idempotentes
Element befindet. Zunichst einige Hilfssitze.

Satz 10.1. Es seien ple! und p'?' zwei idempotente Elemente, zwischen
denen sich kein weiteres idempotentes Element befindet; es set o << o. Ist dann &
eine ganze Zahl derart, daf

(%) esé<o
stattfindet, so ¢ilt "
(10) piﬂo pfeﬂ] = p[$+1]

Beweis. Wir wenden das Verfahren der vo]lstand1gen Induktion an.
Nach Satz 9 gilt
PO pletl = ple+1),
so daf die Behauptung des Satzes fiir & = ¢ zutrifft. Es sei nun « eine feste
Zahl mit
(11) e =a <o
und (10) moge fiir
E=p0,0+1l ..,
richtig sein. Dann ist zu zeigen, dal bei der iiber (11) hinausgehenden Be-

dingung '

(12) x+1<o

die Relation (10) auch fiir & = a 4 1 zutrifft, d. h. da
(1'3) pe+l o ple+ll = plet2)

gilt.

Wir fithren den Nachweis indirekt. Ware (13) falsch, so miifite wegen
Pl o pletl = ple+l
und Satz 6
(14) p[a+1] o p{g-i—l} —_ p[a+1]
sein. FolgendermaBen liBt sich aus (14) ein Widerspruch herausarbeiten.
Zunichst ersieht man aus (14), da8
at+1l+p41
ist, denn andernfalls wire p/**! ein idempotentes Element, was wegen (12)
ausgeschlossen ist. Da wegen (14) aber auch
a+1=p+41
sein muf, findet
(15) a=zo+1



Halbverbinde und Semigruppen. II. 729
statt. Wir multiplizieren nun (14) mit p®*Y, wodurch sich

p{a+llo p{@—i—l] e p{9+1) — p[a+1] e} p[gi-ll’
also nach (14)
p[u+1] o) p[9+1] 'e) p{g+1] — p[a—H}

ergibt. Wegen (15) diirfen wir das Produkt
p{g+1] o ,p[9+11

gemif (10) ausrechnen, wodurch wir

(16) p{ﬁ-ll 0 pig-s»‘z] — p[u+1]
erhalten.
Aus (16) ersieht man, daf§ ’ )
a+ 1= 0+2

ist, denn andernfalls ware pl®*! ein idempotentes Element, was, wie bereits
bemerkt, ausgeschlossen ist, Da wegen (16) aber aunch

at+l=0+4+2
sein muf}, findet
mn =0+ 2

statt. Wir verfahren nun mit (16) wie soeben mit (14), d. h. wir multiplizieren
(16) mit ple*Y, wodurch sich wegen (14)

,P{a+1_!o p[9+2j e pxg+1} — p{a+1}
ergibt. Wegen (17) diirfen wir das Produkt

ple+3 o ple+
gemifl (10) ausrechnen, wodurch wir
(18) p[oﬂ—l} o p{g+3l — p[a-z»l}
erhalten.

In dieser Weise fahren wir fort. Hat man etwa die Relation
pletll o plot Bl — pletn
erreicht, so folgt
a=p+h

und daraus weiter
p[a-}-l] o) p{g+h+1] — p[a+1}.

Das Verfahren kann also beliebig weit fortgesetzt werden und fiihrt somit
auf den Widerspruch, da « grofer als eine beliebig vorgegebene Zahl sein
muB. Die Quelle des Widerspruchs ist (14). Diese Relation muf infolgedessen
falsch und demnach (13) richtig sein. Damit ist der Satz in vollem Umfang
bewiesen.
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Der nichste Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes 10. 1.

Satz 10.2. Es seien p¥ und pl! zwei idempotente Elemente, zwischen
denen sich kein weiteres idempotentes Element befindet; es sei o < 0. Sind
dann &, n zwei ganze Zahlen derart, dap

(19) 0=éf=0 o=n=0 (4n=go+o
stattfindet, so gilt
{(20) p[fl o p[ﬂ = p[$+n—9]_

Beweis. Unbeschadet der Allgemeinheit darf & =% angenommen
werden. " Es werde
§+n=1
gesetzt. Wegen (19) gilt
20={=o+o.

Da pl¢! idempotent ist, findet
plel o plol = plel

statt, so daBl (20) fir
E=p, =9 dh{=2p

zutrifft. Es sel nun o« eine feste Zahl mit

1) 20=a=0+o0,
und (20) moge fiir

=20 20+1, ...,

richtig sein. Dann ist zu zeigen, dafl bei der tiber (21) hinausgehenden Be-
dingung

(22) «+l=o+o
die Relation (20) auch fir £ = « + 1 zutrifft, d. h. da8
(23) Bl o plil = plet1-¢l

gilt.

Der Nachweis verliuft folgendermaBen. Wegen
(24) Etbnp=oa+1
kann vicht zugleich
£E=0, =0

sein, Da wir £ = 7 angenommen haben, ist infolgedessen & > 0 und somit
£ —12=0. Wegen (24) ist
wobei nach dem eben Bemerkten kein Summand negativ ist. Die Zerlegung (25)
Liefert gemif (20)

P16 gl = ple=dl,
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Wir multiplizieren mit pi¢*1, wodurch sich
(26) p[£—1] O p{?"’ﬂ o p[’l} o p{“—g} O pt@’*‘l]
ergibt. Nun ist nach (24)

f—l=a—n=a—0p
und nach (22)
a—p=0-—1,
so daB
E—1<ogo
ist; das Produkt
P11 o pletll

darf also nach Satz 10.1 ausgerechnet werden. Da ferner nach (22)

x—po <0
ist, darf auch das Produkt
ple=el o ple+1l

nach Satz 10. 1 ausgerechnet werden. Dadurch geht aber (26) in die behauptete
Relation (23) iiber.

Der folgende Satz 138t sich ohne das SchluBiverfahren der vollstindigen
Induktion beweisen. Ubrigens ist der Beweis nicht so subtil wie die vorher-
gehenden.

Satz 11. Es seien pl! und p' 2wes idempotente Elemente, zwischen denen
sich kein weiteres tdempotentes Element befindet; es ses o << o. Sind dann
&, n wwei ganze Zahlen derart, daf

0 e=fs0, ¢=n=0 f+nZ0+0

stattfindet, so gilt
(28) P o il = pll.

Beweis. Wegen (27) lassen sich — im allgemeinen sogar auf verschiedene
Weisen — zwei ganze Zahlen & und %' so wihlen, da

(29) os=8=E o=y 4 =0+0

ist. Auf die Zahlen & und %’ darf aber der Satz 10. 2 angewendet werden, der
P10 pir) = plel

liefert. Wegen (29) folgt weiter

(30) P& o p 2 .
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Durch Multiplikation der beiden aus (27) flieBenden Relationen

ergibt sich andererseits
(31) p[ﬂ o) pi']] c pl"}_

Aus (30) und (31) folgt nach Satz 1.2 die Behauptung.
Die Satze 10.2 und 11 lassen sich ohne weiteres zusammenfassen; wir
erhalten so den zweiten Hauptsatz:

Satz 12. Es seien ¥ und pl) zuei idempotente Elemente, zwischen denen
sich ke weiteres idempotentes Element befindet; es sei o0 << o. Sind damn &, 3
zwer ganze Zahlen derart, daff

0=¢&=0, 0=n=v
stattfindet, so gilt
p{ﬂ o p[ﬂ — p[miu E+n—g, 9]

Die vorhergehenden Ausfiihrungen bediirfen noch einer Erginzung. Wir
haben bereits darauf hingewiesen, da jedes endliche Holoid ein oberstes
Element besitzt und daB dasselbe idempotent ist. Demgegeniiber kann fiir
ein unendliches Holoid der Fall eintreten, daB ein idempotentes Element pe!
vorhanden ist derart, daB sich oberhalb von p¢! kein weiteres idempotentes
Element befindet. Dabei liegen oberhalb von p!¢! selbstverstandlich noch
beliebig viele Elemente des Holoids. Das zur Vorbere1tung fiir den folgenden
Satz.

Satz 13. Es sev M ein unendliches lineares Holoid. M enthalte mur endlich
viele idempotente Elemente. Es sei p'¢! das oberste idempotente Element von M.
Sind dann &, n zwei ganze Zahlen derart, daff

esé o= 7
stattfindet, so ¢ilt
PO pil = pli+n—el,

Dieser Satz wird &hnlich wie die S#tze 10. 1 und 10. 2 bewiesen. Wir
iiberlassen die Durchfiihrung dem Leser.

Vermdge der Sitze 9, 12 und 13 1iBt sich die Feinstruktur der linearen
Holoide weitgehend iibersehen. Insbesondere erkennt maun, daB die idem-
potenten Elemente das Riickgrat der Holoide bilden. In der folgenden Er-
klsrung légen wir diese zunichst nur bildlich genommene Bezeichnung offi-
ziell fest. )

Erklirung 9. Unter dem Riickgrat eines Holoids werde die Menge der
idempotenten Elemente des Holoids verstanden.

Es sei N das Riickgrat des linearen Holoids M. Zu den Elementen von N
gehort stets die untere Spitze von M. Besitzt M eine obere Spltze s0 gehort
auch diese zu den. Elementen von N.



Halbverbande und Semigruppen. IL. 733

Wir wollen die Hauptergebnisse der Arbeit noch einmal zusammenstellen:
I. Ist ' ein Element aus N und sind p¥), p" zwei Elemente aus M
derart, dafl
E=p=n oder £E<p=1
stattfindet, so gilt
’ Pl O plil = plmax & ],

II. Sind p@ und pl, wobei o < ¢ sei, zwei Elemente aus N, zwischen
denen sich kein weiteres Element aus N befindet, und sind p¥), pf zwei
Elemente aus M derart, daB

0=é=0, 0=1

A

¢
stattfindet, so gilt
Pl O pltl = plmin E+n-0, 0,

III. (Nur fiir den Fall, daf M unendlich, N dagegen endlich ist.) Ist ple)
das oberste Element von N und sind pi¥l, pl"l zwei Elemente aus M derart, daB

e=% o=
stattfindet, so gilt
Pl O plil = plE+n—el,

Zum SchluB noch zwei Bemerkungen. Erstens: Welche Elemente das
Riickgrat von M bilden, wird durch das System der Axiome AT bis A VI
in keiner Weise festgelegt. Oder anders ausgedriickt: Das genannte Axiomen-
system ist insofern unvollstéindig, als es, wenn es ein bestimmtes Holoid
definieren soll, durch genaue Festsetzungen hinsichtlich der Anzahl der idem-
potenten Elemente und Finbettung derselben in M ergéinzt werden mub,
wobei zu beachten ist, daf ganz beliebige Elemente vou M zu idempotenten
Elementen erhoben werden kénnen. Oder noch anders: Zwei lineare Holoide
sind dann und nur dann ssomorph, wenn sie von derselben Ordnung sind, gleich-
viel idempotente Elemente besitzen und wenn die Verteilung der letzteren
bei beiden Holoiden dieselbe ist. Das Gesicht eines Holoids, d. h. seine Indi-
vidualitit, wird allo in letzter Instanz von den idempotenten Elementen
gepragt.

Zweitens: In § 1 wurde darauf hingewiesen, da8 jedem Holoid eine gewisse
quadratische Tafel zugeordnet werden kann. Handelt es sich dabei um ein
lineares Holoid, so empfiehlt es sich, bei der Konstruktion der Tafel einige
Abanderungen vorzunehmen. So beginne man die Numerierung nicht mit 1,
sondern mit 0; die Elemente von M seien also

Qys - o os O
wobei

a, =¥ B =0,....,m)
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sei. Sodann schreibe man in die Felder der Tafel nicht die Elemente selbst,
sondern nur deren Indizes. Beispielsweise gehort zu dem aus den sechs
Elementen

P, P

bestehenden linearen Holoid, dessen idempotente Elemente
p[(’], 1,[2}7 pi5}
sind, die folgende Tafel:

]
oo 12 34, 5] o0
i
|
t b2 2] 3| 4 51
|
el 2 22 3|4 52
i
| |
s s 8|3 45 | 5] s
|
] 1 |
a4 4 45 a5 )4
L - ' !
‘ ; s 1
555;5§5I5§55
|
— z
o 1z 4%5
( ;

’ Fig. 4.

Fig. 4 stellt das Bild dieses Holoids dar; die besonders gekennzeich-
neten Punkte entsprechen den idempotenten Elementen.

(Eingegangen am 31. Juli 1942.)



