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Die Kettenregel fiir hohere Ableitungen.

Von
U.T. Bédewadt in Gottingen.

‘Wenn in einer Funktion die unabhiingige Verdnderliche ihrerseits doch
wiederum von einer anderen Verinderlichen abhingt:

0 y=F(z); z2=9@); y=F(e@)=10),

50 ist damit eine unmittelbare oder zusammengesetzte Funktion dieser letzten
Veriinderlichen gegeben. IThre Ableitung — hier und im folgenden soll voraus-
gesetzt sein, daB alle auftretenden Ableitungen vorhanden und stetig sind —
setzt sich aus den Ableitungen der beiden einfachen Funktionen nach der
Regel f'(t) = F'(z)- ¢’ (t) zusammen, wobei man rechter Hand fiir  wieder
den Wert & — ¢ (f) zu nehmen hat. Verwendet man zur Bezeichnung der
Ableitung einer Funktion nach ihrem unmittelbaren Argument das Zeichen D,
so lautet die Regel:

@) Df=DF-Dg.
Die Ausdehnung dieser Regel auf eine mehrfach zusammengesetzte Funktion
(3) zp=1; zv:’_'Fv(z—l) {v:1:2""N"—1};

y = Fyloy_q) = (FN (Fyoa (- Fa(F200) .- ))) =10

eine sogenannte Funktionskette, exfordert nur mehrfache Anwendung von (2)
und gibt die bekannte Kettenregel

(4) Df = DF,-DF,-...-DFy.

Da man von einer richtigen Kette eigentlich nur sprechen kann, wenn sie
auller dem Anfangs- und dem Endglied noch wenigstens ein Zwischenglied
enthilt, so miiite der Name , Kettenregel eigentlich den Fillen # = 3
vorbehalten bleiben. Er wird freilich auch oft fiir (2) gebraucht, und nicht
ohne Recht: Es bedarf kaum einer Uberlegung, wie die Regel (2) fiir den
Fall (3) zu verallgemeinern sei, die Antwort (4) bietet sich sozusagen von
selbst dar.

Mit den hoheren Ableitungen verhalt es sich hingegen anders: Hier scheint
die Kettenregel bislang noch nicht angegeben worden zu sein. Der Grund
dafiir liegt vermutlich im Mangel an geeigneten Bezeichnungen, die sich leicht
bei mehreren Funktionen gleichzeitig anwenden lassen und offene Zahlen-
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faktoren in den Formeln vermeiden. Mit der in dieser Mitteilung vorgeschla-
genen Bezeichnung durch Operatoren hoheren Grades ist nun die Aufstellung
der Kettenregel (im oben erliuterten Sinne: fiir mehrfach zusammengesetzte
Funktionen) in iibersichtlicher Form moglich. — Um des Zusammenhanges
willen mége es gestattet sein, auch Bekanntes zu wiederholen?). Dafiir sind
die Beweise nur in ihren Leitgedanken angegeben worden; es wird an Hand
dieser Andeutungen keine besonderen Schwierigkeiten bereiten, das Fehlende
zu ergéinzen. Solche Kiirze ist wohl um so eher erlaubt, als durch die Arbeiten
von Amatpi2) und Mamsriaxi3) alle Wiinsche nach ausfiihrlicher und
griindlicher Behandlung der hoheren Ableitungen einfach zusammengesetzter
Funktionen auch von mehreren Verinderlichen als erfiillt gelten kénnen. —
Inhaltlich neu sind im folgenden die Formeln: (10) (fiir # > 1) und (11);
vielleicht (12) bis (14), (17) bis (20), (21); ferner (26) (fiir » > 1), (34), (38)
(fiir # > 1), (39), (41) und (44).

1.

Auch die hiheren Ableitungen einer zusammengesetzten Funktion (1)
lassen sich durch wiederholte Anwendung der Regel (2) bilden. Dabei zeigt
sich, daB die k-te Ableitung der Funktion f (t) fiir die exsten Werte von k die
Gestalt
(5) ij - ZD"'F Dknq}

n=1
hat. Bildet man hier beiderseits die Ableitung, so sieht man, daB diese Form
fiir alle % giiltig bleibt, wenn man fiir die Ausdriicke Dy, ¢ die Rekursions-
formel

(6) Dyny = D (Dl:—l,n 97) +Deg- Dk_1,n-1fp k>n>1]
mit den Ausgangswerten
(7) Diop =0 [k >0}; Ding =D [k = 0]; Dy = (Do) [k 0]

ansetzt. Ohne das erste Glied auf der rechten Seite gilt die Formel (6) noch
fiir & = n, bei Fortlassen des zweiten Gliedes fiir n = 1. — D,,, ist also ein
Differentialoperator von der Ordnung k (in bezug auf die unabhingige Ver-
anderliche) und vom Grade % (in der abhingigen Verinderlichen); linear ist

1) Vgl. die am Schlusse aufgefiihrte Iatera.tur, besonders die zusammenfassenden
Darstellungen in [2], [3], [7].

% L 4]

%) L [7}. — Von den Abbandlungen AMALDIs und MAMBRIANIs erhielt Verfasser
erst nach AbschluB der voiliegenden Untersuchungen Kenntnis.
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nur Dy;. Zur unmittelbaren Berechnung der Dy, dient die Formel von

.FaA p1 Bruwxo
1+k—n .

®) Do = Y0 [[ H(Z5Y),

) v=1

die Summe ist zu erstrecken iiber alle Zusammenstellungen (A) = (44, ... 4,, ...)
nichtnegativer ganzer Zahlen 4, = 0, welche die beiden Bedingungen

9) Zh=mn v A=k
erfilllen. Der Beweis fiir diese Formel ergibt sich am schnellsten mit Hilfe
der Polynomialformel], indem man in ,

f+7)=F(g(+)
F und ¢ (also auch f) als in ihre Taylorreihen entwickelbar annimmt — diese
Annahme ist erlaubt, da die algebraische Gestalt der Formel von den beson-
deren Eigenschaften von F und ¢ nicht abhingt — und die Koeffizienten von
;:—1; vergleicht.

Von den beiden Zeigern %, » des Operators Dy, wurde der Ordnungszeiger
an die erste Stelle gesetzt, da er in der Forme} (5) offensichtlich die Hauptrolle
spielt, wihrend der Gradzeiger # zur weiteren Unterscheidung zwischen den
zusammen auftretenden Operatoren gleicher Ordnung dient. Das hat allerdings
zur Folge, daf man in der Kettenregel (11) die Tejlfunktionen der Kette (3)
in der angegebenen Weise zu beziffern hat, d. h.: nicht in der Reihenfolge, die
sich beim Schreiben einstellt, wenn man f (¢) mittels der F, anschreibt, sondern
in der Reihenfolge, in der man die Teilfunktionen F, braucht, wenn man zu
gegebenem ¢ den Funktionswert f (t) berechnet.

Bevor man die Kettenregel hinschreiben kann, muf die Formel (5) auf
die Operatoren héheren Grades ausgedehnt werden:

3
(10) Dy, f ~——1_Z Dy, @ Dan~

Diese Gleichung ist fiir # = 1 mit (5) identisch, fiir » = & mit der k-ten
Potenz von (2); fiir &£ > n > 1148t sie sich leicht mittels (6) durch Induktion
nach % beweisen. Die Operatoren Dy, beziehen sich (ebenso wie D) stets auf
das unmittelbare Argument der dabeistehenden Funktion, in (10) also bei f
und ¢ auft, bei F auf z = ¢ (t). — Von (10) zur Kettenregel (11) ist jetzt nur
noch ein #hnlich kleiner Schritt, wie oben von (2) nach (4):

(1) Dyf = (%'Dzolex (20) - Dxlzzpz (). DJ.N_l 1y Fy(zy_1)
[km)‘()-—}:}‘l.-?—;"' .Z_lzv:%};
die Summe ist iiber alle N1 b—n)!

=10 (k—n)!
..., Ay) aus nichtnegativen ganzen A, zu erstrecken, welche den angegebenen

Zusammenstellungen (1) = (4o, 41,
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Ungleichungen geniigen. Formel (11) enthdlt nach (7) fiir » = 1 auch die
Regel fiir die hoheren Ableitungen der durch (3) vorgelegten Funktion f (t).

Die Ausdriicke Dy, f lassen sich, statt nach Formel (6), auch als Summen
von Produkten zweier Operatoren niedrigeren Grades aufbauen:

(12) () Dunt = 2 (E)Desrt-Duneats
@ (T Dati= 2 (FT) Densd Dannais
a  ("TNwi= 2 ) Dt D

(giiltig filr 0 < » < ).

Beweis: (12) bestitigt man durch Einsetzen von (8), indem man die aus
der Binomialentwicklung von

(1 +afe=Q1+a)* [Zr,=R]

zu erhaltende Gleichung

A Ry [0= 2, =7,
ZHG)=(A) { <.>:z,,::§; Zr, = R]

@ u
beachtet. Wenn man diese Gleichung mit ¢ - 4, vervielfacht, so gelangt man

wegen
a a—1
b-() = (5 _ 1)
durch Summation iiber ¢ zu der Gleichung
- - r“ F—1 . . R - 1
ZEwa I (7) = o (47 1)
=4 =r; Zi=4; Zr,= R}

Diese dient zusammen mit (8) zur Bestitigung von (13); und (14) ist die
Differenz zwischen (12) und (13).

2.

Als Anwendung hierfiir seien die Ableitungen der Umkehrfunktion zu
einer gegebenen Funktion (mit nicht verschwindender erster Ableitung)
berechnet: Es sei

y=1(@), z=g(y); ako z=g(/(2); f() +0.
Daraus folgen die Gleichungen

Dyiz = 1= Dg- Df;
k
Duz=0=X0q-D.f [k=23,. .7
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Aus der ersten flieBt Dg = (Df)~t. Berechnet man aus diesen n Gleichungen
fiir die » Unbekannten Dy, D2y, . .. D"¢ die letzte mittels Determinanten, so
erhilt man¢)

_{n+1
(15) Dy = (D) "D (- 11 Det |4,] [ k=1,2,...,n —1]
Diese Determinante 148t sich zu einer anderen umformen, in der iiberall
nur eine Ableitung von f steht (nur Operatoren 1. Grades). Man ziehe rechts
einen Faktor ?n_—%?)*' vor die Determinante und vervielfache dafir die
zweite, ... k-te, ... (n —1)-te Spalte mit (n —2),...,(#n —k),..., 1.
Dann wird also

- 1)'n+1

-("3 ‘ .
@ 2 Det | BO [k =12, 0 —1]
mit B, =D; 11 f k=11 =@ —E)D1f <k <0 +1];
=0 +1<k=n-—1]

16) Dprg = !

Wenn man in (12) und (13) fiir &, #, , v die Werte 7 + 1, k, 4 — 1, 1 einsetzt,
hierauf (12) mit » vervielfacht und davon (13) abzieht, so kommt man auf
die Gleichung

il ) i+1
A7) —k)Dysr, e f =2§k {” (l _ 1) - <;._ 1)} D, 24011 Dy_q 11l
Die Klammer rechts verschwindet fiir ¢ = # — 1, 4 = ¢ <+ 1; schreibt man
daher
(18) CP=D*flk=1; =« D2k <0+ 1]
=0 +1<k=n-—1
oy 2 _ 7+ 1y
mit af = (1) = (G20

so wird fir £ > 1
n—1
Bﬁ?)k =l§k0§:‘§. Dy g, 1t

Der zweite Faktor ist fiir alle Zeilen ¢ derselbe, die Spalten B, psind also linear
aus den Spalten C;, zusammengesetzt, und aus (16) wird mit (18) die Dar-
stellung

__1yn+1
(19) Drg = (@7{?7,-)7 (D21 Det [CW] b =1,...n—1].

4} L [1], Formel (6). Die dort daraus abgeleitete Formel (7) ist fiir n > 3 nicht
richtig.
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Von den Zahlen o), in (18) bilden die in der Schréigreihe ¢ + 1 = & stehenden
und ebenso die in der zweiten Spalte je eine arithmetische Reihe erster Ordnung
mit den Differenzen 1 und # — 1, und die anderen lassen sich bequem rekursiv

aus ihnen berechnen: ’

m) . ;. . —_ .
afy =1 (n—1) —1; o =n—k;

“(z% = “?1)15 P “2"21, 1 B=k =1

(20)

Durch Entwickeln der Determinante (19) entsteht die der BruNoschen
Formel (8) entsprechende Darstellung

n

%y —2n -+ ; 1 1 D'f A
@l) Drg = (Dfy® lg(z%z—w)!wn&gm(_ .

[0<2; %’lyzn——igg.?vi,:Z'n——Z].

Fiir den Beweis mag es indessen bequemer sein, sie aus dem Potenzreihen-

ansatz fir f und ¢ herzuleiten mittels der BurMaNN-LaerANGEschen
Umkehrformel?)
'z A
5;’; - dz*1 (_37)

3.

Die Erweiterung der Regel (5) auf den Fall mehrerer Zwischenverinder-
lichen
y=F(@,....,2,...); z,= @),
y=F(p® - p)s-.) =70
148t sich ebenfalls mit Hilfe der Operatoren Dy, anschreiben. Um Zahlen-
faktoren in den Formeln zu vermeiden, ist es indessen zweckmiflig, neue
Bezeichnungen zu wihlen:

(22)

(23) Dkﬁf = %‘i’ Dkn f‘

Statt (6) und der zweiten Gleichung von (7) hat man dann
(24) * D= DTN + 3o Df DR,
(25) DM = g DH;

in (8) tritt #! an Stelle des k! Die erste und dritte Gleichung von (7) und die
Formeln (10), (11) bleiben sogar unveriindert giiltig, wenn die Operatoren-

% L [5]; L[6] §.138.
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zeiger sémtlich nach oben geriickt werden. Insofern hitten zwar von vorn-
herein die D*® eingefithrt werden kénnen; bei Funktionen nur je einer
Veranderlichen bieten indessen die Dy, den Vorzug, daf in den Formeln (6),
(7), (8) keine Briiche auftreten. Bei mehreren Verinderlichen sind diese
Briiche jedoch noch angenehmer als die Polynomialfaktoren, die sich sonst
(insbesondere fiir # = 1) in (26) und den spateren Formeln einstellen wiirden.
Ferner ist durch die Hochstellung der Zeiger jetzt unten Platz, um bei partiellen
Ableitungen die Versnderliche anzudeuten, wie es beim Operator D iiblich
ist: es moge also D, die partielle Ableitung nach der »-ten Verinderlichen
bezeichnen, dementsprechend Df’' F = (1:k!) D, F; cbenso D3'F = F.
Eine der Gleichung (10) entsprechende Regel®) hat nun die Form

(26) D" f = 2 2D®e.-DP"F [0 <i; XA =4

A==qn ()
Hierin bedeutet der erste Faktor folgendes:
(27) Dk,(Z)Q:Dk,(ZI,.v.,Z,,.. = ZHD(:,,, "P()

(@) ¥
P=i=0; 2o, =k
Er 148t sich auch rekursiv berechnen. Schreiben wir die Zeigerzusammen-
stellung (4), in welcher alle Zeiger 4, verschwinden mit Ausnahme desjenigen,
welcher zur Funktion ¢ (t) gehort und den Wert 1 haben soll, kurz als (3,);
{4 — 0,) soll somit dieselbe Zusammenstellung bezeichnen wie (1), nur daB
der zur Funktion ¢, (¢) gehorige Zeiger um 1 verkleinert worden ist. Dann
geht der Ausdruck (27) aus den Werten

@8)  Dp=Dg; DAOp=IDe) [Z4=4)
nach der Formel
(29) Dk, (3] @ = D(DL 1,(» ‘p) + 2 .D @, Dk—-l Q-4 @

hervor, sobald k >4 > list; fiwk = 2 l ha‘c man nur das erste Glied weg-
zulassen, nm die Formel noch anwenden zu kénnen. Die Summation in (29)
braucht nur auf diejenigen v ausgedehnt zu werden, fir die 4, > 0 ist.
Der Operator D®:* des zweiten Faktors in (26) ist von der Ordnung A,
in z, und vom Grade # in F; der Grad ist hochstens gleich der Gesamt-
ordnung A. In den Randfillen # = 0, = 1 und = A ist sein Sinn:
DPOF =1 [4=0], =0 [4>0];

60) . D®IF = (I D) F;

DPF — A1 ]](Dm By

6) Der Fall n = 1 findet sich bei TEIXEIRA [1}.
Mathematische Zeitschrift, 48.

%
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fiitr die Zwischenfille ist er in folgender Weise zu bijlden:

(31) A- DR — -D(z) (DG""T)’ "F) +n- DmF . pE=dy -1 p
l<n<d=2X2,;41 >0]

Die Rekursion kann nach jeder Verinderlichen z, vorgenommen werdeun, fiir

die 4, > 0 ist. Im Fall » = A ist rechts das erste Glied fortzulassen, damit

die Formel giiltig bleibe, fiir # = 1 das zweite Glied. Zur unmittelbaren

Berechnung aus Operatoren ersten Grades ist die nachstehende Formel
tauglich, die (8) und (30) als Sonderfille einschliet:

(32) De) 2 F = 3 5 al [T = (Do 1 Fy'r;
() (vg 1) z Az:

die Summe ist zu erstrecken iiber alle moglichen Zusammenstellungen von
Zahlengruppen (4,), (P> . . - Vyps - - -) — der Zeiger T hat hier nur den Sinn,
die verschiedenen Gruppen in einer solchen Zusammenstellung zu unter-
scheiden —, welche die Bedingungen

(33) 0= A 0= v, 1= Doy 2 A= 2, A=k,
befriedigen. Ein Beispiel moge die Anwendung von (31) und (32) zeigen:
Nach (31) st
D(‘*D?“F(Z, y) — %’Dm (D(31)3F) + %Fm' D(sl)zF
= 2DBFF,, +3F, Fo o F)) + 3 F(FaFony + o Foy + 5 FuucF)
oder ebensogut
DUV3F(z, y) = D, (D" F) + 3F,- DUO*F
=Dy GF;F,0) +3F, (§F, Fouw + 1 F3,),
nach (32) ist
D(41)3F (x, y) == 31 {D(IO)]F, D(’ZO)IF_ D(ll)lF +DGO)1F, D(30)1F. D(OI)].F
+ % (D(lO)IF)z . D(ZI)IF + % (D(Zb) IF)Z . D(Ol) IF}
== 6{F, 3 Fop Foy +Fo 3 Fpuy Fy + 3 F3- 3 Fupy +3 3 Fo0)? B}
=3F, Fo o Foy +FoFopoFy +§F,Fopy + 3 F,, P,
Der Beweis fiir (26) kann auf folgendem Wege gefiihrt werden: Fiir
k = n =1 ist (26) die bekannte Regel fiir die totale Ableitung

da
T =X D¢, DyF.

Setzen wir voraus, (26) sei fiir alle % richtig mit k¥ — 1 an Stelle von %; zugleich
soll (31) fiir alle 4 < % in Ordnung befunden sein. Durch (27) ist dann D* @ ¢
erklirt; (29) folgt aus (27) vermoge (24). Fiir 4 = k werden die DO F jetzt
durch (31) erklart, und zwar unabhiingig von der Wahl der zur Rekursion
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benutzten Veriinderlichen: dies erkennt man, indem man D" F einmal zuerst
nach 4 reduziert, die iibriggebliebenen Ausdriicke D~0* Fund D¢~&» »~1 f
darauf nach A;; ein andermal zuerst nach 45, darauf nach ;. Wenn man nun
in (24) fir D*~b"f und D* "1 f die Darstellung (26) einsetzt, so ergibt
sich wegen (29) und (31) ihre Giiltigkeit auch fiir f"f. — (32) beweist man
wie (8) durch Potenzreihenansatz und Polynomialformel.

Die Regel (26) ist nun aber nicht die einzige, welche bei mehreren Ver-
snderlichen der Gleichung (10) entspricht. Hat man es z. B. mit mehreren
Funktionen 7, zu tun, welche von den gleichen Veriinderlichen z, abhingen,
die wiederum als Funktionen ¢, einer Unverénderlichen ¢ gegeben sind,
dann entsteht ein System mittelbarer Funktionen f,(t) = F, (g, (t)). Hier
lassen sich fiir die linke Seite die Ausdriicke (27) bilden; und wenn man die
einfachen Fille (28) zuerst nachpriift und dann auf diese mittels (29) zuriick-
geht, so kommt man zu der Regel

k
(34) D™y =A2 XD g DP®F [0 < 2,; ZA, =A; Zn, = N].

=N @®&)
Hier wurden entsprechend (27) gewisse Glieder vorweg vereinigt:
(35) D(l)(n)F: 2 HD(Z”}“'Z”W'”)%F
' Gy 4

[0 ’g )‘,uv; Z}'ya = ;'u; Zj'u‘y 2 nv]'
¥ 4

Fiir jedes verschwindende #, sind hierbei nach (30) alle zugehérigen 4,, = 0
zu nehmen, solch ein Faktor ist also fortzulassen. Auch diese GréoBen (35)
lassen sich stufenweise bilden nach der Gleichung (36), die aus (31) und (35)
folgt7):

(36) k,-DP@WF — D, (D% @ Fy 4 %‘nv. D, F - DE—d) (=)

[1<N<K; Zn=N; Zk=K;k, >0],

wo wie in (31) die Reduktion nach jeder Veranderlichen z, erfolgen kann,
deren Ordnungszeiger k, nicht verschwindet. Ohne das erste Glied gilt die
Formel (36), von der (24), (29) und (31) Sonderfille sind, auch noch fiir N = K.
Fir N =1, d. h. (») = (J,) benutze man

(87 DP®F = D®™F  [n, = m, alle iibrigen % = 0].

Setzt man nun (34) in (26) ein, so ergibt sich (denn da die auftretenden
Funktionen nur stetige Ableitungen zu haben brauchen und im iibrigen ganz
willkiirlich sind, so ist ein gliedweiser Vergleich zuliissig) eine Regel fiir den
Fall, daB eine Funktion ¥ von mehreren Zwischenverinderlichen z, vorliegt,

7) In anderer Bezeichnung von AMAILDI [4] angegeben. Dort und bei MAM-
BRIANI [7] sind auch weitere Untersuchungen iiber den kombinatorischen Aufbau der
Ausdriicke (35) zu finden.

_18*
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welche Funktionen ¢, von mehreren Urverinderlichen ¢, sind: also f(t,)
= F (9;(t,))- Man kann sie auch mittels (30) und (31) aus (26) ableiten,
worauf Einsetzen von (38) in (26) eben (34) liefern wiirde. Die Regel8) lautet:

i .
@) DP"f= 3 ZDP@e.DO*F [0< A; T4, =A; Sk, = K],

A=n @)
Setzt man schlieBlich sowohl (34) wie (38) in (26) ein, so findet man die Regel
fiir den Fall, da8 ein System von Funktionen F, vorliegt, welche von einem
System Zwischenverdnderlicher 2, abhingen, die ihrerseits als Funktionen ¢,
mehrerer Urveriinderlichen ¢,-gegeben sind, so daf ein System mittelbarer
Funktionen von mehreren Verdnderlichen f,(t,) = F,(g,(t,)) entsteht:

(39 D@ f— )f’ ZDpwég. ph@ g

A=N )

[Zk=K; Zn=N; 01, Zi=A4].

Erst diese Formel ist die vollstindige Verallgemeinerung zu (10); sie umfafit
(34) und (38), aber auch (26) und (10) als Sonderfille, und sie 18t sich ebenso
leicht wie (10) zur Kettenregel verallgemeinern.

Die Kettenregel fiir mehrere Gruppen von Zwischenverinderlichen in
voller Aligemeinheit hinzuschreiben, wiirde wegen zu vieler Zeiger an den-
Hauptbuchstaben doch wohl ein unklares Bild geben. Es seien darum nur
drei Zwischengruppen angenommen; das Aussehen der Regel bei mehr
Zwischengruppen ist aus diesem Beispiel dann miihelos zu entnehmen:

= @®); Y= v.(..2..);

2, =y Yu-)s Fl.oz..)=T1()-

An die Stelle der Zeiger 4, von Formel (11) tritt hier je ein ganzer Satz solcher
Zeiger: a;, f,,,y,, die die Ordnung (wenn sie an dem Operator in der vorderen
Gruppe stehen) oder den Grad (wenn sie in der zweiten Zeigergruppe stehen)
des betreffenden Faktors in bezug auf die zugehérige Zwischenverdnderliche
Ly Yur % anzeigen. Nur zur Erhohung der Ubersichtlichkeit werden die
Summanden, wie schon in (26), (34), (38) und (39), noch nach gleichen Summen-
werten (A4) zusammengefaft. Die Kettenregel sieht dann so aus:

(40)

(41) Dk'nf — 2 Z’ Dk (0:)¢ . D(a) Qg}‘!p . D(ﬁ) (‘)’)7 . D(‘)’) ng.
) (@fy "
Die Summe ist zu erstrecken iiber alle Zusammenstellungen
< (4) = (4,42, 45) wnd (4 B y) = (ot e B R ),

die folgende Bedingungen erfiillen:
42 k=dozMdhyzdy=A3=24,=n;0=0q,, 08, 0=y,;
ZMZ ’:-‘441, Zﬁp xAg, Zy,, $A3,

8) Der Fall n = 1 ist von AMALDI[4] und MAMBRIANI [7] gegeben worden.
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Hingen die z, und damit die ganze mittelbare Funktion f statt von einer
Urveriinderlichen ¢ von mehreren (...3%,...) ab:
(43) B= @l by ds Y= Puleo T
' 2, =7 Yuer)s Floizi)=7F(..t..0
so braucht man an Stelle von (41) die Formel

(4;4) D(k)n }t — Z’ 2 D(k) (e) @- D(a) ® P - D(ﬁ) @ 7 D(‘/} n g

) (@pP :
mit denselben Bedingungen (42); nur ist jetzt X'k, = K = A, einzusetzen.
— Fiir den Fall, daB statt einer Funktion f(...¢,...) =F(...z, ...) deren

mehrere vorhanden sind und fiir dieses System einer der in (26) oder (31) ein-
gefiihrten Ausdriicke D* @ f oder D® ™ f —je nach der Anzahl der Urverander-
lichen kommt der eine oder der andere in Betracht — mittels der Zwischen-
veranderlichen darzustellen ist, 148t sich die erforderliche Anderung der
Formel (41) oder (44) leicht vornehmen.

Die Anwendung der Kettenregel (41) soll zum SchluB an dem einfachsten
nicht trivialen Beispiel gezeigt werden:

'/’v_u = ¢u(t) [‘u = 1? 2]? Y, = %(-’”b m2) ['p = 1: 2]2 F(yli ?12) = f(t)‘

Vérlangt sei, f* (t) durch die Ableitungen von F, ¢y, 2, @1, @s auszudriicken.
Esist mithin & == 2, n = 1 zu nehmen, da D21f = 1 f’. Den Verinderlichen
Ty, Tz Y1, Yo sollen die Zeiger oy, ao; B, P2 Zugeordnet sein. Dann ist nach (41)
21 f — 2 (@) ., . DE)B,,. D1
DfA’Z;((;,Z;})D gD w-DPLE,
wobei die nichtnegativen ganzen Zahlen «;, «s, f1, f2, A, B auf jede mogliche
Weise einmal so einzusetzen sind, daf dabei

2zAzZBzLiay+tap=A, f +f=B.

Fiir die Zeigersummen A, B gibt es hiernach drej Moglichkeiten: A = B = 1;
A=2 B=1; A=B=2. Zu A =1 gibt es zwei Moglichkeiten fiir die
Wahl der («): entweder ist (az, a2) = (1, 0) oder = (0, 1); zu A = 2 gibt es
drei: (g, ) = (2, 0) oder (1, 1) oder (0, 2). Mit den entsprechenden Moglich-
keiten fiir (8) erhalt man im ganzen 2-2 + 3-2 + 3- 3 = 19 verschiedene
Zusammenstellungen («, 8). Es wird also
D2 = D210 . DOO)(10) 4. DAO1F - [201) . DOV 10 gp. DAOLF
+D2 Q10 g . Do) (01 p- DOD1IF+ D20V o. DO O Q[,.D(M) 1F.
+D2(20) @ D20 0) y-DAO1F.P2GY @ - DOV A0 g D@0 1F4 D2 02) ¢ - DO2) 00 4. Do fp
+D2@0) @ DO 0D . DOV1IF+ D21 . DADOD ¢ DOV 1 F4 D202 ¢ - DO (oD P Dov1p
+D2(0) . DRO)20) . DEO1F D2 (1) g DAV 20) 4y - DRO1F+ D2(02) g . DO 0V gp. DEOLF
+ D220 @ . D20 (1 4. DAD I P4 D? (1D @- DOV QY 4. DAD1F+ D202) g D2y an ,/,.j)mnp
+D220) ¢ . D20 ©02) 4. DO 1F + P2 QD @ DG 02 p- D21 F . D202 @ Doz (02 w- DOD1F.
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An erster Stelle treten in diesen 19 Produkten 5 verschiedene Faktoren auf:

Dravg — +. Lo Drov g = L L0

d‘P d?’ d@ 2 /d¢»2
2 (zo) 1 2 (11) 1,7 P2, 2(02) g — {212
D <d)’ D2ivg = 2 D )"’“\dt)‘

Der mittlere Faktor hat in jedem Gh'ede einen anderen Wert:

D0 0 ¢ = g w: DOD GO ¢ = 2 w;, D10 0D g — W’f} DOV 0D g = %g’ﬂ
18y 02 1 8%y,
(20) (10) = L. (11) (10) 4 — 1. ©02) (10) g — Y1
b Y=3 oz’ b ¥ 0z, 0z’ D k4 2 a=xy’
1 3y o 19y,
(20) (01) gp = — 2. QD01 4 — % ¥2 . ©2) 0D g — — 2 P2
D V=% %m> D Y= 92 0a, D Y =7 5z’
20) 20) (0 1)*. 1)@ — 291 0¥, 09 @0 g — (271Y.
D Y= (69:1 ? I Y= dz, 8wy’ D Y= (6.7:.2/\"
5 7 0 0 v, 9y, a yy 8y, a 0 y;
200D 5 = 2¥1.9%. paDaD gy — QW0 L OV 0%, neaja g = L7, 9%
s v = z, 0%’ D ¥ 0z, dxy, ' 0%y, 03’ D ¥ dzy, O0xy
D(20) (02) p = (?_’I_’g)ﬂ, DA O ¢ — 3 7 P, d vy, D02) 02) p = [0 '}’2)2.
8z, ) I Sl PN PR \9z,
An dritter Stelle steht eine dieser funf Grofen:
paory — OF. povip — 2F.
2y, Y,
1 3*F o+ F 1 8F
CO1F — = : A1 F — : 021 F — — .
DEOLF = 5 Gypi DAVIF = ugs D T ouf
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