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.

Uber den Flicheninhalt dehmungsbeschriinkter Flichen.

Von
Georg Nobeling in Erlangen.

Einleitung.

Bei der Frage nach der Eindeutigkeit des Flicheninhalts verweist man
gern auf die bekannte Arbeit von A. Kormosororr1), in welcher u.a. be-
wiesen wird, dafl die vonr ihm axiomatisch eingefithrten Mafle — wir nennen
sie kurz Kormogororr-MaBe — fiir jede dehnungsbeschrinkte Fliche?) zu-
sammenfallen und gleich dem klassischen Integral fiir den Flicheninhalt sind.
Damit wire die Eindeutigkeitsfrage fiir die dehnungsbeschrinkten Flichen
erledigt, wenn die zahlreichen, von anderen Autoren angegebenen Flichen-
mafe Kormogororr-Male wiren. Dies ist aber keineswegs der Fall3): weder
das Janzen-MaBl, noch das Grosssche Minimalmall, noch das integralgeo-
metrische Favarp-Maf ist ein Koumogororr-Ma (das Havsporrr-Ma8 ist ein
Kormocororr-MaBl; bei anderen MaBen ist diese Frage noch ungeklirt).

Beziiglich der Eindeutigkeitsfrage besteht also noch eine Liicke. Wir
wollen sie ausfiillen, indem wir zeigen, da§ alle genannten MaBe, und dazu noch
einige andere, fiir jede dehnungsbeschriinkte Fliche zusammenfallen und gleich
dem klassischen Integral sind. Dies ist — sogleich fiir die k-dimensionalen
Flachen im R, durchgefihrt — der wesentliche Inhalt der vorliegenden
Arbeit4).

1) A. KOLMOGOROFF, Ein Beitrag zur MaBtheorie. Math. Annalen 107  (1933),
S. 351 —366. _

2) Eine &ehnungsbeschrﬁnk’wfléche ist ein dehnungsbeschranktes Bild #{M) = M
eines abgeschlossenen Quadrates 3 ; dabei heiflt eine Abbildung n dehnungsheschrankt,
wenn fiir je zwei Punkte p und g des Urbildes die Abstandsungleichung 7z (p), # (¢} < ¢- p¢
gilt (¢ eine Konstante). Die Dehnungsbeschrianktheit ist gleichbedeutend mit der
Rektifizierbarkeit im Sinne von H. LEBESGTUE, d. h. der Beschranktheit der totalen
Differenzenquotienten der die Abbildung n vermittelnden Funktionen. Jede stetig
differenzierbare Flache ist dehnungsbeschrinkt.

3) G. NOBELING, Uber die FkichenmaBle im Euklidischen Raum. Erscheint dem-
niichst in den Math. Annalen.

4} Wir haben der KOLMOGOROFF-Arbeit!) auch in methodischer Hinsicht vieles ent-
nommen. Beispielsweise haben unsere Sitze 1 und 2 ihre genauen Analoga bei KoiMo-
GOBOFF. Ebenso ist unser Hilfssatz einschlieBlich des Beweises fast derselbe wie der
entscheidende Hilfssatz bei KOLMOGOROFF, dessen Beweis leider durch Druckfehler
entstellt ist.
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Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Voraussetzung der Dehnungs-
beschrinktheit vielleicht abgeschwicht oder durch eine andere ersetzt werden
kann, dafl aber irgendeine derartige Voraussetzung fiir die Eindeutigkeit des
Flicheninhalts unentbehrlich ist. Denn fiir beliebige topologische, zweidimen-
sionale Flichen (topologische Bilder der Quadratfliche) im Kuklidischen R,
fallen die verschiedenen Flichenmafle im allgemeinen nicht zusammens3).

§1.
Die Sitze.
Es seien B, und B, ein %~ bzw. k-dimensionaler Cartesischer Raum
(% > k) mit rechtwinkligen Koordinaten 2, ..., #, bzw. 4, ..., ¥;.

Satz1. Es sei M = (M) c R, ein dehnungsbeschrinkies Bild einer
amalytischens) Menge M c R,%). Dann haben fiir M die k-dimensionalen
Mape?) von Jaxzey, Cararaiopory, Gross, Havsporrr, Favarp, KoLyo-
coROFF und GILLESPIE sgmtlich denselben Wert p(M).

Die dehnungsbeschrinkte Abbildung = des Satzes 1 werde durch die
Funktionen z; = @;(y1, - - -, ¥x) (¢ = 1, ..., %) oder in vektorieller Schreib-
weise durch x = xz(y) oder x = 7 (y) gegeben. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kénnen wir 7 sofort in einer offenen Obermenge von M, sogar im

5) Es sei B ein metrischer Raum. Dann heiBt eine Teilmenge M von R analytisch
oder SUSLINSCH in R, wenn M folgendermaBen darstellbar ist: Jedem System 2, ..., n;
endlich vieler natiirlicher Zahlen sei eine offene Menge M,  C R zugeordnet;
zu jeder Folge v = {n;} natiirlicher Zahlen werde der Durchsehmtt M, =M, -
M, . gebildet; dann ist M = X M, wobei iiber alle Folgen » naturhcher
Zahlen summ1erb wird. — Man kommt zu den,selben analytischen Mengen, wenn man
statt der oﬁenen Mengen abgeschlossene Mengen benutzt. AufBerdem kann man
M, DM g . annehmen (Monotonie des erzeugenden Systems). — Jede in R
BORELsche Menge ist analytisch in B. — Ist R ein vollstindiger, metrischer Raum
und 4 analytisch in R, so ist 4 auch a.nalytlsch in jedem-anderen, 4 enthaltenden
metrischen Ranm; man nennt daher 4 in diesem Fall absolut analytisch. Wir haben
es im folgenden nur mit absolut analytischen Mengen zu tun. — Jede analytische Menge
eines Euklidischen Raumes ist LEBESGUE-meBbar. — Zur Theorie der analytischen
Mengen vgl. z. B. F. HAUSDORFF, Mengenlehre, Leipzig 1927; H. HAHN, Reelle Funk-
tionen, Leipzig 1932; N. LusIN, Lecons sur les ensembles analytiques, Paris 1930.

8) Wir treffen fiir alles weitere die folgende Verabredung: Bei der betrachteten
Abbildung 7 werden Bildmenge und Urbildmenge stets mit demselben Buchstaben
bezeichnet; zur Unterscheidung trigt der Buchstabe der Urbildmenge das Zeichen ~.

?) Zur Definition dieser MaBe vgl. G. NOBELING, Uber die Linge der Euklidischen
Kontinuen. Jahresbericht der DMV 52 (1942), 8. 132 oder a. a. 0.3), sowie die daselbst
genannte Originalliteratur. Man tibertrigt die in den genannten beiden Arbeiten fiir
k = 1 oder k& = 2 angegebenen Definitionen ohne weiteres auf beliebiges k. Soweit die
beiden Arheiten die im folgenden von uns betrachteten MaBe nicht enthalten, fithren
wir dje Definitionen an den betreffenden Stellen der vorliegenden Arbeit an.
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ganzen Ry, als definiert annehmens). Dann sind auf einer mafgleichen Teil-

. ~ dx,
menge M’ von M die partiellen Ableitungen 5;% vorhanden und mefbar?).
Dasselbe gilt infolgedessen auch fir ’

D) = VZ (H)z ,

wobei_iiber alle Kombinationen i, . .. 4, von Indizes = summiert wird.
Auf M — I setzen wir D(y) = 0. Also ist das klassische Lebesgue-Integral

1) = [D@)dy ... dy, = + =
i

vorbhanden.

Satz 2. Es sei M = n(}) c R, ein wmkehrbar eindeutiges, dehmungs-
beschrimktes Bild einer analytischen Menge M c B, Dann ist w(M) = I(M).

Nun sei F der k-dimensionale Einheitswiirfel des Rj und F = n(F) ein
eindeutiges, stetiges Bild < R, von F. Dann heit F = x(F) eine stetige,
J-dimensionale Fliche (gleichgiltig, ob F als Punktmenge k-dimensional ist
oder nicht; maBgebend ist also die Dimension des Urbildes). Ist dabei die
Abbildung 7 dehnungsbeschrinkt, so nennen wir auch die stetige Fliche
F = n(¥F) dehnungsheschrinkt.

Satz 3. Es sei F — n(F) eine stetige, k-dimensionale, dehnungsbeschrimkte
Fliche im R,,. Dann haben fir F auch die k-dimensionalen Flichenmafe von

Lzsrsere, Peaxo und Rané den Wert I(F).

§2.

Zunichst fithren wir folgende Bezeichnungen ein. Allgemein bezeichnen
wir, wenn L ein linearer Teilraum des R, ist, mit 7y, die Orthogonalprojektion
in L und setzen mz(N) = Ny, fiir eine beliebige Menge oder einen Punkt N
des R,.

Hilfssatz. Durch die Gleichungen »; = #;(y1,.-- %) ¢ =1L... n)
sei eine dehnungsbcischrénkte Abbildung 7 des R, in den R, gegeben. Auf der
kompakten Menge P des Ry seien die Funktionen #; gleichmaBig total differen-

8) M. D. KirszBRAUN, Uber die zusammenziehenden und LipscHITZsche Trans-
formationen. Fund. Math. 22 (1934), 8.77 —108.

9) H. RADEMACHER, Uber partielle und totale Differenzierbarkeit ... Math.
Annalen 79 (1918), S.340--359; vgl. auch O.HAUPT u. G. AuMANN, Differential-
und Integralrechnung, Leipzig 1938, B4. 3, S.134.
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zierbar10) . Es sei 1o ein Punkt von P, 3, = 7(y,) sein Bild und 7' der durch

die % Vektoren {g—j} %} (G=1...k im Punkt %, — z(no) auf-
7 J

gespannte, hochstens k-dimensionale, lineare, tangentiale Teilravm des B,.
Weiter sei ¢ eine Teilmenge von P; die obere Grenze der Abstinde ihrer
Punkte von 9y heiBe d; es sei @ = w(()). SchlieBlich sei ein & > 0 gegeben.
Dann gilt 13):
(1) m@r) = I(@Q) + 6 -m(@) mit |§] <e fiir hinreichend kleines d.
Beweis. Wir beweisen gleichzeitig mit (1) noch eine zweite Behauptung.
Es sei E eine k-dimensionale Ebene des E, und ¢(#) im Falledim 7 = % der
Faktor, mit dem sich die (k-dimensionalen) Inhalte der Teilmengen von I' bei
Projektion in E multiplizieren; im Falle dim 7' << ksei ¢(H) = ‘—/1_7 mit J = (Z’)
Die zweite Behauptung lautet dann:
@) m(Qz) = c(E)-I1@) + 6 - m(@) mit |8] < ¢ fiir hinreichend kleines d.
Um (1) und (2) zu beweisen, bezeichnen wir mit o die affine Abbildung

(3) 3=+ — 90 02,

0x(9,)
an

" n-spaltige Funktionalmatrix (gl) > an der Stelle yo bedeutet und das Matrizen-
9%(1) !
oy

wobei ein Vektor als einzeilige Matrix aufzufassen ist, die k-zeilige und

Zeile mal Spalte zu nehmen ist. Fiir ein beliebiges

produkt () — o) -

10) Dag heiBlt folgendes: Erstens existieren in jedem Punkt y = (¥, ... %)

o x; aqr . . . . 8 X
R -zeilige und n-spaltige Matrix wir mit ——

bezeichnen. Zweitens existiert zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 derart, daB fir je zwei Punkte
=Y o Y) € B D= (Y, .-, %) € P mit dem Abstand |y’ —y| < 4 und
ihre Bildpunkte x" = (%, ..., @}), £ = (%, ..., z,) gilb:

k k
v =2+ 3 - y,)ay‘ +a,|) X w—uy

ji=1 1=1
mit V d, < & oder vektonell
(*) ¥=zx+( —1)- +b 9’ —pl mit [p] <& far |9’ —9| <3, yeEP
[vgl. die Erlauterungen im Text zu (3)]. — Wihlt man yj' =9 + & fiir ein festes j

und g = Y; fiir die ubrigen §, so ergibt sich %— (2, — =) = 8 +d mit Zdl <&
fiir [h] < 6 und beliebiges y € P; also ist %ﬁ stetig auf P.

1) m bedeutet das auBere LEBESGUEscheJMaﬁ im RB; bzw. einer k-dimensionalen
Ebene des R,.



Uber den Flacheninhalt. 751

&; > 0 existiert dann ein d(e;) > 0 derart, daB fiir je zwei Punkte y’ und p”
aus P mit Abstinden =< d(s;) von y, die Ungleichung
4) [ — 22| = [3z —3z| + (]9 —p”| mit [] <&
gilt 12).
Wir unterscheiden weiter zwei Fille.
Erster Fall: dim Tz = k. Dann ist auch dim T = £, also D(ye) == 0.
AunBerdem ist ¢(#) > 0. Ist speziell E = T, soist ¢(T) = 1 und (2) ist iden-
tisch mit (1). Wir brauchen also nur (2) zu beweisen.
Aus (4) folgt, da wegen D() = 0 und dim Tz = % die affine Abbildung
wg = g o nicht ausgeartet ist und daher der Quotient |y — v”| /3% — 3]
eine endliche obere Schranke ¢ besitzt, die Ungleichurg
(5) (1 —ter) - |35 — 35| = [¥5— | = (A +ter) 32 — 3E |-
Da der Lesrscussche Inhalt m bei dehnungsloser Abbildung nicht grofer
wird), also bei dehnungsbeschrinkter Abbildung sich hochstens mit der
k-ten Potenz der Dehnungsschranke multipliziert, folgt aus (5), wenn

d < d(ep) ist:

, (1 — tet - mlax@) = m@x) = (1 + ter) - m(an @),

also

6) m@Qg) = m(en@)) + ¢ -m(ap@)) wit o] < (1 +te)f — 1 = &,.

Nun ist 4z(@) = 7z (@) und daber m(ux(@)) = o(E) - m(x(@)). Da o
die affine Abbildung (3) ist, gilt weiter m (o« (Q)) = m(Q} D(yo). Wegen der
Stetigkeit von D(y) auf P10) ist m(@) - D(mo) = I(@) + = - m(Q) mit || < e
fiir hinreichend kleines d. Hieraus und aus (6) folgt, wenn man &; und damit g
hinreichend klein wahlt, sofort die Behauptung (2).

Zweiter Fall: dim Tz <k Dann sind zwei Unterfalle moglich:
dim 7 < k und dim T = k. Der erste Unterfall ist gleichbedeutend mit
D(ny) = 0, woraus wegen der Stetigkeit von D(y) auf P die Gleichung

1@) = 6, - m(Q) mit [6:] < —Z— fiir jedes hinreichend Kleine d folgt; hieraus
ergibt sich (1) wegen m(@r) = 0, wihrend fiir (2) noch m(@g) = 03- m(0Q)
mit | dp] < ~§~ zu beweisen ist. Der zweite Unterfall ist, weil dann E = T ist,
835(1)")

12) Aus (¥) folgt ¥ — ¥’ = (y) —p”)- + by — 7] mit |df < ey

a : , P o
aus (3) folgt 3" —3’ =(9’—0”)'~%%Q- Also ist ¥’ — 7 = (37 —3")+ 2 {p' — 9",
P n . (2EDT)  02(1e) o 2z .
+ @O —9") ( 70 —ésm) Wegen der Stetigkeit von 7 folgt hieraus
¥ =3 -3+ 1)”§ mit |e} < & fiir hinreichend nahe bei y, ge-
legene Punkie p’ und 3 aus P. Und dies ergibt durch Projektion in E schlieflich
1p — %5 = (g — 3p) + ep-[p) — 7| mit jey| <, woraus (4) folgt.
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fiir (1) bedeutungslos, wahrend (2) wegen ¢(E) = 0 in m(Qz) = 6 - m(Q)

itbergeht. Wir haben also, wenn wir ¢ statt —;— schreiben, unter der Voraus-
setzung dim Tp < [ insgesamt nur zu zeigen:
(N mQz) = 6 -m(@) mit |§] < e fiir hinreichend Kleines d.

Tz ist eine 4-dimensionale Teilebene E; von E, wobei ¢ = dim 7'y, also

1 < k ist. Zum Beweis von (7) wihlen wir im B, ein im allgemeinen schief-
winkliges Koordinatensystem &, . . ., #, so, da8 erstens E; die Gleichungen
By g =+ =12,=0 und B die Gleichungen ., = - - = 7, = 0 hat,
zweitens fiirj = ¢ + 1, . .., n die z;-Achse zu E, senkrecht ist und drittens die
affine Abbildung az = 7z« in der Form

Zp = XY (j=1..,% 4 =+0)

z; =0 (G=3i+1...,0)
geschrieben werden kann. Fiir beliebiges ¢ > 0 sei nun 3, = $,(y) die nicht
ausgeartete, affine Abbildung

ii;j: iY; ("]:1,.,2)

Zi = 0Y; (jzi—f—l,...,k)

z; = 0" G=k+1,...,n).
Der Quotient |y’ — 1)”{ /| 3¢—3¢| hat eine endhche obere Schranke ¢,. Mithin
gilt nach (4) fiir je zwei Punkte 1y’ und 1”’ aus P mit Abstéinden < d(al) vony,:

|32 — 2z = 3&-&:!*81 il)"l)"[<Bn“‘3@I+81 [y —v"|
, =Be— 30| tloer-[30— 3¢l = (1 +12e1) - [30 — 3.
Also gilt:
8) m(@r) = (1 +t,61)F- m(ﬁg(Q)) fir d < d(ey).

Ist nun gy > 0 hinreichend Klein, so gilt m (8, (N V) = m(H) fiir jede Menge N
des R;. Weiter gilt m (8, )y = m(ﬁ@o(N )) fiir jedes o << go. Wir setzen

, = t. Aus (8) folgt dann m(@z) = m(Bo(0)) -+ ¢+m(Q) mit o] < (1 + ter)f —
— 1 = g fiir ¢ << g, und d < d(g;). Wegen Ilm m(ﬂg(Q)) = 0 folgt hieraus

weiter m(Qz) = ¢ - m(Q) mit |t] <& fir d < d(sl) Dies ergibt (7), wenn
man ¢; und damit g, hinreichend klein wihlt.

§ 3.

Beweis des Satzes 2.
3.1. Da das Integral I(M) unversndert bleibt, wenn man den Raum R,
einer Ahnlichkeitstransformation unterwirft, diitfen wir ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit die [auf ganz R, fortgesetztes)] Abbildung = als dehnungslos
annehmen. AuBerdem kénnen wir M und M als beschrinkt annehmen.
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Es sei ein ¢ mit 0 << e <1 gegeben. Nach bekannten Sdtzen enthal’c
dann M eine (in sich) kompakte Menge P mit
9) m(M — P) <,
auf welcher die Funktionen z; gleichmiBig total differenzierbar sind®). Dann
sind die partiellen Ableitungen %% und damit D(y) auf b stetig 10).

Wegen der Dehnungslosigkeit der Abbildung 7 sind die partiellen Ab-

(10) ! © D) <s.
Hieraus und aus (9) folgt
(11) IM—P)<e-s.

Aus der gleichmaBigen Stetigkeit von D(y) auf P folgt die Existenz eines
¢ > 0 mit folgender Eigenschaft: fiir jede Lebesgue-mefibare Teilmenge Q
von P mit einem Durchmesser < e ist
(12) D) -m@) =I@) +n - m@ mit [y] <e

Die vorstehenden Festsetzungen und Beziehungen gelten fir die simt-
lichen folgenden Nummern 3. 2 bis 3. 7.

Wir beweisen nun die Behauptung des Satzes 2 nacheinander fiir die
einzelnen MaBbegriffe.

3.2. Die k-dimensionalen Kormogororr-MafBle pp im B,7)
geniigen dem Satz 2, wie von A. Kormocororr selbst bewiesen wurde?).
Also gilt :

(13) p (M) = I (I).

3.3. Das k-dimensionale Havsporrr-Mal ug im R,7) ist ein
Kormocororr-MaB. Denn es sind die folgenden vier Axiome erfiillt, durch
welche die Koramocororr-MaBe definiert sind; dabei seien 4 bzw. 4; simtlich
analytische Mengen. «) Aus 4 c X' 4, folgt ug(4) = Xun(d,). Dies folgt
unmittelbar aus der Definition von uz. — f) Aus 4,4 und 4;4, =0
fiirj = % folgt X uu(4;) < pu(d). Esgibt wegen 4; 4, = 0 zwei Borersche
Mengen B; D A4; und B, > A4, mit B; By = 013). Die Menge B, ist mef8bar
bzgl. gz, da ug ein duBeres Ma im Sinne von C. CaraTHEODORY ist 14). Also
ist pp(dy + Ag) = pr((4y + 42) - By) + pu((4s +4s) — B1) = pn(dy) +
+ ug(ds). Analog zeigt man durch vollstindige Induktion, daB fiir jedes
natiitliche 4 die Gleichung pg(4dy + - -+ + 4,) = pr(dy) + - - - + pa(ds)
gilt, Wegen 4, + - + 4, c A ist pg(dy + - + 4;) < pa(d). Alsofolgt
pr(dy) + - - - + par(dy) < pg(4). Dies gilt fiir jedes ¢. Hieraus folgt f).

13) Vgl. z. B. H. HAHX, a.a. 0.%), 8.369
14) C. CARATHHODORY, Vorlesungen &ber reelle Funktionen, Berlin 1918. S.238.
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— ) Ist 4 ein dehnungsloses Bild von 4’, so ist uxr(4) < pr(4’). Denn fiir
jede Teilmenge € von 4’ ist der Radius der Pferchkugel (d. b. der kleinsten ¢
" enthaltenden n-dimensionalen, abgeschlossenen Kugel) nicht gréBer als der
Radius der Pferchkugel der Bildmenge C von €’8). — §) Fiir den k-dimen-
sionalen Einhettswiirfel W ist ug(W) = 1. Denn fur jede Menge M des E,
ist g (M) = m(M).

Hiernach folgt aus (13) als Spezialfall:

(14) pzr(M) = 1(B).
3.4. Das k-dimensionale Caratutonory-MaB ue und das k-di-
mensionale GroB-MaB ug im R,7). Zunichst ist

(15) po(l) = pp(l) fir jede Menge L des R,,

gia bei der Definition von ugz weniger Mengen (ndmlich nur Kugeln) fiir die
Uberdeckung von L zugelassen sind als bei der Definition von u.. Weiter gilt

(16) pell) = pe(L),
wie aus der Definition von ue auf Grund der Tatsache folgt, daB fiir jede
Teilmenge L’ von L und die Projektion Ly von L’ in eine k-dimensionale
Ebene E die Ungleichung m(Ly) = pe(lz) =< ue(l’) gilt.

Aus (14) bis (16) folgt

) #oM) < po(M) < I(3).
Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung bemerken wir zunichst:
(18) teM — P) < e.

Denn ist L eine beliebige Teilmenge von M — P, I das #-Urbild von L in
M — Pund Ly die Projektion von L in eine k-dimensionale Ebene E, soist Lg
ein dehnungsloses Bild von I und daher m(Lg) < m(L)1); hieraus folgt (18)
auf Grund von (9).

Nach unserem Hilfssatz und dem Uberdeokungssatz von VITALI existieren
endlich oder abzihlbar unendlich viele Kugeln Kl,Kz, ... im R, deren
Mittelpunkte 13, 9e, ... in P liegen, so daB, wenn wir K, P = Q,, n(Q,) = Q;
setzen und mit T, dle Tangentialebene im Punkte x; = 7(y,) bezeichnen,
folgendes gilt:

a9y - Q:-Q;i=0  fiir i + g;
(20) P=30;+N mitm®)=0;
21 m((Qi)Ti‘) = I(éz) -+ &; m(@i)? wil =

Hieraus folgt durch Addition
Em(Q)n) = I(P) + 6 -m(P), |5 =Ze.
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Da (Q,)r; die Projektion von @, in T, ist, gilt m((Q:)r,) = pe(@s)- Da Q,cP
und Q, - Q; = 0 gilt [letzteres wegen (19) und der Eineindeutigkeit der Ab-
bildung 7. so ist X pa(@:) = pa(P). Also ist

1(P) + 5 -m(P) = pa(P)
Weil ¢ beliebig klein wihlbar ist, folgt wegen @y I (M) < ug(M). Hieraus
und (17) folgt.
(22) peM) = po(M) = I(M).

3.5. Das (» — 1)-dimensionale Grrreseie-MaB ug im R,. Die
Definition dieses MaBes lautet genau so wie die des (% — 1)-dimensionalen
Cararanopory-MaBes po7), nur verwendet man an Stelle der (n — 1)-dimen-
sionalen Durchmesser d@—D(U;) der iiberdeckenden konvexen Mengen U,
deren halbe (n — 1)-dimensionale Oberflichen 10U,).

Da stets dn—2(U,) < 1 0(U,) ist, gilt wegen (22):

(23) pei (M) = I(3).

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung sei 7o ein beliebiger Punkt
von P und x, sein Bild in P. Wegen der gleichméBigen totalen Differenzier-
barkeit der Abbildung ¥ = m(y) auf P gilt, wenn wir wieder mit « die affine

Abbildung 3 = % + (¥ — Do) ?—xa—(g-‘ﬁ bezeichnen, fiir die Abstéinde | x — 3|

der Bilder ¥ =z (y) und 3 = «(y) der Punkte n aus P die Beziechung |x—3|
— o(|p — Do) 1%). Hieraus folgt: Ist K c R,_, eine hinreichend kleine Kugel
mit dem Mittelpunkt 1o, a die obere Grenze der Abstinde |x — 3| fiir alle
Punkte y aus§ = K Pund U die abgeschlossene, konvexe Menge aller Punkte
des B, mit Abstinden = o von dem Ellipsoid a(K), so hat U einen Durch-
messer < ¢, enthalt das Bild @ = n(@) von § und es besteht die Beziehung
10(U) = m(x(E)) + o(m(E).

Also existieren nach dem Uberdeckungssatz von Viran: endlich oder
abzihlbar unendlich viele, paarweise fremde Kugeln K, Ky, ...im R,
mit den Mittelpunkten 9y, 9g, - - - in P, so daB, wenn wir K,P = g, und
2(@,) = Q; setzen und zu jedem @, wie vorhin eine konvexe Menge U,00,
mit einem Durchmesser < & konstruieren, folgendes gilt:

(24) 0,0; =0 fir i + j;

(25) P=3Q+8 m®) =0

(26) ImE) =m(P)+ &

@7) 10 (U) = m(e(E)) + 8, m(E), 8] <&
(28) m(@:) D) = 1@) + 8, -m@). 8] <e

[Zu (28) beachte man, da8 D(y) in P gleichmaBig stetig ist.]

13} Z. B. nach Anm.?), Gleichung (*), worin man ¥’ durch ¥, % durch x, ersetze.



756 G. Nobeling.
Nach (26) und (27), sowie wegen P ist
@) T30 = Zm(aE) + 6 (m@) + &) [o] <o
Weiter ist
m(«(E)) = m(K,) - D)),
also
. ZmuE) = ZmE)- D)
= X m(@;) - D(v;) + ¢ - s wegen (10), (25) und (26)
= I(P)+ 5 -m(P) +¢&-s, [n] <e wegen (24), (25) und (28)
= I(M)+7- m(M) + 2 ¢s, [n] <& wegen (11) und Pci.
Also ist wegen (29)
(30) Z10(U,) =I(M)+ (6 +7)-m(@) + (6 +25) & [8] <e&ln] <e
_Die Menge M — 3 Q, ist nach (9) und (25) eine Menge des R,_; mit
m(M — X 0,) <& Also kounen wir sie iiberdecken durch abzihlbar viele

Kugeln I, L, . . .mit Durchmessern < ;— und einem Gesamtinhalt << &. Fiir

jedes ¢ist dann wegen der Dehnungslosigkeit von  die Menge ﬂ((ﬂ —20,) 171)
enthalten in einer Kugel ¥;, deren Durchmesser hochstens doppelt so grof ist
wie der Durchmesser von EJ Die Kugeln ¥, Vs, . .. iiberdecken die Menge
M — ¥ Q,, haben Durchmesser << ¢ und es gilt

(31) 230(T)<e-s

wobei ¢ eine von ¢ unabhiingige Konstante ist.

Insgesamt iiberdecken die konvexen Mengen Uy, Us, .. . und V1, Vs, . ..
mit Durchmessern < s die ganze Menge M. Da ¢ eine beheblg kleine positive
Zahl ist, folgt aus (30) und (31) die Ungleichung ug;(M) = I (M. Zusammen
mit (23) ergibt dies die Gleichung
(32) ugi(M) = I(H).

3.6. Das k-dimensionale Favarn-Ma8 up im E,. Wir geben zu-

nichst seine
Definition. Die Dichte der durch die Gleichungen

%

(33) &y = 2 GixZe 4+ Qi n+1 (A =1,..., ]G)

z=k+1
gegebenen (n — k)-dimensionalen Ebenen E,, _; des R, gegeniiber Euklidischen
Bewegungen ist
(34) By = |GGl
wobel

2+l i n . k
3 I n dql”lgldqlf““’

i=1 x=k+1

10...0 — qLk+1 -+ —q1,n
G.=|: : : :

00 ...1 — Qi k+1 o+ — Qbn
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und &, die transponierte Matrix ist16). Es sei N eine belicbige Menge des R,
und 9t die Menge aller zu N nicht fremden, (# — k)-dimensionalen
Ebenen E,_ ;7). Mit z = 2 (#,_;) < o sei die Anzahl der Punkte des
Durchschnitts N - E,_; bezeichnet. Dann ist das k-dimensionale Favard-Maf

(35) pe@) = 3| 2Eo) B,
n

vorausgesetzt, daB dieses Lmsmsecur-Integral bxistiert, d. h. einen be-
stimmten endlichen oder unendlichen Wert hat. Die Konstante ¢ ist dabei
so bestimmt, daf fiir den %-dimensionalen Einheitswiirfel W des B, gilt:

(36) ur(W) = 1.

Wir behaupten nun: Fir jede analytische Menge A des R, ewistiert das
Map pp(d). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir natiirlich 4
sofort als beschrinkt annehmen. Es sei ¢ eine natiirliche Zahl. Dann geniigt
es zu zeigen, da die Menge aller E,, _;, die mit 4 mindestens ¢ Punkte gemein
haben, analytisch und daher Lebesgue-meBbar ist in dem durch die ¢; , para-
metrisierten Raum aller E,_,. Mit RB,(¢) bezeichnen wir die Menge aller
ungeordneten 3-Tupel s = (py, . .., p;) von Punkten des R,, die aber nicht
paarweise verschieden zu sein brauchen. Als Abstand von s = (py,..., ;)
und ¢ = (p1, ..., p;) definieren wir §§ = Min (@7}, + -+ D, P},), wobei
j1» - - -»J; alle Permutationen von 1, ..., ¢ durchlauft8). Auf diese Weise
wird B, () zu einem vollstindigen metrischen Raum. R, (s)ist ein eindeutiges,
stetiges Bild der ¢-ten topologischen Potenz B, X -+ X R, (Menge aller geord-
neten ¢-Tupel {p;,..., p;} von Punkten aus R,), indem nimlich jedem
geordneten ¢-Tupel {p;, ..., p;) der Potenz das ungeordnete ¢Tupel
(p1s - -.» P;) zugeordnet wird. Die ¢-te Potenz 4 X --- X 4 ist analytisch in
R,X---XR,, da 4 im R, analytisch ist19). Also ist auch das Bild von
AX--xA4, d.h. die Menge A4 (%) aller ungeordneten i-Tupel von Punkten
aus 4 analytisch in R,(£)29). — Ist nun 7 eine nicht negative ganze Zahl
<n —k, so sei B,() die Menge aller s = (p;, ..., p;) mit paarweise ver-

16y A. MULLER, Dichten linearer Mannigfaltigkeiten im euklidischen und nicht-
euklidischen R,. Math. Zeitschr. 42 (1937), 8.118; W. BLASCHKE, Ermittlung der
Dichten fiir lineare Unterrdume im E,. Act. sci. et industr. 2562, Paris 1935.

1) Wir verabreden: Fiir jede Punktmenge 4, B, C, ... des R, bezeichnen wir mit
dem entsprechenden Frakturbuchstabsn %, B,C, ... die Menge aller zu 4, B, C, ...
nicht fremden (n — k)-dimensionalen Ebenen des R, (und nennensiediezu 4, B, C, ...
gehorige Menge von Ebenen Ej-r). Nut beim Buchstaben E bzw. € weichen wir von
dieser Verabredung ab.

%) pq ist der Abstand der Punkte p und g.

19) Vgl. z. B. H. HAHN, a.a. 0.%), 8.3b1.

) Vgl z. B. H, HAHX, a.a. 0.%), S.349,

Mathematische Zeitsehrift. 48. - 49
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schiedenen py, ..., p;, die in einer r-dimensionalen Ebene E, (p;, ..., D),
aber keiner niedriger dimensionalen Ebene des R, lieger. Dann ist N, (z) eine
Borrnsche Menge in R,(z), also analytisch in R,(s). Mithin ist auch der
Durchschnitt 4 (¢) - B,(¢) analytisch in B,(¢). Ordnen wir nun jedem ¢-Tupel
(P15 - - .» p;) aus A() - B,(s) die Ebene E,(p,, ..., p;) zu, so ist diese Ab-
bildung eindeutig und stetig. Also ist die Menge €, aller dieser Ebenen
E,(py, ..., p;) analytisch im Raum aller r-dimensionalen Ebenen. Es sei nun
&, _, die Menge aller (n —%)-dimensionalen Ebenen des R,, welche Ebenen
E.(p1, ..., p;) enthalten. Dann ist auch diese Menge €, t,» analytisch im
Raum aller (» — k)-dimensionalen Ebenen des R, (man erzeuge €, durch ein
monotones System kompakter Mengen My, ... n;, Was Wegen der Beschrianktheit

von A maglich ist5), und bezeichne mit N, dle Menge aller B, _;, welche
r-dimensionale Ebenen aus M, .. n; enthalten diese kompakten Mengen
Ny, .u; erzeugen dann &,_;,). Alsc ist auch die Menge €, 10 + - +

+ En_k »—i analytisch im Raum aller (#— k)-dimensionalen Ebenen F,_;.
Diese Menge besteht aber aus allen E, ;. welche mindestens ¢ Punkte von 4
enthalten. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir geben nun eine weitere Darstellung des MaBes yp. Ist € eine Menge
von Ebenen E,_j, die Lesescue-meBbar ist im Raume aller E,_ ., so
fithren wir als Ma von € ein die Zahl

(37) #© = 3| B
[

Gegeben sei jetzt eine analytische Punktmenge 4 des E,,. Fir eine positive
Zahl ¢ stellen wir 4 dar als Summe endlich oder abzihlbar vieler, paarweise
fremder, nichtleerer analytischer Teilmengen A4; (¢ = 1, 2,...) mit Durch-
messern < &. Wir behaupten dann die Gleichung

(38) ur(d) = SHEMZ #(A3),

wobei %; die Menge aller zu 4; nicht fremden E,,_; bedeutet. Zum Beweis
bezeichnen wir fiir jede natiirliche Zahl § mit 29 (K, _;) die grofte natiirliche
Zahlz < oo mit folgender Eigenschaft: in &, _; sind z Punkte von 4 enthalten,
die zu je zwei einen Abstand = j~! haben (aufler diesen z Punkten diirfen
noch weitere Punkte von 4 in E,_j liegen). Die Funktionenfolge 2¥(£,_z),
#2(B,_3), . . . konvergiert monoton wachsend gegen z(E,_;) (Anzahl aller
Punkte von 4 -E, ;). Also gibt es fiir jede Zahl ¢ << up(4) ein natiir-
liches j derart, daf§

(39) 0 < 5[0 B < urla).
’ %
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Ist nun ¢ eine beliebige positive Zahl < (27)~1, so kommt jede Ebene E,_j
in mindestens 2 (B,_). jedoch’ in hichstens z(H,_;) der Mengen %; vor.
Also ist

L Pﬁ By By oy < Zul) < j (FEnr) Bu_y-
& %
also nach (39)
a < X p) < prd).
Hieraus folgt (38).

Auch das MaB u kénnen wir, wenigstens fiir die zu Punktmengen 4 ¢ B,
gehirigen Mengen % von Ebenen E, _;7), noch anders schreiben. Ist B,_ die
(n — k)-dimensionale Ebene (33) des R,, so sei E} die zu E,_; senkrechte
k-dimensionale Ebene durch den Koordinatensprung O. Diese Ebene B
hiingt nur von den Parametern ¢, (A=1,....k % =k+1...,n) ab.
Ordnen wir dem Schnittpunkt von E, _; und E? die k-Zahlen QLnsls - os
Gk, n+1 ZU, so stellen diese Zahlen in E affine Koordinaten dar. Also konnen
wir die kinqmatische Punktdichte p in Eg in der Form

k
Pp=F(g, 515 an)lgdfﬁ,n+l

schreiben. Setzen wir

_n+l .
2 dq}.z == Lip s
i

Flgee1s - - > qun)) ™t - |G Gl I

A=1 %

b

80 1st
(40) B, ., =pE:.

Mit E,_, und p ist auch Ej invariant bei Bewegungen, die den Ursprung
festlassen; also ist Ky die Dichte der k-dimensionalen Ebenen E durch den
Ursprung.

Nun sei 4 eine Punktmenge des R, und % die zugehdrige Menge von
Ebenen B, ;. Nach (40) kénnen wir, wenn Ay die Projektion von 4 in

die Ebene E?c und m das k-dimensionale Leseseursche Maf in E? bedeutet,
folgendermafen schreiben:

ﬁfﬂ?-k = f(}i’)-’?g = [mdzp) B

wobei die auf EY beziiglichen Integrale iiber alle k-dimensionalen Ebenen B
durch den Ursprung zu nehmen sind. Also ist nach (37):

@) a0 = 3 | midyy) B2,

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Beweis des Satzes 2 fir das
Favarp-MaB up zu. Es liege wieder die Sachlage der Nr. 3.1 und des Hilfs-
49%
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satzes vor; dabei sei § der Durchschnitt K P von P mit einer abgeschlossenen -
Kugel K mit dem Radius d und dem Mittelpunkt y,. Wir behaupten:

42) p(Q) =1©@) +6-m(@) mit |8] < e fiir hinreichend kleines d.
Zum Beweis verwenden wir die Gleichung (41), worin wir aber zur Verein-
fachung kurz E statt By schreiben. Dann lautet diese Gleichung fiir 4 = @:

(43) #@ =+ [ m@a) £,

wobei iiber die Menge aller k-dimensionalen Ebenen % durch den Ursprung
integriert wird. Hieraus folgt (42) im Falle dim T < k, weil dann
J(Q) = 6,-m (@) und m(Qg) = & -m (Q) ist mit ] + |6y << e fir hin-
reichend kleinesd (vgl. 8.751, 2. Fall). Nun sei dim 7' = k. Die Gleichung(2)
von S. 750 lautet ausfiihrlicher:

(“4)  m(Qz) = c(E)-I@) + o(d; E) - m(Q) mit Tim 5(d; B) = 0.

Hierdurch ist 8(d; E) eindeutig definiert, wenn m(Q) = 0 ist; ist m(Q) = o,
so ist auch I @) = 0 und m(Qz) = 0, letateres weil Qz ein dehnungsloses
Bild von @ ist; in diesem Fall setzen wir §(d; E) = 0.

Wir behaupten iiber §(d; E) zweierlei. o) §(d; E) ist als Funktion von B
summierbar. Hierzu geniigt es, zu zeigen, daf die Funktionen ¢(E) und m (Qz)
summierbar sind. Fiir ¢(%) folgt dies aus der Stetigkeit und Beschrinktheit.
Da Qg ein dehnungsbeschrinktes Bild von @ ist, also m(Qz) = m(@) < o
ist, brauchen wir nur die MeBSbarkeit von m (@) zu zeigen. Mit P und K ist auch
0 = KP und damit Q@ = "z@) kompakt. Also existiert fiir jedes natiirliche j
eine Q enthaltende Summe K7 endlich vieler, zu @ nicht fremder Kugeln des R,
mit Durchmessern <C j~1 derart, dafl K1 D K25 - - - gilt. Dannist Kt - K2. ..
=Q, Kgo Ko und Ki-Ki- - = Qg, somit m(Kz) = (Kg) = - -
und lim m(K%) = m(Qg). Nun ist m(K%) stetig. Also ist m(Qg) meBbar.
— B) Es ist [(d; E){ =1+s. Denn da @z ein dehnungsloses Bild von 0
ist, also m(Qg) < m(Q) gilt, da weiter c(E) =< 1ist und I (Q) < m(Q)-s ist
wegen (10), so folgt |m(Q@g) — c(E)-1 (Q)] < m(@) + m@)-s, woraus

sich B) ergibt.

Aus «) und B) folgt, daB wir in (44) unter dem Limeszeichen integrieren

konnen??), d. h. daf, wenn wir J. ¢(E) E = ¢ und J.(S(d;E) E = 8(d) setzen,
[m@nE =c1Q) +0@) m@ mit lim 5(d) =0,

also

(45) _} j m{Qz)E = I(@) + 6 -m(@) mit |8] <e fiir hinreichend kleines d

) A.a.0.74), S.444.
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gilt. Nun ist, wenn W ein Einheitswiirfel < T' 1st, c(B) =m(Wg) nach
Definition von ¢(E) auf S.750. Nach (41), worin wir E} = E setzen, ist
also e = cu(), nach (37) mithin e:i&En_k, Da jede Ebene E,_;,

auBer derjenigen einer Menge mit dem Mafle u = 0, mit W genau einen

Punkt gemein hat, ist %jEn_k = up(W) = 1. Also ist e = ¢. Mithin
%
ist (45) wegen (43) mit (42) dquivalent und damit (42) bewiesen.

Nach (42) und dem Uberdeckungssatz von Viraur existieren m R,
endlich oder abzihlbar viele abgeschlossene Kugeln K,, K, ...., deren Durch-
messer beliebig klein und deren Mittelpunkte 1y, g, ... In P enthalten sind,
derart, daf gilt:

(46) 0,0, =0 fir i + 5;

(47) P=30,+¥N, m®) =o;

(48) p(Ry) = I1@) + 0:-m@), |5 <e
Aus (46) bis (48) folgt

(49) 2 () = I(P) + 0 -m(P), [o] <e.

Da die Abbildung 7 eineindeutig ist, sind die Mengen @; = = @) undN == )
paarweise fremd. AuBerdem ist P = 2@, + N. SchlieStich ist p(3t) = 0,

wie aus (41) auf Grund der Tatsache fo?lgt, daf wegen der Dehnungslosigkeit
von 7 die Projektionen N 50 dehnungslose Bilder von N mit m(N) = 0 sind

und fiir sie daher m(N E,‘}) = 0 gilt. Also ist wegen (38)
pr(P) = X p(Q) + 0 -m(P), [&] <e
falls die Durchmesser der Kugeln K und damit die der Mengen @), = (K, P)

hinreichend klein sind, was wir, wie vorhin bereits bemerkt, annehmen kﬁnqen.
Nach (49) ist also
(50) pr(P) = I(P) + L -m(P), || <2e
Analog wie vorhin x (%) = 0 aus m(N) = 0 folgt mit Hilfe von (38) und (41)
aus (9) die Ungleichung up(M — P) < m(M — P)- % X B < ¢-a, wobei
wir das iiber alle By durch den Ursprung genommene Integral %- X E=a
gesetzt haben. Hieraus, (50) und (11), folgt

pr(M) = I3 +7 - (mI) +a +3), [n] <2e.
Da & beliebig positiv ist, folgt schlieBlich
@D wr (M) = 1(3).
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3.7. Das k-dimensionale Janzenx-MaB yu; im R,. Definition.
Fiir jedes d, einer Nullfolge {d,} positiver Zahlen liege eine Darstellung des
R, als Summe abzihlbar vieler Quader Wi, W2, ... mit Durchmessern
< d, vor; dabei sei iiber die Zugehorigkeit der Ecken, der offenen Kanten
und der offenen Seitenflichen der Dimensionen 2, . . ., # — 1 zu den Quadern
so verfiigt, daf die Quader paarweise fremd sind. Weiter seien fiir ein fest

gewihltes, rechtwinkliges Koordinatensystem K1, ..., E die | = (2) Ko-

ordinatenebenen der Dimension k. Wir setzen W - M = M. und bezeichnen
die Projektion von M, in die Ebene E' mit M} g SchlieBlich setzen wir

=<3 1 .
2V 2 (mM, Q) = T.(M). Dannist p;(M) = lim T,. (Die Existenz
i=1T1 i==1 ! % —> o

dieses Limes wird sich fiir unser dehnungsloses Bild M = = (#) ganz von
selbst mit ergeben.)

Fiir jedes # = 1,2, ... und jedes 2 = 1, ..., I definieren wir eine Funk-
tion 0% (y) fiir alle Punkte 1y _von P folgendermaﬁen Wir setzen zunichst
We-P =@, und =~ 1(Q,¢) = Q.. Dann liegt jeder Punkt y von P in genau
einer der Mengen Q‘, Q,e, .... Gilt nun fiir die den Punkt 1y enthaltende
Menge 0! die Gleichung m(Q%) = 0, so setzen wir 6P (y) = 0. Ist aber
m(Qx) == 0, so definieren wir 6( ) (y) durch die Gleichung
(52) m(@ ) = o(®) - 1@) + 62 (9) - m(Qa),
wobei ¢(B*) wie auf 8. 750 mit Hilfe der Tangentialmannigfaltigkeit ' an M
im Punkte ¥ = 7z (y) definiert (also eine Funktion von p) ist. Dann gilt
- (63) lim 8’ (v) = 0,

# —> o .
was im ersten Fall trivial ist und im zweiten Fall aus der Gleichung (2) (mit
%o = x) wegen lim d, = 0 folgt.

# === 0
Wir wollen nun weiter zeigen, daB auf einer gewissen Teilmenge P’ von P

die Konvergenz (53) glewhmaﬁlg ist. Hierzu bendtigen wir die Lebesgue-MeS-
barkeit von 8% (y) auf P, die wir zunichst beweisen wollen. Da die Mengen Q.
Borersche Mengen sind und 0 +Q + = P ist, geniigh es zu zeigen,
daB P (y) auf jeder Menge 0! meBbar ist. Im Falle m(Q.) = 0 haben wir
8P (m) = 0 auf Q; g@setzt in diesem Fall ist also 6%'(p) in trivialer Weise
meBbar auf Q4 Nun sei m(Qz) > 0. Wir bezeichnen voriibergehend mit Q"""
bzw. Qi die Menge der Punkte 1 von 0%, in denen D(y) + 0 (also > 0)
bzw. D(y) =0 ist. Wegen der Stemgkelt von D{y) auf Py ist Qi offen
in QF und Q:® abgeschlossen in Q%. Beide Mengen sind also Bosnnsche
Mengen und wir brauchen nur noch die MeSbarkeit auf @, und Q:© zu
zeigen. Fir die Punkte y von §;" hingt die k-dimensionale Tangential-
ebene T an M in x = 7(p) stetig von i) ab wegen der Stetigkeit der partiellen
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g;‘ auf P; also hiingt auch ¢ (E") und damit 5% (y) nach (52)

J

stetig von 1 € 0% ab. Fir jeden Punkt y von QI st o(BY) = ‘—/j-':l nach

S. 750, also 6% (y) nach (52) konstant auf 07 und daher meBbar aunf 2.
Aus (53) und der MeBbarkeit der Funktionen 6% (y) auf P folgt die

Existenz einer meBbaren Teilmenge P’ von P mit

(54) mP — Py <¢

derart, daf

(55) lim 6P (n) = 0 gleichmaBig auf P
K —> O

gilt22). Dann existiert ein x, derart, daB fiir alle x > %, alle 4 = 1,...,1
und alle Quader W7, welche mindestens einen Punkt ¥ = zz(p) aus P’ = :m(P’)
enthalten, die Gleichung (52) gilt mit {é(,x) (9)] <e. Ausderletzten Ungleichung

folgt 3 (6P )2 < 21. AuBerdem ist (c(BY) + - + (c(EH)P = 1)
=1

Also gilt 24)
i T _ _ ) _
‘/xél(m(()iﬂ))z =1(Qx) + 6; m(@) mit [5,] <ell

fiir alle » > x und alle zu P’ = 7 (P’) nicht fremden W;. Also gilt
/ 1 . — B — A ) —
(56) Z"’‘/é’l(m(QLEi))2 = X'I@2) + 0. -m() mit o] < e}l )

fiir jedes » > %o, wobei summiert wird iiber alle 4, fiir welche W2 zu P’ nicht
fremd ist.

Die iber die restlichen ¢ genommene Summe Z '@, ist in P — P’ und
daher Z" 0:in P_ P enthalten. Wegen (b4) ist daher 2’ " m(Q;) < e. Hieraus
folgt weffen (10) erstens
(67) ?" IQ) <¢-s

22) A, a, 0.1%), S.382.
28} O, HAUPT-G. AUMAXY, a.a2.0.9), $.153; im Falle dim 77 <<% haben wir

(B = {/1—? gesetzt (S. 750)!
24) Auf Grund der bekannten Formel
YEahe + -+ (e = ZVelr + o+ e

25) Wir haben die Zahl 5 m(Q’) = m (P) durch die nicht kleinere Zahl m (3)
2z

ersetzt.
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und, da @}z ein dehnungsloses Bild von @) ist, Z‘”m(@,c ) < & und somit
zweitens

(58) 2 Vl ,__z_f'l (m (@5 Ez))z <e-l.
Aus (56) bis (58) folgt wegen X Q. = P fiir « >

(59) To(P)~ 3 V}g’l (m@s)? = I(P) + 6, - (m(BT) + 5 + V1)
mit |6, < &l.
Jetzt kommen wir rasch zum Ziel. Es gilt ndmlich
(60) T(P) S Tu(M)  T,(P) + T,(M —~ P)2)
Nun ist m(M — P) < ¢ nach (9). H}eraus folgt, da die Pro;ektmnen der
Durchschnitte der Wy, W2, ... mit M — P in die Ebene E* als dehnungslose

Bilder paarweise fremder Teilmengen von M — P eine Inhaltssumme < &
haben. Also ist

(61) T.M — P) < ¢l
fiir jedes x. Aus (59) bis (61) und (11) folgt
T.(M) = I(M) + & - (m(I) +25 +21) mit || <el
fiir 2 > %. Da ¢ eine beliebig kleine positive Zahl ist, folgt schlieBlich
62) pr(M) = I(H).

§4.
Beweis des Satzes 126),

Es sei also jetat M R, ein eindeutiges (nicht notwendig umkehrbar ein-
deutiges), dehnungsbeschrinktes Bild a(M) einer analytischen Menge i
des R,. Die Menge M enthiilt eine monoton wachsende Folge P; = P, -
kompakter Mengen derart, da

(63) ﬂxﬁl+ﬁ2+---+ﬁund m(®) =0

ist 27). Wir setzen n(P;) = P; und (I ) =
Nun seien g; (¢ = 1, 2) zwei der im Satz 1 genannten Mafle. Wir be-
haupten die Gleichung

(64) uy (M) = iﬁ_iﬂwm(f’j) (¢ =12).

2} Dieser Beweis ist eine Nachbildung des entsprechenden Beweises bei A. KoLMo-
GOROFF 1),
2} A.a. 0.%), 8. 275.
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Hierzu geniigt es zu beweisen, da
(65) #i(N) =0
ist. Diese Gleichung ergibt sich folgendermaBen. Ist y; ein Kormocorory-
MaB pg, so folgt (65) aus m(N) = 0 nach dem 3.Axiom von KoLmoaororr
(Nr.3.3), da N = 7(N) ein dehnungsloses Bild von N ist. Nun sei g, das
Havsporrr-Ma$ uz; wegen m(N) = 0 kann N iiberdeckt werden durch hach-
stens abzihlbar viele Kugeln Ki, Ky, ... des R, mit Durchmessern < ¢
und einer Inhaltssumme << &; da N ein dehnungsloses Bild von N ist, kann N
iiberdeckt werden durch gleich viele Kugeln H,, H,, . .. des R, derart, daBl
der Durchmesser von H, héchstens doppelt so grof ist wie der von K,
(r = 1,2, ...); hieraus folgt (65) fiir pz. Weiber folgt (65) fiir u, = pe und
B = Ha, 08 pg = pe = pg ist fir jede Menge (Nr. 3. 4). Aus ug(N) =0
ergibt sich auBlerdem die Gleichung pg;(N) = 0, also (65) fiix u; = pg;, aul
Grund der aus der Definition von pz und ug, unmittelbar folgenden Tatsache,
da8 fiir jede Menge L des R, zwischen dem (% — 1)-dimensionalen Girieseis-
MaB wg.(L) und dem (n — 1)-dimensionalen Havsvorrr-Ma8 ugz (L) die Un-
gleichung pg:(L) = ¢, - pa (L) gilt, wobei ¢, der Quotient der halben Ober-
fliche der Hinheitskugel im B, und dem Inhalt der Einheitskugel im B, _, ist.
SchlieBlich folgt (65) fiir u; = up und y; = s aus der Tatsache, daB fiir jede
Teilmenge N’ von N die Projektion von N* in eine k-dimensionale Teilebene £
des R, ein dehnungsloses Bild 7z 7z (V') einer Teilmenge N’ von N ist und daher
den Leseseur-Inhalt 0 hat [fiir up beachte man hierzu (38) und (41)]. i
Nun existiert fiir jedes natiirliche j eine analytische Teilmenge M von IT
derart, da z auf M, eineindeutig ist und fiir das Bild M; = w(H ;) dle G1e1
~ chung M; = P; gﬂt 1). Nach (65) ist also

(66) pe (M 5) :jh_inwﬂi(Mj)-
Nach Satz 2 ist u(M;) = ps(M;) fiir j = 1,2, .. .. Nach (66) ist also

(M) = po(M).
Damit ist Satz 1 bewiesen.

§ 5.
Beweis des Satzes 3.
5.1. Das k-dimensionale FlichenmaB u; von H.LeBEseUu=n
im R,2). Definition. Essei F = 7 (¥) eine stetige, k-dimensionale Fliche
im R, (§1). Fiir jedes natiirliche 5 liege eine stetige, k-dimensionale Fliche
Fi=gi (F) im R, vor derart, daB die Abbildung 74 auf dem Einheitswiirtel #

%) H. LEBESGUE, Intégrale, aire, longueur. Annah di matematica (3) 7 (1902),
S. 231—359.
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des R, stiickweise affin ist, d.h. daB ¥ als Summe endlich vieler Simplexe 477
(b =1,2,...) darstellbar ist, auf denen die Abbildung n/ affin ist. Die
Folge {F/} d.leser simplizialen Flichen konvergiere gegen F, d.h. ist §; die
obere Grenze der Abstinden (y) 7/ (p) fiir alle Punkte 1 von F,so0 gﬂt hm é}, =0.

Es sei nun m(FY) die Summe der k-dimensionalen, elementargeometruohen
Inhalte der hochstens k-dimensionalen Simplexe #d(47%) (b = 1,2,...) und
m {F7} = hm m(FJ) gesetzt. Dann ist die (eventuell unendliche) untere

Grenze der Zahlen m {Fi} fiir alle Folgen {F/} der genannten Art das k-dimen-
sionale Flichenmaf uz(F) von LusEseux.

Nun sei die Fliche F, d. h. also z, dehnungsbeschrinkt. Wir wollen zu-
nichst die Ungleichung pp(F) = I (F) beweisen. Hierzu wahlen wir eine
positive Zahl &. Wir werden nun endlich viele, die Fliche F in ihren Mittel-
punkten bertihrende Parallelepipede w2 (W1)s .. .» ay(W;) konstruieren, deren
Tnhaltssumme = I(F) — & - (4 s + 1) ist und so da$ folgendes gilt: Ist {9}
eine gegen F konvergierende Folge simplizialer Flichen, so enthilt fiir jedes
hinreichend groBe j die Flache FJ pa,arwexse fremde Flichenstiicke i, . . ., F!
derart, daB bei Projektion von F% in die «s(W,) enthaltende %k-dimensionale
Ebene das ganze Parallelepiped o, (W,) von der Pro;ektmn iiberdeckt wird.
Hieraus folgt, daB der Inhalt von F sicher = I(F)—¢e-(4s+ 1) ist. Da
hierbei ¢ beliebig klein ist, folgt m {F/} = I (F) und damit pz(F) = I(F). —
Wir gehen an die Durchfithrung.

Zu dem beliebig gewshlten, positiven ¢ wihlen wir in F (wie in Nr. 3.1
in M) eine kompakte Menge P derart, daB die Beziehungen (9) bis (12) mit
F statt M gelten. Weiter sei N die nach §1 meBbare Menge aller Punkte
von F, in denen D(y) == 0 ist. Dann ist I (F) = I(N). Die Menge N enthalt -
eine kompakte, zur Begrenzung von F fremde Teilmenge G Qerart, daB
m(N—G) < ¢ ist 27), Dann ist I (N —@) < &-s [vgl. (10)]. Hieraus und
aus (11) mit M = F folgt

(67) IF—PG) < 2ss.

Nun sei 1, ein Punkt von P G und x, sein Bildpunkt. Wegen der totalen
Differenzierbarkeit von z in x, wird die Abbildung = angenshert durch die
affine Abbildung o:

3==%+(9— Do) a%(%)
in dem Sinne, dafl
(68) [x—3] = oy — o))

gilt (vgh §2). Ist nun ¥ ein achsenparalleler, abgeschlossener Wiirfel des By
mit demn Mittelpunkt 1, und einer Kantenlinge do, W ein ebensolcher Wiirfel



Uber den Flacheninhalt. 767

k————> —~ S~
mit der Kantenlinge V1 — & - dy, so sind «(V) und «(W) Parallelepipede der
k-dimensionalen Tangentialebene T’ an ¥ im Punkte %, von denen das zweite
im ersten enthalten ist. Es sei V = n(V). Aus (68) folgt dann, falls d;, hin-
reichend klein ist:
(69) « (W) wird durch ¥V, mit dem Grade -1 iiberdeckt 29).

Also existieren nach dem Uberdeckungssatz von Virars : erstens endlich
viele paarweise fremde a,chsenparaﬂelg_, abgeschlossene Wiirfel ¥y, ..., V, o F,
deren Mittelpunkte 1y, ..., 9; in P @ liegen und deren Durchmesser d;, ...
d; < e sind30); zwe1tens zu den V, konzentnsche, achsenparaﬂele Wurfel

WI, cees ~t mit den Durchmessern Vl —e&-dys .., Vl — &+ d;, derart,
daB einerseits gilt:

(70) oy (W,) wird durch V, 7, Wit dem Grade 41 tiberdeckt (o =1,...,¢)
[wobei natiirlich «,(W,) die in der 4-dimensionalen Tangentialebene T, an F

in ¥, = @(1,) enthaltene affine Niherung von @ (W,) und Vor, die Pro-
jektion von V,—a(V,) in die Tangentialebene T, ist] und andererseits

m(P G — 2 V,) < e Aus der letzteren Ungleichung folgt, da die Kanten-

t==1
k-—‘ ~— o~
lingen von W, und ¥, sich wie } 1—z:1 verhalten und daher m (3 7, — X' W,)
L3 0
<eg -m(X Vs <edl):

(71) m(PG— > W,) <2e

O =

29) Es sei f (V) ein in einer k-dimensionalen Ebene E des R, enthaltenes emdeut:ges,
stetiges Bild eines k-dimensionalen Wiirfels ¥ und p ein nicht im Bild f (B () der
Begrenzung B(V) von V enthaltener Punkt von E. Zur Definition des Grades von f
in psei 7 eine Triangulierung des Inneren V von V,d.h. eine Darstellung von V als
Summe von abzihlbar vielen abgeschlossenen k-dimensionalen Simplexen, die zu je
zwei hachstens ein Randsimplex gemein haben, die sich nur in B(¥) haufen und deren
Durchmesser gegen Null konvergieren. Es sei nun g eine auf B(V) mit f identische,
auf den Simplesen von 7 affine Abbildung von ¥ in E; indem wir die g-Bilder der Simplex-
ecken in E ein wenig verriicken (,,in allgemeine Lage bringen‘‘), kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf der Punkt p fiir kein Simplex von 7 im
9-Bild des Randes enthalten ist. Der (von ¢ unabhingige) Grad der Abbildung f in p
ist nun die Anzahl p enthaltenden g-Bilder von Simplexen von v, wobei solch ein ¢-Bild
positiv oder negativ zu zéhlen ist, je nachdem die durch g in diesem Bildsimplex induzierte
Orientierung der Orientierung in ¥ gleichgerichtet ist oder nicht. Vgl z. B. P. ALEXAN-
DROFF und H. HoPF, Topologie I, Berlin 1935.

30) Die Definition von ¢ befindet sich aunf S. 753; man schreibe dort F statt M.

%) Man beachte, daB die ¥ paarweise fremd und im Einheitswiirfel # enthalten
sind. .
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AuBerdem gilt wegen W, < Fund Wy - Wsn =0 fiir ¢ + o'
¢
(72) ZmW,) <1
¢=1

Nun sei {#} eine gegen die Fliche F konvergierende Folge von simpli-
zialen Flichen Fi = 7f(F) im Sinne der Definition von uz. Wir setzen
o (ﬁ,) — FI. DietFlachen F, . .., Fi sindin F enthalten und konvergieren
gegen die Flichen Vy, ..., V,. Wegen (70) existiert daher ein natiirliches j,
derart, daB a, (W ,)fiir jedes j > j, von der Projektion von F/ in die Tangential-
ebene T, an die Flache F im Punkte x, = n(y,) iiberdeckt wird (o = 1,
.«.>t). Also ist der elementargeometrische Inhalt m(Fl) = m(ocq(Wa)) und
daher m(FY) = Zm(a,(Wa)) = S m(e (W, PG)) = XD, m(W, PG)
Da die Durchmesser der Wiirfel W, < ¢ sind, folgt aus (12): D (y,) - m(W, PG)
=I1(W, PG +1,m(W,) mit [5,] <e Unter r Berticksichtigung von (72), (71)
und (67) foigt hieraus weiter m(F9) = I(2; W, PG — &= I(PG)—2¢es —
— &= I(F) — &~ (4s + 1) und somit lim lim m (FY) = I(F), da ¢ beliebig klein
gewidhlt werden kann und s fest ist (Nr. 3.1). Da {F} eine beliebige, gegen F
konvergente Folge von simplizialen Flichen F/ist, folgt nach Definition von uy,
schlieBlich uz (F) = I(F).

Die umgekehrte Ungleichung uz(F) =< I(F) folgt daraus, dafl Folgen
{F3} simplizialer Flichen FY mit Lim m (F9) = I (F) tatsichlich existieren32).
Also ist38) _

(73) pr(F) = I(F)3).

32) 0. HAUPT-G. AUMANY, a.a. 0.9), S. 160.

33) Fiir die Richtigkeit dieser Gleichung ist es wesentlich, da8 F ein Wiirfel ist oder
allgemeiner ein abgeschlossenes Gebiet, deren Begienzung den k-dimensionalen (duBeren)
Inhait Null hat. Ist namlich F & R, ein topologisches Bild eines abgeschlossenen
Wiirfels des Ry, fir welches die Begrenzung einen positiven LEBESGUEschen Inhalt
hat und setzen wir z auf F gleich der Identitat (also F =D, soist u L () = m(F)
(F ist der offene Kern von F), also up (F) <1 (F) = m (F). — Dasselbe gilt fiir das (fir
k-dimensionale topologische Flichen mit u, identische) Ma8 u, fir k-dimensionale
Mengen M C R, von K. MENGER [Ergebnisse eines math. Koﬂoquiums, Heft 2 (1932),
S.10]: ist &, die untere Grenze der elementargeometrischen Inhalte der k-dimen-
sionalen Polyeder (endliche Simplexsummen), in welche sich die k-dimensionale Menge M

g-deformieren 1a8¢, 5o ist y,, (M) = hm G,. Die letzte Ungleichung, in welcher man ji,,

statt u schreiben kann, zeigh zuglemh, daB die Satze 1 und 2 fiir ;1,; nicht gelten.

34) Z_ voN GEOczE [Math. und naturw. Berichte aus Ungarn 26 (1908), S.1—88]
. bat fiir Flichen sechs MaBe 7, — T mit p) =T, = P, S T, < T, S T5= T
definiert, die aus gy = T, = T, durch einschrinkende Voraussetzungen tber die
approximierenden Folgen {F/} (S.766) hervorgehen. Fiir T'; bestehen die Voraus-
setzungen darin, da8 die Simplexecken der F/ in F liegen sollen, daB also die Simplex-
netze F/ der Fliche F einbeschrieben sein sollen. Da fiir dehnungsbeschrankte topo-
logische Flachen F' einbeschriebene Simplexnetze F mit limm (F) = I (F) exi-
stieren3?), folgt T\(F) = -~ =T(F) = I {F) fiir solehe Flichen F.
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5.2. Das k-dimensionale Flichenma8 ypim R, von G. Praxo ).
- Definition. Der abgeschlossene Einheitswiirfel 7 sei | dargestellt als Summe
F,, ..., F,endlich vieler zu F homsomorpher Mengen ¥, mit der Eigenschaft,
daf m(F(f Fy) =0 ist fiir ¢’ & ¢”’%). Fiir gleichviele k-dimensionale
Ebenen E, des R, werden die u Projektionen F,z, der Mengen F; = n(Fa)
in die Ebenen E, betrachtet. Dann ist up(F) = Supr (m(F1p,) + -

+ m(Fyg,)) fiir alle Summendarstellungen F=F, + -+ F, der genannten
Art und alle k-dimensionalen Ebenen Ei, ..., H,.

Wir behaupten zunichst die Unglewhung up (F) < I(F). In jedem F,
ist eine analytische Menge A, enthalten, auf welcher die dehnungslose Ab-
bildung 7 umkehrbar eindeutig und das Bild n(d,) = A, gleich F, ist1).
Dann ist einerseits m(Fop,) < pe(Fs) = pa(d,) fir jede Ebene E,, da fir
jede Menge B des R, die Unglelchung m(Bg) = ,ug(B) gilt. Andererseits ist
we(dy) — I(4,) nach Satz2 wund I(dy) +--- +I(4)SI(F), da der
Durchschnitt je zweier V.[engen A, leer oder eine Lseseussche Nullmenge
ist. Also ist m(Fig) +--- +m(Fug) =1 (F) und somit

(74) pp(F) = 1(F).
_ Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung betrachten wir die Wurfel
Vi, ..., Vi der Nr. 5.1 und fiigen zu ihnen endlich viele weitere abgeschlossene

Wurfel Vt+13 ..., 7, hinzu derart, daB F=V,+ -+ V, ist und die
Vis.. , V., mu je zwei hochstens einen (£ — 1)-&1mens10nalen Dm‘ehschmtb

haben. Aus (70) und der in Nr. 5.1 bewiesenen Unglemhung Z' m(oc,,(W,,))

= I(F)—¢-(4s+ 1) folgt Zm(VoTo) >I(F)—¢-(4s+1). Also ist
6=1
upFy =1 (F). Dies zusammen mit (74) ergibt
(75) pp(F) = I1(F).
5.3. Das erste k-dimensionale Flichenmal ur im R, von

T.Rap0%). Definition. Im Einheitswiirfel ¥ des R, sei ein System
F., ..., F, endlich vieler, paarweise fremder37), zu 7 hompomorpher Mengen

35) Nach T. RaD0, Uber das Flaichenma8 rektifizierbarer Flachen. Math. Annalen
100 (1928), S.444—479. In dieser Arbeit wird die Gleichung pp(F) = u p@ =1 #)
fir n = 3; k = 2 bewiesen.

) Die Formulierung bei T.RADO®) lautet: ,,Die Fliche wird in endlich viele
Flachenstiicke zerlegt®. Genaueres wird iiber die Zerlegung nicht gesagt.

37y T. RADG®) verlangt, daB die Fy, ..., F; ,nicht iibereinander greifen®,- ohne
dies genauer zu definieren. Vielleicht kann man dies auch dahin interpretieren, daf
die F,, ..., F, paarweise keine inneren Punkte gemein haben diirfen (man muf} dann
allerdings wohl noch verlangen, da8 die Durchschnitte F,- F ., leer oder LEBESGUEsche
Nullmengen sind). Unsere Uberlegungen in Ni.5.3 und 5.5 bleiben -auch bei dieser
Interpretation richtig.
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gegeben. Fir jede Menge F, = (F,) und jede k-dimensionale Ebene B, des R,
sei 8 (F,g,) der Kern der Projektion Fsz von F, in E,, d. h. die Menge aller
Punkte p von E, mit folgender Eigenschaft: Zu ¢ existiert eine positive Zahl
d(p), so daB p enthalten ist in der Projektion F,p, jeder stetigen Fliche
Fy= ' (F,), fiir welche der Abstand z(y) # (9) = &(p) ist fir jeden Punkty
aus F,. Dann ist _pp = Supr. (m(R(Frg)) + - - + m(K(F;x))) fir alle
Systeme Fi, ..., F, und alle Ebenen i, ..., E -

Man bewexst die Ungleichung ux(F) < I(F) genau so wie (74); nur setzt
man 7 (R (Fsg,)) an Stelle von m(Fyg,). Zum Beweis der umgekehrten Un-
gleichung wahlt man wieder die paarweise fremden Wirfel V;, ..., ¥V, der
Nr.5.1. Aus (70) folgt, daf-das Parallelepiped o,(¥,) im Kern K(V,r,)
der Projektion V7 von V, = az(ﬁ,) in die Tangentialebene T, enthalten ist.

Hieraus folgt wie in Nr. 5.2 pk(F) = I(F). Also gilt
(76) pr(F) = I(F).

5.4. Ein k-dimensionales FlichenmalB u; im B, mit uns un-
bekanntem Ursprung3). Definition. Im R, liege ein festes, recht-
winkliges Koordinatensystem vor; es seien E1, ..., E' die [ = ( Z:) Koordi-

natenebenen der Dimension k. Es sei F = ﬁl 4 -+ F, wie in Nr. 5. 2 36),
Es sei my; der Lesescussche Inhalt der Projektion F_; von F, in B* Dann

ist das Ma8 up(F) = Supr. f Vm§1 + -+ - my, fir alle Darstellungen
o=1
F=F +-+F, -
Analog wie (74) beweist man jetzt ur(F) < I(F), indem man statt wie
in Nr.5.2 die Ungleichung m(Fsz) < pe(F,) jetzt die Ungleichung

Vmil oo+ me < py(F,) benutzt, welche daraus folgt, daB fiir jede
Quaderdarstellung (Nr. 3. 7) Vmﬁl e 4ml < TL(F,) ist24). Also ist

(17) po(F) < I(F).

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung bestétigt man zunéchst genau
wie (69) folgende schirfere Behauptung: Ist dy hinreichend klein, so wird die
Projektion (az(W))Ex durch V,; mit dem Grade -4 1 iiberdeckt, falls B* auf
der x(W) enthaltenden Tangentialebene T nicht senkrecht steht (4 = 1, . l)
Entsprechend verschiirft man (70). Nun wahlen wir die Wiirfel ¥, . . ~
wie in Nr. 5.2. Dann folgt aus der verschiirften Beziehung (70), da8 («, (W,,)) gl
im Kern K(V, ;) von ¥, enthalten ist (6 = 1, ..., ), wenn E* zu T, nicht

senkrecht ist; ist jedoch B zu T, senkrecht, soist m((%(n’fo)) i ) = 0. Mithin
gilt m(](V,,2)) = m((« (WO)))E@ = o(BY - m (e, (W) fiir jedes o = 1, ..., ¢
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3 _
und jedes 2 =1, ..., 1. Also ist V 2 (m(R(VﬂEz)))Z = m (e, (W) 2).

Hieraus folgt uy(F) = X m(oca(Wa)) und hieraus analog wie in Nr. 5.3 jetzt
die Ungleichung up(F) = 1 (F). Dies zusammen mit (77) ergibt
(78) po(F) = 1(F).
5.5. Das zweite k-dimensionale Flichenmal u% im R, von
T. RADO 35). Die Definition lautet genau so wie die fiir uy, nur verwendet
man erstens Systeme Fy, .. ., F, wie in Nr. 5.397), und zweitens die Inhalte
m (K(F, E;)) der Kerne an Stelle der Inhalte m(F ;1) =
Wie in Nr. 5. 4 die Ungleichung (77), beweist man Jetzt che Ungleichung
W’ (F) < I(F). Die umgekehrte Ungleichung beweist man genau wie die ent-

apreehende Ungleichung in Nr. 5.4, nur beschrinkt man sich dabel auf die
Wiirfel 75, ..., V, der Nr.5.1. Also gilt

79) we(F) = I(®).

(Eingegangen am 5. Juli 1942.)



