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(ber die .,Polynom-Kerne-
der linearen Integralgleichungen.
Von

Stefan Fenys in Budapest, Ungarn.

Herr T.Sarol) hat in einer Arbeit das Eigenwertproblem der Kerne
von der Form

Q(w: ?/) :"Kn(x’ ?/) +ay Kn—-l('x: Z/) R ol | K(J}, y)

behandelt. Dabei sind die mit K,(z, y) iterierten Kerne von K (z, y) im

Bereiche
fo=sz <1

'{0§y§1]'

Im folgenden wollen wir den l5senden Kern von @ untersuchen. Die be-
folgte Methode ist geeignet, das Ergebnis von Herrn 8416 in dullerst einfacher
Weise abzuleiten. Deshalb wollen wir uns im ersten Teil unserer Arbeit mit
den Eigenfunktionen von @ beschiftigen und im zweiten eine Formel] fiir den
lIosenden Kern von @ angeben. Unsere Resultate sind Verallgemeinerungen

wohlbekannter Sitze.
Wir wollen fiir jeden beliebigen stetigen Kern K (z, y) die Funktional-

operation
1
Su = [ K(zy)u(y) dy
6

einfithren. Entsprechend sei 8 der zum Kern K, (z, y) gehorende Operator.

Falls N (2, y) und M (z, y) zwei beliebige, in D definierte stetige Kerne
sind, und die ihnen entsprechenden Operatoren %t und M, ist gemif dem
Vorrerraschen Operatorenkalkiil 2)

(@ +b0%) - M=aMWM +0N-M,
a und b sind beliebige Konstanten, und dem Operator 9% - 9t entspricht der

1
Kern | N (z, 1) M(t,9) dt. .
0

1) T. 8SATO, Proc. of the Phys. Math. Society of Japan (3) 23 (1941), S. 1.

2) V. VOLTERRA, Atti d. Reale Acc. dei Lincei 20 (1911); J.SoULA, L’éguation
intégrale de premidre espéce a limites fixes et les fonctions permutables 4 limites fixes.
Paris 1936. S.44.
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1. Nun betrachten wir die homogene Integralgleichung
1
@ ?(2) = 1]Q@.9) ¢y dy = 0.
Sie 148t sich in folgende Form setzen :

PR)- p=(8 +a &+ a8 —5) ¢ =0.

Sind 7y, 75, . . ., 7, die Wurzeln der algebraischen Gleichung
~1 1
Pi@)=2"+a 2"+ L 18— =0,

A
so ist unsere Gleichung
PRy =R —n) (& —r3) ... (] —m) 9 =0
Setzt man
=8 —7301) R —7es2) .. . (R —m) @5 @u=¢; GE=12...n)
so kann die Gleichung in der Gestalt
R—r) ¢1=0

geschrieben werden. Ist — kein Eigenwert von K, so besitzt diese Gleichung

die einzige Losung ¢, = 0 Dann ist aber
K—r9) o= @1 =0.

Diese Gleichung hat auch nur die triviale Losung @, = 0, falls —;;l— kein Kigen-
2

wert von K ist. Wird dieses Verfahren fortgesetzt, so ergibt sich, dafl die

Gleichung (I) nur die triviale Losung ¢ = 0 besitzt, wenn keine der Zahlen
11

rydory?”

.es 1 Eigenwert von K (z, y) ist. 4 kann also nur dann ein Eigenwert
Tﬂ

. 1 1 1
von { sein, wenn mindestens eine der Zahlen R T ein Eigenwert

2
von K 1st Dann aber ist 2 auch wirklich ein Elgenwert Von Q(w ). Denn
seiz. B. — em Eigenwert von K und o (z) eine beliebige zu — gehonge Eigen-
funktlon so ist
1
[ 1 — {an 1. 1
@y o@dy — @) = (K +a -+ o+ a1 R — <)o
0 . 1
(n tay T e i — 7) -0 (@) =0
Es besteht also der
Satz 11). Ist A ein Eigenwert von Q, so 4si wenigstens eme der Losungen
der Qleichung
1
8 P(z)=0
Mathematische Zeitechrift. 48. 50



774 St. Fenyé.
ein Bigenwert von K, und umgekehrt: besitzt K einen Eigenwert, der die Glei-
chung (1) befriedigt, so ist A ein Eigemwert von Q.

Die zu % gehorigen Eigenfunktionen von K sind auch Eigenfunktionen

von Q. Aber damit sind die zu A gehorigen Eigenfunktionen von @ noch nicht
erschopft. Zu ihrem allgemeinen Ausdruck gelangt man wie folgt

Unter den Losungen von (1) seien nur r—L, ; ! —= Elgenwerte
*+1 1~1~2
von K, so daB ¢y = go =gz =---= ¢, =0 1st. Es glbt aber eine nicht

identisch verschwindende Funktion ¢, ,,, fiir welche
(R - rv-r-l) 2SS 0

gilt. Dann ist aber

(2) (R ;-}-2) Pry2 = Prir-

Da r,,, # 7, ., angenommen werden kann, ist diese inhomogene Integral-

gleichung losbar. Denn die zu ! gehorenden Eigenfunktionen des Opera-

v+2

tors &4) sind zu ¢, ., orthogonal.
Wir bezeichnen mit A (2y, %5, - -» Tm; Y1 --+> Yu; T) den m-ten

. - 1 .
Freproruschen Minor von K3). Der Rang5) von S sel 0,

v+l

Wir betrachten den Operator §,,,, dessen Kern

! A(z, L ’z‘ewz; GYp Yo -n Y, ;-:z)
H(x,y,; = = lv___

v+1 R
A(a:l, Ty oo S YUy Yy )

"v+l

ist; @y, By, o Ty 5 Y e Yy gehoren dem Intervall [0,1] an. Dann
ist, wie bekannt, die Losung der inhomogenen Gleichung (2)

1 1
Prrp = — er(l‘i' v !25“2) “Pyii-
@, kann nicht identisch verschwinden, falls @, ;== 0 ist. Der folgende
Schritt unseres Verfahrens liefert die Gleichung

(3) (R Tyt 3) Prez = Pia

3) Wenn namlich 7, ; =, , wire, so wahlen wir ¢, , = 0 und beginnen den
Proze} bei @, 5.

4) R ist der zum Kern K (y, x) gehorige Operator.

5} G.VIvaNTI-F. SCHWANK, Elemente der Theorie der linearen Integralglei-
chungen, 8. 107. Hannover 1929.



s, Polynom-Kerne# linearer Integralgleichungen, 775

Vorausgesetzt, daf r,, 5 ¥ 7,5, ist jede zu — gehorende Eigenfunktion ¢, 4

von & orthogonal zu @,.9. Dies bewelsen w:u: wie folgt: Wenn wir beide
Seiten der Gleichung (2) mit ,,; multiplizieren und integrieren, so wird
1

11
[19es@ K@.9) 9020 d2dy ~ 1,15+ [ 9,10(2) 9,10(2) d2 = 0.
Gemif der Definition von v, ist
1
@ v+3 v+2)"é. #’N.s(w) @, o(@ydx = 0.

Daraus folgt

1

[9.42@) pr10@) a2 =0,

Die Gleichung (3) 148t sich also lgsen, und zwar erhilt man

1 1
Pyyy = — r (1+ r 5~v+3) Pv+2
v+3 r+3
1 1 1
=75 7 (l‘i'r Sjv+2 '*‘ 5"+3 + 5;4—2 5v+3) Py +1.
v+2 v+ 8 v+2 Ty+3 1+2 Tyy

Nach # — » Schritten gelangen wir zur Losung

_ (___~ )»*1/-!-1 1
¢_—;—2__—~‘[+("—5t+2+“"45v+3+ +;;5~n)+
( Dviz Duas s Dise Hvrs + -+
Ty+2 Tyis +2 Ty
1
i rns:’n—l'ﬁﬂ) +o +mj‘5v+2’$v+3 AR

Da ¢ eine Eigenfunkﬁon von ¢ ist, kann man den konstanten Fak(;or weg-

80 ist
4) = [ $v+t -+ 2 357-” O NS
1
+ Tvr1 v Togp-1Toipaa - 5”‘*1 « Hvip-1 '$v+p+1 P ﬁn] Q?

eine Eigenfunktion von . Mit 2’ bezeichnen wir die Summierung iiber alle
Zeiger mit Ausnahme von p.

Wenn die Gleichung (1) mehrfache Wurzeln besitzt, welche Eigenwerte
von K sind, so bleibt die Formel (4) giiltig, jedoch bezeichnen 7,,,, ..., 7,
die verschiedenen Wurzeln von P (z), deren reziproke Eigenwerte von K sind,

- 50*
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Aus der Formel (4) folgt, daB, wenn K nur einen die Gleichung (1) be-
friedigenden Eigenwert besitzt, die Gleichung (I) keine anderen nichttrivialen
Losungen hat als die Funktionen &,.

Aus Satz 1 folgt die wohlbekannte Tatsache, daB, falls u* ein Eigenwert
von K, ist, wenigstens eine der Zahlen &-u (I =0,1,2,...%; &"=1) ein
Eigenwert von K ist.

Sind die Kerne K®, K® ... K™ vertauschbar®) und 4;, s, ..., 4,
beliebige Konstanten, so betrachten wir die Integralgleichung

} L,n 1Ln
@ —|[ 4 E(zy) — E b 1Ky +
(1Y T r 8§

1,n

+ 3 WA RECO@y) T+

r<{s<<

(=1 ke W ESP0(@) gly)dy = O,

wo

1 1
K(il’ IR i«'p) (:li’ y) =§(;;bé .K(il) (iv tl) .K(iz) (tl t2) aen KU”) (tﬂ-—l s y) dtl dtg cen dtp_.l
ist.

Satz 2. Die Gleichung (1) besitzt nur in dem Falle eine nicht triviale
Lésung, wenn mendestens ein 2, e Eigenwert von K® ist.

Den Kernen K®(z,y) mogen die Operatoren K,(p=1,2,...,%) ent-
sprechen, Dann setzen wir die Gleichung (II) in die Form

(AR —1) (2R —1) .. B Ka—1)- 9 = 0.
Man kann nun den Satz 2 ebenso beweisen wie den Satz 1.
Im Fallen = 2und A; = A, ergibt unser Satz den Satz des Herrn Satd 7).
Wihlen wir die Kerne K®, K@, . ., K™ paarweise orthogonal, so folgt
aus Satz 2 der bekannte
Satz 38). Sind die Kerne KV, K@, .., K™ paarweise orthogonal, so
erhilt man die Eigenwerte von ’

K = K® +K‘2) IR +K(n)’
indem man die Eigenwerte von K@, ..., K™ zusammennimm.
Betrachten wir den Fall n = 2 und sei 4, ein Eigenwert von K, ¢ eine
zu A, gehorende beliebige Eigenfunktion, dann folgt aus Satz 3:

=9 +iR ¢;
nun ist K; ¢ =0.

§) Sovra, Le., S. 4.
7} 1. SaT6, The Téhoku Math. J. 38, II (1933) 8. 179.
8) VIVANTI-SCHWANK, L c., S, 130.
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Corollar: Wenn K® und K orthogonale Kerne sind, dann ist jede
Eigenfunktion von K® zu K® orthogonal und umgekehrt.

2. Betrachten wir die der homogenen Gleichung (I) entsprechende
inhomogene Gleichung '

1
(1) f{Ku(‘% Y) to1 K a(@my) +--- +a,1 K(2, )] o(y)dy +

’ +a,p(2) =f@) (f(2)%0).
Sie 188t sich in die Form setzen

K—r)®—r)...R—m)p="
Diese Gleichung ist im allgemeinen nur dann l6sbar, wenn — — kem Eigen-
wert von @ lst das erfolgt nach Satz 1 nur dann, wenn K unter den Zahlen
;1?, ;—2, cees ;; keinen Eigenwert hat. Der lsende Kern von K (2, ) fiir den
Parameterwert % sel R(:z;, ¥; r—t), der entsprechende Operator R;. Dann ist

®R—r)or=1F;
daraus folgt
1
P = — ;;(ERI +m)-f
Also wird
o= ) Rt ) s Futr)-f
9’1 7‘2 e e T,n

(—1"
= —az—(gﬂ'!"‘l)(?{z'}"‘z) e Ra 1) f

Bezeichnet 8 (#, y; 4) (der ihm entsprechende Operator sei @) den lésenden
Kern @ — s, so bekommt man

¢=—%@-n¢

Das ergibt

(C5 —a,) = — (%-Fh)(fﬁz—*-?’z) < (Re 1)y
nun ist

E=(—1"(Ry +7) R +72) ... (R +1)-
Falls alle Zahlen ;1—, ;1—, e ;1- verschieden sind, betrachtet man die wohl-

1 2 »
bekannte Identitéit
1 1
1 R(w,y;~)~li(x,y;—-—)
1 . 1 7, 7, ‘Rv—‘R

yq@nﬁR@%§Mu= T “==%”{ (v =+ p)
0 T r
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ganz allgemein
1 1 1 ]
oy [ On
ol ol o
. I
o2 g2 a2
[ | R 00 B39 ®, R R
(-1 R(tp-1,y; 0n) dtrdty ... dlny = 117 (026 o )“
192 ¢ * 2 V.

V (01, G2, + - > On) st die VaxpermospEsche Determinante der GroBen
01,02 -« O«
Nun ergxbt sich fiir den losenden Kern von @
11 }
1 R, R
8(ays — o) = — | Bt ouBat o Rat o 2
Ay, V (01, 03)
k k 1 1 1 %
Bl 1]% . oy 0y O |
Gu1 G L a1 Wl
-+ + 0n—10n V("n—x %,) -+ o.alm—i’ 62-2 0.:—22
4 vr 4 0103 .. On BB En | |,
. . . e V(al, G2 ’ 0'7‘)
In dieser Formel ist der Koeffizient von R,
2,n
c1=—0'1a,.{1 26”01+1ZU“51 asv_gl'%'"“&'

— 11 _ % .. _On
+( 1) 0'2""0'1 a3 — 0y O'n“"o'x]

n

n

= 010y ]](1—-67

r=2

Nun ist allgemein

r=

n

1

)= et [
— 0y (=1 016, 203.«-«0‘1'

U §
c»:"(""l)“oaz‘an]]%__‘gm (p=12...n).
1

Dabei bezeichnen wir mit II” die Multiplikation iiber alle Zeiger mit Aus-
nahme von p.
Satz 4. Der losende Kern von @ laft sich durch den losenden Kern von

K (z9) folgendermafen ausdriicken :
8(my; —5) = (— V"o N [[EErm),
. n Py=t}

] Gy — Oy

Die Integralgleichung ’

1
. 9 (@) — g E.(%9) 9(4)dy = (@
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ist ein besonderer Fall der Gleichung (ITT). Jetzt ist a, = —1;0, = &"77* !
=12 ..,,n; &=1) und
n
’ 1
ep = (—1p+ '8’“""“”!2 Ao el
1 Pl Pl
= (—1)r+1. gp—l.rI—ZII S5 = (=1y+l(—1)-1 = ).

Corollar:
RO(5,y;1) = 5 [B@,y; 1) + e R(@ys o)+ + 8" B(@ g5 8" 7))

Dabei ist B™ die Resolvente von K,. Das ist ein klassisches, schon von
FrepmorM herrithrendes Resultat 10),

Mit der bisher befolgten Methode kann man noch ein anderes bekanntes
Ergebnis verallgemeinern. Zu diesem Zwecke betrachten wir die der Glei-
chung (II) entsprechende inhomogene Gleichung

1 1,n 1,n
aw) o) — 6[ [g,‘ A, KO (x, y) — ré‘sz, 2 K09 (2, y) =

g () Ay B EOE 0 (a g) | pg)dy = (@) (/(2) % 0).
Aus der Zerlegung ' '

(AR — 1) (4K —1)... (R —1)- =]

folgt, daB diese Gleichung im allgemeinen nur dann eine Losung besitzt, falls
A, (0 = 1,2, ...,n) kein Eigenwert von K® ist.

Die Losung erhalten wir in der folgenden Weise:

Aus der Gleichung

(L& — o=

folgt
pr=— (L% +1)-f;

dabei ist R, der Operator des losenden Kernes von K@ an der Parameter-
stelle 4 = 2;.

s

9) Der Ausdruck (¢ —1) (62— 1)...(s" 1 —1) ist der Wert des Polynoms

n@) = [[&—= = E2l < e e e

an der Stelle = 1. Nun ist aber (1) = (—1)*"1-n.

10) Tmplizite schon bei FREDHOLM, C. R. Paris 134, 8. 156 und Acta Math. 27.
Fir = 2 bei D. HILBERT, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen, S. 70. Leipzig 1912. Voller Beweis bei J. PLEMELT, Monatshefte f. Math.
15 (1904), S.125 und E. GOURSAT, Toulouse Ann. (2) 10 (1908), S.15.
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Nun ist die Lésung von (IV)
e=(D"U0LR+D) @R+ ... LR +1)-f
Wir benutzen -dieses Ergebnis zur Umkehrung der Gleichung (4). Dazu be-
merken wir, daf die Losung der Gleichung

1 1

P2z = — "“—(1+ Tv+257+2)‘ @y +1

vz
die folgende ist:

Prir = (R —7010) " Proa-
Also kann man den Operator & als den 16senden Operator von §,, , (allgemein
von §,.;) betrachten. Nun ist die Umkehrung der Formel (4):

@ = ( 1 R——l)(rl R-l)..'.(-l-ﬁ-—lj-qo.

Tyr2 v+3 Tn

Satz 5. Ist ¢ eine beliebige zu 2 gehorige Eigenfunmktion von Q, so ist

1 1
@ = g(z) + plofK(m, y) o) dy + Pzd[Kz(za ) p(y)dy +

1
+eee 4 p,,_,dzof K, . (%Y ¢y)dy
eine Eigenfunktion von K, wobei

Ln-v L,n—vy

§ A | § ' 1
pl = 7 M P2 = + 7—‘;—‘«; aey
3 ke i<k v+2 “v+ik
(e
Pr—v-2 =
TH—I otz -e rv+q—1 rv+q+1 e Ty

ist. Sie gehort zum E«iéenwert ; ! 1),
v+q

Fiir den Kern K, wurde der Satz von GouUrsaT 12) bewiesen.

1) 3 hezeichnet die Addierung iiber alle Zeiger mit Ausnahme von g.
12) GOURSAT, Cours d’Analyse ITI, S.399.

(Eingegangen am 8. Dezember 1941.)



