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Uber gewisse trigonometrische Integrale. L.

Yon
Hans Hornich in Wien.

Im folgenden sollen gewisse Integrale von einfacher Bauart ndher unter-
sucht werden, die nicht nur an sich von Interesse sind, sondern auch vielfache
Anwendungen gestatten. Der Zugang zu diesen Integralen gestaltet sich
durch Rekursion, ausgehend vom DiricErETschen Diskontinuititsfaktor, so
einfach, daB schon dadurch eine Reihe von Eigenschaften dieser Integrale
zu erkennen sind.

Sei {a;} (k = 1,2, ...) eine Folge positiver Zahlen. Wir definieren dann
die folgenden Funktionen:

o) =1 fiar |t] <P

(1a) 0 fir [ >%
1 . 1
5 fiir it} = Pl
und durch Rekursion fiir alle natiirlichen k:
A+1
2
(1b) Benl) = [ lt—7)dw.
Op+1

2

Man liest aus dieser Darstellung unmittelbar ab:
Esist fir k=2

k
2) ' 0= (t) = [T
i=2
k
und fiir alle & und [¢] > —%_Z’lai

G Dy (t) = 0.
Die @, (¢) sind abteilungsweise durch Polynome vom.Grad < k — 1 darstellbar
und fiir & > 2 iiberall £ — 2-fach stetig differenzierbar. -

Die @,(t) sind gerade -Funktionen und fiir ¢ = 0 monoton nicht ab-
nehmend, so da8
(4 D,(0) = M?X Dy (t).
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Als Funktion der a; . . . a; ist @,(¢) fiir alle’s; monoton nicht abnehmend.
Fiir alle & gilt

®) [ @eat = I1a.
—c0 . i==1
Aus (3), (4) und (5) folgt dann:
.{_2“@
(6) 2.(0) = =

Wir geben fiir die Funktionen @, eine Integraldarstellung. Ausgehend vom
Diricrrerschen Diskontinuititsfaktor ist:

. fw(t*'%)—m(t—%) i

do = _f;j' SR T s2atde = By (1),

14 x
0
Mit Hilfe von (1b) folgt daraus allgemein?):
© g
M @, (1) =§j]]8m“z cos 25t da.

S =1

Diese Integrale sind fiir alle reellen a; und ¢ sinnvoll. Sie geniigen einigen
bemerkenswerten Funktionalgleichungen (wir setzen dabei die in den @, auf-
tretenden a, stets in Evidenz).

Es ist
t
8) ¢k(a1, g,y .. . Oy —2—) + @, (t, Qs ... Oy 9) Dr(ar + 1, 0z, ...a;; 0),
F) a
© 5;};;¢k+1(“1; cen b, Q15 0) = Dy (61, Ags « .+« Qp; l‘*?ﬂ)

und durch partielle Integration:
(10) @k(al, ag, . .. 27 %’) = k@k+1(a1, azy . . Ay, 1; 0) -

k
. a
— ai@k Ay, <0 o0z, l,ai+1,...ak, 5 ).

Die rekursive Herleitung der Integrale @, durch (1) bietet oft die Méglich-
keit einer leichten Berechnung. So ergibt sich z. B. ohne weiteres2):

Dofay, a3 0) = %—jsﬂﬂﬁgg—‘iﬁfdm = min (a3, @3) (@1, a5 > 0).
e ’ o
'y Vgl G.PoLva, Math. Anp. 74, 204—212. Far den Spezialfall, in dem alle
o;=1sind, vgl S. BOCENER, Vorlesungen iiber FOURIERsche Integrale, 1932, S. 15;
ferner H. HADWIGER, ZAMM, XXTI, 226—232.
%) Vgl. G.POLY4, Le. ’
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Wir setzen ferner:

kl ¢k((1«1, Ag, - - - Uy, t) == Y’k(al, A5 v+ O t) == Ylk(t);
I a;
i=1
nach (1) ist:
Tx+1
2
a1 Voa) =5 | Pae=vr,
%+1
_ Mer1
2

so daB die ¥y, 1 als Mittelfunktionen aus den ¥y entstehen. Daher und wegen
(4) ist: .
P, .1(0) < P(0).

Die W,(t) sind also fiir alle & und alle ¢ gleichmiiBig beschrinkt. Dieselbe
Rekursionsformel (11) gilt auch fiir die Ableitungen W7 (t) und es ist (k > 2):

max Pp.1(f) < max P (f).
t t

Nun ist (a7 = @)

also auch
’ 1
(12) P < — (k>2).

a1 Gy

Analoge Abschiitzungen gelten fiir die héheren Ableitungen.
« Wir schreiben noch eine allgemeine Faltungsregel fiir die ¥ an, die man
unmittelbar durch Induktion gewinnt:

+00
(13) Wiir(@1, 02, ... 03 t) = f?l’i(al,...ai;t—‘r)‘Pk(aHl,...ai+k;r)dt.

Wir untersuchen das Verhalten von
*®

2 ina;
¥, (1) = ;jf]_]?ﬁ?g cos2ztdw

fiir £— 0. Wir zeigen:

Fiir k —> o komvergieren die Funkiionen Wy (t) stets, und zwar gleichmafig
fir alle t
() = lm ¥, ().
k> N

Ist dabei -‘-\:1“"2 divergent, so ist W(t) = 0.
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Ist X a? konvergent, so ist V(1) eine wicht identisch verschwindende, um-
i=1
beschrinkt differenzierbare Funktion.

Der Beweis erfordert einige Fallunterscheidungen.
Sei 0 < g < R und k > 2. Wir zerlegen das Integrationsintervall:
co & R oo

(14) S []Si:a;xcos2xtdx=j+$—i—j.

i i
i=1 0 & R

Das erste Integral ist absolut =< g; das dritte ist absolut

oo
a

}sma,x;d 1
xzz__ a;x = alazR'

Diese beiden Integmle sind also bei geeigneter Wahl von ¢ und B be-
liebig klein. Wir zeigen vom zweiten Integral, da8 es fiir k¥ — oo konvergiert.

A. Wir betrachten den Fall, daB die a, nicht gegen Null konvergieren,
und zeigen, dal das zweite Integral in (14) fiir £ — oo gegen Null strebt.

Fiir >0 hat sm——:ﬁ extreme Werte fiir die Stellen 2 mit @, 29 = tg a,2?;
es ist wegen o, > 0 dann z® > g. Fiir # = ¢ ist daher stets:

Z

m~—§‘~zf < max(fsin:wl, 5sin§:-)x‘”l) < a,-max(’Si:i“:”), _}{)

Es ist daher weiter:
E

H ]]s%—%'—a—ccos:?.mtdx

i==1 S
e

sin azst 1
= l] max( R ;) . .
Nach unserer Voraussetzung gibt es ein « > 0, so da8 unendlich viele
a; = « sind, Wir bezeichnen die Anzahl der a,...qa; mit a; = « mit £;
mit & — o geht dann auch & — co. Weiter ist fiir alle b =« &:
'sinh

}Ti = ma,x(

[singe] 1)
®e ’:/z)

und endlich:

E ¥
1jﬁﬁ§é;st2xtdmi§3[m <M "]
i=1

die rechte Seite der Ungleichung strebt also fiir £ — co gegen Null, q.e.d.
B. Sei nun a; — 0. Bei vorgegebenem % mit 0 < % < 1 ist dann fir
fast allesund e S 2 < R

sing; z {a; 2)? _ . (a; z)?
Taw =17 gt =1-86a=
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mit
1—np<d@2z)<l+n

a) Ist nun Zlaf. divergent, so divergiert fiir ¢ < 2z < R auch
i=

Do, 0@
i=1

gegen oo und es strebt

Sm“z *]]( 0(im)‘i‘%’lf)_>o

fiix k — oo, und ZWar glelchma,ﬁlg fiir alle z mit ¢ < # < R. Also strebt fiir

divergente Z' o? jedenfalls ¥, (t) = 0, und zwar gleichméBig fiir alle .

b) Sei nun Z a? konvergent. Dann ist das unendliche Produkt

]] Sm“‘ konvergent, und zwar gleichmiBig fir ¢ <« < B. Es kon-

verg1ert da,her auch das zweite Integral in (14) fiir £ — o und es ist:

R g

15) P = P(aya, ...;0) = lm ,0) =§-§ J] 242 o520t da.
koo T

8 i=1

Man sieht ferner ohne Schwierigkeit, daf auch die r-ten Ableitungen

T"’(t):—j]]sma‘ (2x)'cos(2xt+r )daz (k >r+2)
0

fiir &k — oo konvergieren:

®©

16) lm P00 = = AL (9 0y cos (20t + 15 ) da,
( . p
-0 i=1

also gegen die r-te Ableitung von ¥(t).
Wir haben nun noch zu zeigen, daf in diesem Fall ¥(¢) nicht identisch
verschwindet.

Aus (4) folgt auch fir die ¥
Y (ay, ag, - . .; 0) = max P (ay, g, . - .; {).
t

Nun ist mit a > 0:
2
Y(a, a1, 09, ..3t) = % j‘l’(al,ag, ot —1)dT,

Mathematische Zeitschrift. 48. A1
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entsteht also durch Mittelbildung aus ¥ (a4, a3, . . .;¢) und es ist:
(@, @150, ...;0) Z¥(a;,as,...;0).
Tteriert man die Mittelbildung in der Weise, daBl jede der Zahlen @, zweimal
auftritt, so ist (die Reihenfolge des a, ist ersichtlich gleichgiiltig):
P (a1, @1, Gs, G, - . .3 0) = ¥ (01, a3, . . .5 0).
Nun ist

®

2 in? q,
(17) T(a]_, Ay, Ao, Aoy« « .;0) = ;{j ”szsigzdw > O,

i==1

also ist auch ¥ (a4, @, . . .; 0) > 0 und ¥ (a4, a5, . . .; t) nicht identisch Null.

©o

Wenn sogar schon .Z'Iai konvergiert, so folgt aus (6):
i=

T(“]:“Zz---;e) % ml

2 o
i==1

Wir geben nun einige Anwendungen unserer Integrale.

Anzahl der Zerlegungen einer reellen Zakl i k beschrimkte Summanden.
Sei £ eine reelle Zahl und % eine natiirliche Zahl. Wir fragen nach der ,,Anzahl®,
wie oft ¢ als Summe von k Summanden dargestellt werden kann:

k
t= Z 175 -
i=1
wobei die |t;| = ‘321 sein sollen (a; ... a; beliebig gegebene positive Zahlen).
k

Solche Zerlegungen existieren natiirlich nur fiir [¢] < § ~21ai’ und zwar unend-

lich viele, wenn hier das Ungleichheitszeichen steht. Der Anzahl dieser Zer-
legungen kénnen wir — so wie es in der Integralgeometrie fiblich ist — als
MaB oder Dichte eine Zahl zuordnen. Die Rekursionsformeln (1) legen nahe,
_als MaB dieser Anzahl die Zahl @, () zu wihlen3).
Zuriickfiihrung eines k-fachen Integrals auf ein eimfaches. Sei f(t) eine
stetige Funktion; dann ist

%

e
2 2 + o0
(18) _f j'i(t1+t2+~-- dtg) diy ... Aty == ff(t)@k(al,‘.,ak;t)dt.
it T -

2 2
Fiir k& = 1 ist die Formel sicher richtig; sei die Formel fiir k¥ — 1 Variable
gezeigt; so ist:
-1 G
2 2 v + oo
j‘ cen 5 fa+tat--r i)l ... dtx_1= ;f(t'i'tk)@k—-l(al; N RH L2 H
ay ~o0
) 2

%) Vgl. H. HADWIGER, L c.
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integriert man nach {, von — bl% —, 50 liefert die rechte Seite:
+o0 +o0
j j"f (t +tp) Pp1(@1s « « « G153 8) Prlar; L) dt di,
450 oo *

:.-—_—j j @) Pror(@ys - o an; T — 1) Pi(an; t) dtydz :_,‘5 HoY@p(v)d .

Aus (18) liest man unmittelbar die geometrische Deutung von @y(t) ab:

D (ay, . ..a5;t) ist der k — l-dimensionale Inhalt desjenigen Stiickes
der Hyperebene t; +ta + -+t =1 des Eyplt ... ) welches innerhalb
des Quaders |t;} <% (i = 1...k) liegt.

Tterierte M@ttelb@ldung von Funktionen. Ist f(t) eine stetige Fanktion,
s0 bilden wir der Reihe nach die Mittelfunktionen (a;a, . . . positive Zahlen)

)
ho) =52 [1e-rm e,

4
2

a4 +1

2

fenl) = ;= j hit+7)de (=12..).
3y+1

Man sieht ohne weiteres nach (11)
~+ o
flt) = [ HE+7) Fi() dv.

Ist nun z. B. Z'lai konvergent, so strebt ¥y (t) —¥(t) und

+oo

Ixt) > F () = j fe+n¥(@)dr;

F(t) hiingt dabei nur von den Werten f(¢+-7) mit | Z a; ab und ist
eine unbeschriankt differenzierbare Funktion, die swh von. den Werten f(t)
bei hinreichend kleiner Z a; beliebig wenig unterscheidet. Fiir die Ab-

leitung von F(t) gelten n‘zch (12) ganz einfache Ungleichungen, die hier
nicht weiter aufgeschrieben werden sollen.
Eine weitere Mitteilung folgt.

(Eingegangen am . Dezember 1942.)



