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Erster Abschnitt.

Von der Theilbarkeit der Zahlen.

§ L

Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische
Sitze, welche man zwar in den meisten Lehrbiichern vorfindet, die
aber fir unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung
sind, dass eine strenge Begriindung derselben hier durchaus noth-
wéndig erscheint. Dahin gehort zuerst der Satz, dass das Pro-
duct einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhiingig von der
Anordnung ist, in welcher man die Multiplication ausfihrt. In-
dem wir uns zunsichst auf den Fall beschrénken, in welchem es
sich um dres Zahlen a,b,¢ handelt, bilden wir das folgende Schema

¢ ¢ ¢ €C...C"

, C, 6 6 €...C.
¢ € 6 C...C.
€ € € €...C.

Welches aus b Horizontalreihen besteht, deren ,]ede die. Zahl:.n
gleich oft, namlich amal enthilt, und stellen ung die Aufgab&nﬁ
Summe aller . uﬁfgeschmbenen Zahlen zu bestimmen,.. Zun#ohat
kinnen wir sagen: da die Zahl o in jeder Horizontalréihe amal
vorkommt, g0 ist nach dem Grundbegriff der: Mulimhuahon ading

n‘lﬂohiot Zahlentheorts,



2 Erster Abschnitt.

Summe aller in einer solchen Reihe befindlichen Zahlen gleich ca,
indem wir den Multiplicand ¢ durch die Stellung von dem Multi-
plicator a unterscheiden; da ferner b solche Horizontalreihen vor-
handen sind, so ist die Summe simmtlicher Zahlen gleich (ca)b,
wo jetzt ca der Multiplicand, b der Multiplicator ist. Nun kdnnen
wir aber dieselbe Summe auch auf anderm Wege durch die Be-
merkung bestimmen, dass das obige Schema aus a Verticalreihen
besteht, deren jede bnial die Zahl ¢ enthilt; es ist also die Summe
aller in einer Verticalreihe befindlichen Zahlen gleich ¢b, und folg-
lich die Totalsumme gleich (¢b)a. Wir erhalten mithin das erste
Resultat

(ca)b = (cb)a,
aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkiirliche Zaht
¢ = 1 setzen, die Folgerung ziehen, dass

ab = ba

ist, d. h.: in einem Product aus awei ganzen positiven Zahlen diirfen
Multiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden.
Man lédsst deshalb auch in der Benennung den Unterschied zwischen
Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem man beide unter
dem gemeinschaftlichen Namen Factoren zusammenfasst.

Wir konnen nun dieselbe Totalsumme siémmtlicher in dem
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Ait be-
stimmen, indem wir abzihlen, wie oft der Summand ¢ im Ganzen
vorkommt. Zunichst ist @ die Anzahl der in einer jeden Hori-
zontalreihe befindlichen Zahlen ¢, und folglich ist, da & solche
Horizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebenen
Zahlen gleich ab. Hieraus folgt, dass die Totalsumme den Werth
c(abd) hat, dass also

(ca)b = (cb)a = c(abd)
ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten speclellen
Fall ab = ba, 50 kann man das Bisherige in folgendem Satze zu-
sammenfassen :

Wenn inan von drei positiven gangen Zahlen zwei nach Be-
lieben auswdhlt und als Factoren eu threm Producte vereinigt, so-
dann dieses Product und die dritte jener drei Zahlen mit einander
sltiplicirt, so hat das so entstehende Product stets denselben Werth,
uie man auch die ersten beiden Zahlen ausgewdhlt haben mag.

*  Da also dieses Product von der Anordnmung der heiden suc-
-¢essiven Multiplicationen ganz unabhiingig ist, so bezeichnet man
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dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des Productes.

§. 2

Es ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Princip anzuwen-
den, dass ein ganz dhnlicher allgemeinerer Satz fiir jedes System
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen

' a b c.

gilt. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An-
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen beziiglicher Multi-
plicationen zu einem Producte zu vereinigen, ist folgende. Man
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus und
bilde ihr Product; der aus den iibrigen Zahlen des Systems S und
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex S’ enthdlt dann
eine Zahl weniger als S; indem man wieder ganz nach Belieben
zwei Zahlen aus &’ zu ihrem Producte vereinigt und die anderen
unveridndert l4sst, erhilt man ein System S von Zahlen, deren An-
zahl um zwei kleiner ist als die der urspriinglich gegebenen Zahlen.
Fahrt man so fort, so wird man zuletzt zu einer einzigen Zahl
gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, dass diese am
Ende des Processes resultirende Zahl smmer dieselbe sein wird, auf
welche Art man auch die einzelnen einfachen Multzphcatwnen an-
ordnen mag.

" Um dies zu zeigen, wenden wir die vollstindige Induction an,
d. h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der ur-
spriinglich gegebenen Zahlen oder Factoren =—# ist, und beweisen;
dass er dann auch fiir die niichst grossere Anzahl » 4 1 von Fac-
toren, ebenfalls giiltig sein muss. Es sei also ein System S von

"n4 1 Zahlen .

a, b 0 d, e.

geben, 8o wihle man irgend zwei darselben, z.B.a \m& b, tm&

bilde ihr Product ab; der nun entstehende Zahlenbomplex enﬂmlt
nur noch die n Zahlen

ab, ¢, d, e.
\md folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat: von &er
_weitern Anordnung des Processes ganz unabhingig. Bei: eum
andem Anordnung der gan:en Operation kann dsher hochstns

) 1*
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dann ein anderes Endresultat zum Vorschein kommen, wenn das
bei dem ersten Schritte ausgewihlte Zahlenpaar von @, b verschie-
den ist, und zwar- sind zwei Fille zu unterscheiden.

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zu-
erst eine der beiden Zahlen a, b, z. B. @, mit einer der iibrigen
¢ dye. ..,z B. mit ¢, zu dem Producte ac vereinigt wird, so dass
der néchste Complex aus den » Zahlen

ac, b, d, e ...

besteht; da nun sowohl bei der erstern wie bei der letztern An-
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen
Einfluss auf das Endresultat ausiiben konnen, so setze man die
erste Anordnung so fort, dass zunichst die beiden Zahlen ab und
¢, die zweite 80, dass zunichst die beiden Zahlen ac und b ver-
einigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der ersten Anordnung
zunéichst der Complex

(ab)e, d, e . ..
bei der zweiten der Complex
(ac)b, d, e . ..

Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die beiden Pro-
ducte (ab)c und (ac)b und folglich auch die beiden vorstehenden
Complexe identisch sind, so wird, da jeder derselben nur noch
n — 1 Zahlen enthilt, bei der ersten wie bei der zweiten Anord-
nung dasselbe Endresultat auftreten.

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt
der zweiten Anordnung keine der beiden Zahlen a, b, sondern zwei
von den fibrigen, z. B. ¢, d, herausgegriffen werden, so dass zu-
niichst der Complex

a b cd, e ... ‘
entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den erstenn Schritt
- folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben aus-
fiilhren; man vereinige daher zuniichst bei der ersten Anordnung
die Zahlen ¢, d, und bei der zweiten Anordnung die Zahlen a, ;
dann hesteht bei beiden Anordnungen der na.ohstfolgende Complex
aus denselben % — 1 Zahlen

ab, cd, ¢ .
und folglich wird abermals das Endresultat hei beiden dasselbe sein;

- Hiermit ist die Allgemeingiiltigkeit des Satzes bewiesen; denn
da er nach dem vorhergehenden Paragraphen fiir n == 3 gilt, 8¢



Theilbarkeit der Zahlen. 5

gilt er nach dem Vorstehenden auch fiir alle Systeme von Zahlen, -
deren Anzahl = 4, 5, 6 u. 8. w. ist. Das Endresultat heisst auch
jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zahlen, diese letzteren
heissen die Factoren des Productes, und man bezeichnet das Pro-
duct durch das Nebeneinanderschreiben simmtlicher in beliebiger
Ordnung folgenden Factoren.

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der
Bildung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf;
das Product aus diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden
Producten wird immer mit dem Producte aller gegebenen Zahlen
iibereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der
verschiedenen mb’glichen Anordnungen des Processes. So ist z. B.

abede = (ab)c(de) = (abed)e = (abe) (cd).

Es ist nicht schwierig, dieselben Sitze auch fiir den Fall zu
beweisen, dass unter den Factoren eines Productes heliebig vitle
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive oder
negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren ge-
rade oder ungerade ist. Endlich mag noch daran erinnert werden,
dass auch die ganze Zahl Null als Factor auftrcten kann, in welchem
Falle das Product stets = 0 sein wird.

§. 3.

Wenn die Zahl*) a das Product aus der Zahl & und einer
zweiten ganzen Zahl m, also a = mb ist, 50 nennt man a ein Viel-
faches oder Multiplum von b; statt dessen sagt man auch: a ist
theilbar durch b, oder: b ist ein Theiler oder Divisor von a, oder
endlich: b gekt in a auf. Alle diese Benennungen sind gleich ge-
briuchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordentlich oft
vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszudriicken,
80 ist es angenechm, dafiir eine Reihe verschiedener Ausdriicke zu
besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten nun sogleich
folgende Sitze ein, von denen spater sehr hilufig Gebrauch gemacht
werden wird. ’

& * Unter Zahlen schleohthm sind luer und im Folgenden immer ganze.
Zahlen zu verstehen.
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1. Ist ¢ Multiplum von b, b wieder Multiplum von ¢, so ist
auch ¢ Multiplum von ¢. Denn der Annahme nach ist a = m?b,
b = ne, wo m und x irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; h1eraus
folgt @ = m (nc) = (mn)c, also ist a theilbar durch c.

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede
ein Vielfaches der niichstfolgenden ist, so ist auch jede frithere
Zahl ein Vielfaches von jeder spétern.

2. Ist die Zahl a sowohl alsauch & ein Multiplum einer dritten
Zahl ¢, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden er-
steren ein Multiplum der dritten. Denn aus a = mc, b = nc folgt

\ai—b=(mﬂ_‘%)c.

§ 4.

Von der grossten Wichtigkeit fiir die Lehre von der Theil-
barkeit’der Zahlen ist folgende Aufgabe *): Wenn irgend zwes
9anze positive Zahlen a, b gegeben sind, so sollen die gemeinschaft-
lichen Theiler derselben, d. h. diejenigen Zahlen 0 gefunden werden,
welche gleichzeitig in a und in b aufgehen.

Wir kénnen annehmen, es sei a grosser oder wenigstens nicht
kleiner als &; dann wird die Division von a durch b einen Quotien-
ten m und einen Rest ¢ geben, welcher letztere jedenfalls kleiner
als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division resultirende
Gleichung ' ’

a=mb+c¢
, und nehmen wir an, es sei d irgend eine sowohl in a als in b auf-
| gehende Zahl, so ist & jedenfalls auch ein Divisor des Restes ¢;.
[ denn da a und b Multipla von & sind, so ist (nach § 3) mb, und
folglich auch die Differenz a—mb = ¢ ein Multiplum von @
Wir kénnen daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der bei~
den Zahlen a, b ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der he:dﬁit
Zahlen b, c. Umgekehrt ist 8 ein gememschaithcher Dmsor dn,r
beiden Zahlen b,¢, soist, da & dann auch in mb sufgeht, die Sutme
‘mb+ ¢ = a der beiden Multipla md und ¢ von & ebsnfalls .ein
Multiplum von 8; also ist jeder gemeinschaftliche Dmsor den Zsh~
len b, ¢ auch gememschafthcher Divisor der Zablen a, b, Mithin
stimmen die gememschafthchen Divisoren der beiden Zahlen a,i,;

-

") Buclid's E‘Iemmn, Buch VII, Satz 2,
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vollstéiindig mit denen der beiden Zahlen b, ¢ iiberein; unsere Unter-
suchung ist daher von dem Paare a, b auf das Paar b, ¢ reducirt,
und da & nicht grosser als a, ¢ aber jedenfalls kleiner als & ist,
so konnen wir mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein-
facheres zuriickgefiihrt sei.

Wenn nun ¢ von Null verschieden ist, die erste Division also
nicht aufgeht, so konnen wir, indem wir b durch die kleinere Zahl
¢ dividiren, wieder eine Gleichung von der Form

b=mnc+d

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende

¢ ist. Durch eine der obigen ganz dhnliche Betrachtung ergiebt

sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen -
¢, d vollstindig mit denen der Zahlen b, ¢ und also auch mit denen

der Zahlen @, b iibereinstimmen.

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, was
nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus eintreten
muss; denn die Zahlen b, ¢, d . . . bilden eine Reihe von bestindig
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von
Zahlen giebt, welche kleiner sind als 4, so muss unter ihnen end-
lich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine Kette von
Gleichungen von der Form

a=mb+c
b=mnc+d

----------

..........

Jeder gemeinschaftliche Divisor & von a, b ist auch Divisor der fol-
genden Zahlen ¢, d . . ., endlich auch von }; umgekehrt, ist & ein
Divisor von A, so lehrt die letzte Gleichung, dass & auch Divisor
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von g und % ist; folglich ist
3 auch Divisor von f und ebenso von den vorhergehenden Zahlen,
endlich auch von & und von a. Wir haben daher das Resultat:

"Di¢ gemeinschaftlichen Divisoren eweier Zahlen a und b stims.
men:fberein mit den simmtlichen Divisoren Einer bestimmien Zahl
M, welche man durch den obfgen Algorithmus stets finden kann: - D8
nup b selbst zu diesen Divisoren gehort und unter’ ihnen dem:
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Werth nach der grissste ist, so nennt man diese Zahl % den grossten
gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen ¢ und &.

Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollstiindig gelost,
sondern nur auf das andere zuriickgefiihrt, simmtliche Divisoren
einer gegebenen Zahl % zu finden, fiir welches wir noch keine di-
recte Losung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend
zeigen, dass der obige ‘Algorithmus ein Fundament bildet, auf
welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur einige Be-
merkungen noch, um auch nicht den geringsten Zweifel .gegen die
Allgemeinheit der folgenden Siitze aufkommen zu lassen: wir
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus-
setzung, dass @ nicht kleiner als b sei; allein fiir den Fall, dass
@ < b sein sollte, braucht man nur m = 0, also ¢ — ¢ zu nehmen,
um dieselbe Form auch dann zu wahren. Ebenso leicht erkennt
man, dass das Vorzeichen der Zahlen a, b ganz unwesentlich ist;
ja, es darf sogar eine von ihnen — 0 sein; nur, wenn beide — 0
sind, kann von einem grissten gemeinschaftlichen Divisor derselben
keine Rede sein.

4

§. 5.

Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen a, b die Einheit
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl
Zahlen ohme gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1; oder man sagt auch:
o ist relative Primzahl gegen oder zu b. Dieser Definition zufolge
erkennt man also zwei Zahlen als relative Primzahlen daran, dass
bei dem Algorithmus des grossten gemeinschaftlichen Divisors ein-
mal der Rest » = 1 auftritt. Fiir solche Zahlen gilt nun der fol-
gende cE

" Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen, und ist & eine bos
lighige-dritte Zahl, so ist jeder gemeinschaftliche Theiler der beidesn
Zahlen ak,b auch gemeinschaftlicher Theiler der beidey Zahlon % &
* Um sich hiervon zu iiberzeugen, braucht man nur siimmtlichs
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grissten gemeinschafts
tiehen Divisors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vors
letate, da A = 1'ist; in unserm Falle S =159+ 1 lautet, mit ¥
mt multipliciren; man erhilt dann
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ak = mbk + ck
bk = nck + dk
ck = pdk 4 ek
Sk =sgk +Fk

Ist nun & irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so
geht & auch in mbk, also auch in ak — mbk — ck auf; es geht
daher & auch in nck und folglich auch in bk — nck = dk auf.
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem
Resultat, dass & auch in fk, in gk, folglich auch in fk—sgk =&
aufgehen muss, was zu beweisen war.

Im Folgenden werden wir vorziiglich zwei specielle Fille dieses
Satzes gebrauchen, ndmlich:

1. Das Product zweier Zahlen a und k, deren jede relative
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls relative Primzahl zu b;
denn unserm Satze nach haben ak und b dieselben gemeinschaft-
lichen Divisoren, wie % und b; da aber k und b relative Primzahlen
sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaftlichen Divisor 15
dasselbe gilt ‘daher von a% und b, also sind diese Zahlen relative
Primzahlen.

2. Sind a und b relative Primzahlen, und ist ak dwrch b theil-
bar, so ist auch k dwrch b theilbar; denn da der Annahme zufolge
ak und b den-gemeinschaftlichen Divisor & haben, so muss dem
Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor von k und b, also
jedenfalls Divisor von % sein.

3.. Den ersten dieser beiden Sitze kann man leicht verall-
gemeinern. Ist jede der Zahlen a, b, ¢, d ... relative Primzahl
gegen eine Zahl a, so ist auch ab, folglich auch das Product abe
aus ab und ¢, folglich auch dasProduct abcd aus abc und 4 u.s.f,
kurz das Product abed . . . aller jener Zahlen ebenfalls relative
Primzahl gegen o Allgemeiner, hat man swei Reihen von Zaklew
‘ a,bcd...
wnd ‘

. B y..
von der Beschaffewheit, dass jede Zahl der einen Reihe relative
~ Primsahl gegen jede Zahl der andern Reihe ist, so ist auch-dus
-Prodwuct abed . . . aller Zahlen der einen Reihe relative Priminkl

pume s
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gegen das Product efy . . . aller Zahlen der andern Reithe. Denn
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen «, g, ¥ . . . relative Prim-
zahl gegen das Product abed . .. ist, woraus durch nochmalige
Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product afy...
ebenfalls relative Primzahl gegen abed . . . ist.

4. Hieraus konnen wir wieder einen speciellen Fall ableiten,
indem wir annehmen, dass die Zahlen b, ¢, d . . . identisch mit a,
ferner die Zahlen B, y . .. identisch mit « sind; wir erhalten dann
das Resultat: ist a relative Primzahl gegen «, so ist auch jede Po-
tenz der Zahl a relative Primzahl gegen jede Potenz der Zahl o.

Eine Anwendung hiervon macht man bei dem Beweise des
Satzes, dass die mte Wurzel aus einer ganzen Zahl 4 entweder
irrational oder selbst eine ganze Zahl ist; denn wenn jene Wurzel
rational, d. h. von der Form 7:s ist, wo » und s ganze Zahlen be-
deuten, die man ohne gemeinschaftlichen Divisor annehmen kann,
" goergiebt sich aus ym==A4 sm dass r™ durch s™ theilbar ist; da nun
r und s, folglich auch ™ und s™ relative Primzahlen sind, so muss
s™ = 1, also auch s = 1 sein; mithin ist jene Wurzel eine ganze
Zahl 7.

§. 6.

Die Aufgabe des §. 4 in der Weise verallgemeinert, dass fiir
eine ganze Reihe gegebener Zahlen a, b, ¢, d . . . alle gemeinschaft-
lichen Divisoren gesucht werden, fithrt zu einem ganz dhnlichen
Resultate. Es sei b der grosste gemeinschaftliche Divisor von a
und b, so ist, wie wir frither fanden, jeder gemeinschaftliche Di-
visor,von @ und b auch Divisor von & und umgekehrt; jeder ge-
‘meinschaftliche Divisor der drei Zahlen @, b, ¢ ist daher auch ge-
meinschaftlicher Divisor von &, ¢ und umgekehrt; bezeichnet man
daher mit % den grossten gemeinschaftlichen Divisor von A und ¢,
go ist jede gleichzeitig in a, b, ¢ aufgehende Zahl Divisor von k,
und umgekehrt wird jeder Divisor von % auch Divisor der drei
Zahlen a, b, ¢ sein. Bildet man ferner den grossten gemeinschaft-
lichen Divisor ! der beiden Zahlen % und d, so stimmen die ge-
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a, b, ¢, d vollstindig
iiberein mit den sdmmtlichen Divisoren der Zahl 7 w s. f.-. Wir
haben daher das Resultat: st irgend eine Reihe von Zahlen @, b,
o d ... gegeben, so giebt es stets eine — umd natiirlich auch nur
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eine — Zahl m von der Beschaffenheit, dass jede gleichzeitig in a,
b, in ¢, in d u. 5. w. aufgehende Zahl auch in m aufgeht, und
umgekehrt jeder Divisor von m auch Divisor jeder einzelnen der
Zahlen a,b,c,d ... ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m
heisst deshalb wieder der grisste gemeinschaftliche Divisor der ge-
gebenen Zahlen: (Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein,
wenn die gegebenen Zahlen alle — 0 sind.) Setzt man ferner
a=ma,b =mb,c=mc,d=md ...,sosind o, ¥, ¢, d'...
ganze Zahlen, deren grosster gemeinschaftlicher Theiler — 1 ist,
oder, wie man kurz sagt, Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler.
Umgekehrt, wenn o', &', ¢/, d’ . . . Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind, so leuchtet ein, dass m der grosste gemeinschaftliche
Theiler der Zahlen ma', md', mc', md’ . . . ist.

Dagegen bemerken wir an dieser Stelle ein- fiir allemal,.dass,
wenn Zahlen a, b, ¢, d . . . relative Primezahlen genannt werden,
darunter stets zu verstehen ist, dass je zwes von ihnen relative
Primzahlen sind; solche Zahlen sind daher stets zugleich Zahlen
ohne gemeinschaftlichen Theiler; -aber Zahlen ohne gemeinschaft-
lichen Theiler sind nicht nothwendig relative Primzahlen.

§. 7.

Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die
folgende Aufgabe: Wenn eine Reihe von Zahlen a, b, ¢, d . .. ge-
geben ist, so sollen alle gemeinschaftlichen Multipla derselben, d. h.
alle Zahlen gefunden werden, welche durch jede eingelne der ge-
gebenen Zahlen theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zu-
erst gefordert wird, dass sie durch @ theilbar sein sollen, so sind
sie jedenfalls in der Form sa enthalten, wo s irgend eine ganze
Zahl bedeutet. Ist nun 0 der grosste gemeinschaftliche Divisor
der beiden Zahlen ¢ = 8a’ und b = %', so sind @’ und &' re-
lative Primzahlen; soll daher sa = sa'@ theilbar sein durch
b = ¥’0, somuss sa' durch 3’ und folglich (§.5, 2.) auch s durch 3’
theilbar, also von der Form s'b' sein, wo s’ wieder irgend eine ganze
Zahl bedeutet. Simmtliche sowohl durch @ als durch & theilbare
Zahlen sind daher von der Form sa = §'.qa'b'd, und umgekehrt
leuchtet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl
durch ¢ = a’d als durch & = b'd theilbar sind.

Es zeigt sich also, dass die simmtlichen gememsoha.fthehea

o/
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Multipla der beiden Zahlen @, b iibereinstimmen mit den simmt-
tichen Vielfachen einer bestimmten Zahl

’ a’b’&:%é—_.-fy,

welche man deshalb das Fleinste gemeinschaftliche Vielfache der
beiden Zahlen a, b nennt.

Um diesen Satz fiir eine beliebige Anzahl gegebener Zahlen
a, b, ¢, d . .. zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken,
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen

a, b,cd.
nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen
wed..
ist und umgekehrt. Man wird daher zundchst das kleinste ge-
meinschaftliche Multiplum » der beiden Zahlen w und ¢ suchen,
dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfache ¢ von » und d u.s.f.
Auf diese Weise leuchtet ein, dass simmtliche gemeinschaftliche
Multipla der gegebenen Zahlen «, b, ¢, d . . . iibereinstimmen mit
den simmtlichen Vielfachen einer einzigen vollstindig bestimmten
Zahl @, welche man deshalb das Fleinste gemeinschaftliche Viel-
fache der gegebenen Zahlen nennt.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in welchem die
Zahlen a, b, ¢, d . . . relative Primzahlen sind. In diesem Falle ist
zuniichst 0 = 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der beiden relativen Primzahlen ¢ und b ihr Product ab. Da nun
¢ wieder relative Primzahl gegen a und gegen b, also (§.5, 1.) auch
gegen ab ist, so ist abc das kleinste gemeinschaftliche Multiplum
der drei Zalden a, b, ¢ w. 5. f Kurz man erhilt das Resultat:
Sind a, b, ¢, d . .. relative Primzahlen, so ist jede Zahl, welche
durch jede einzelne derselben theilbar ist, auch durch shr Product
abed . .. theilbar.

§. 8.

Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge-
nommen — mindestens zwei (positive) Divisoren. Jede Zahl nun,
welche keine anderen als diese beiden Divisoren bésitzt, heisst eine
Primzahl (numerus primus) ; es ist zweckmiissig, die Einheit nicht
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zu den Primzahlen zu rechnen, weil manche Sitze iiber Primzahlen
nicht fiir die Zahl 1 giiltig bleiben.

Aus dieser Erklarung ergiebt sich der Satz: Wenn p eine
Primzahl und a irgend eine ganze Zahl ist, so geht entweder p in
a auf, oder p ist relutive Primzahl zu a. Denn der grosste gemein-
schaftliche Divisor von p und a ist entweder p selbst oder die
Einheit.

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zahlen
a, byc,d ... durch eine Primzahl p theilbar ist, so geht p min-
destens in einem der Factoren a, b, ¢, d . . . auf. Denn wire keine
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wire p relative Prim-
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch
p theilbar ist.

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch
andere Divisoren hat, heisst zusammengesetzt (numerus compositus).
Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden

Fundamentalsatz: Jede zusammengesetzte Zahl lisst sich stets
und nur auf eine einzige Weise als Product aus einer endlichen
Anzahl von Primzahlen darstellen.

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und m
noch andere Divisoren hat, so sei a ein solcher; ist nun a keine
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so besitzt a ausser 1
und @ noch andere Divisoren, z. B. b; ist 5 noch keine Primzahl,
also zusammengesetzt, so hat  wieder mindestens einen Divisor ¢,
der von 1 und b verschieden ist. Fdhrt man so fort, so muss man
éndlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die Reihe der
Zabhlen m, a, b, ¢ . . . ist eine abnehmende, sie kann also, da es nur
eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner als # sind,
nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das letzte Glied
derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst konnte man
ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man diese Prim-
zahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multiplum des fol-
genden ist, die erste Zahl m auch ein Multiplum von der letzten p.
Man kann daher

m = pm'
setzen. Nun ist m' entweder eine Primzahl — dann ist m schon
als Product von Primzahlen dargestellt — oder ' ist zusammen-
gesetzt; im letztern Falle muss es wieder eine in m' aufgehende
Pmmzahl p' geben, so dass .
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m = p'm”, also m = pp'm"

wird. Ist nun m' noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe
Weise fortfahren, bis man m als Product von lauter Primzahlen.
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl
von #hnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein,
dass die Reihe der Zahlen m, w/, m" . . . ebenfalls eine abnehmende
und folglich eine endliche ist.

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher
die Moglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese
successive Ablosung von Primzahl-Factoren in mancher Beziehung
willktirlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen iibrig, dass, auf
welche Weise dieselbe auch ausgefiihrt sein mag, das Endresultat
doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher an, man habe
durch zwei verschiedene Anordnungen einmal

)

ein anderes Mal
m=qqq" ...
gefunden, wo p, p, p” ... und ¢, ¢, ¢” . . . simmtlich Primzahlen

bedeuten. Da nun das Product pp'p” ... durch die Primzahl ¢
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. p, durch
q theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Di-
visoren 1 und p, und folglich muss ¢ = p sein, da g nicht =1
ist. Hieraus folgt nun

pp’ ... =4qq" ...
und man kann auf dieselbe Weise zeigen, dass ¢/ mit einer dey
Primzahlen p’, p” ..., z. B. mit p’, identisch sein muss, woraus
dann wieder

p...=4q" ...
folgt. Auf diese Weise iiberzeugt man sich davon, dass jede Prim-
zahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder mehrere
Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei der ersten
Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe Weise gezeigt
werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung mindestens eben-
80 oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede Primzahl in bei-
den Zerlegungen gleich oft als Factor vorkommen, und folglich
stimmt der Complex aller Primzahlen bei der einen Zerlegung voll-
stindig mit dem bei der andern iiberein.

Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist:
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konnen wir die Darstellung der zusammengesetzten Zahl m noch
dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle unter einander identi-
schen Primzahl-Factoren zu einer Potenz vereinigen. Es sei nim-
lich a eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und zwar mag
dieselbe genau amal als Factor in der Zerlegung vorkommen, so
vereinigen wir diese o Factoren zu der Potenz g% ; sind hierdurch
noch nicht alle Factoren erschopft, und ist b eine der iibrigen Prim-
zahlen, so bilden wir, wenn sie genau fmal vorkommt, die Potenz
b8, und in derselben Weise fahren wir fort, wenn hierdurch noch
nicht alle Primzahl-Factoren von m erschopft sind. Auf diese
Weise iiberzeugt man sich, dass man jeder zusammengesetzten
Zahl m die Form
m=a“bbfc’ .

geben kann, in welcher a, b, ¢ die sammtlichen unter einander ver-
schiedenen, in m aufgehenden Primzablen, und «, 8, » . . . ganze
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind,
leuchtet unmittelbar ein.

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material,
aus welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen.
Dass es unendlich viele Primzahlen giebt, hat schon Euclid*) be-
wiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es gébe nur eine end-
liche Anzah] von Primzahlen, so wiirde eine von ihnen, die wir mit
p bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die grosste sein. Denken wir
uns nun alle diese Primzahlen aufgeschrieben

2,3,5711...p,

so miisste jede Zahl, welche grosser als p ist, zusammengesetzt und
folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar sein.
Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens grosser
als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar ist; dazu
bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bis pund vergrﬁssem
dasselbe um eine Einheit. Diese Zahl

2=2.3.5...p+1

ist in der That grosser als p, da ja schon 2p grosser als p ist; sie
ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da #, durch jede
derselben dividirt, immer den Rest 1 lisst. Damit ist also unsere

*) Elemente, Buch IX, Satz 20.

e,
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Annahme im Widerspruch, und folglich giebt es unendlich viele
Primzahlen. ‘ )

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des andern, dass in
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines
Glied k2 +m ist, und in welcher das Anfangsglied m und die
Differenz % relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis fiir den speciellen
Fall war,-in welchem k¥ = 1, so schwierig war es, einen strengen
Beweis fiir den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetzt
nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini-
tesimalrechnung angehoren *).

7d
o

Durch den soeben bewiesenen Fundamentalsatz haben wir run
ein einfaches Kriterium gewonnen, nach welchem stets beurtheilt
werden kann, ob eine Zahl # durch eine andere % theilbar ist oder
nicht, sobald wir voraussetzen diirfen, dass beide in ihre Prim-
factoren zerlegt sind. Nehmen wir ndmlich an, dass m durch »

- theilbar, dass also m = 5 q ist, so leuchtet ein, dass jede in » auf-
gehende Primzahl auch in m aufgehen muss; es kann daher =
keine anderen Primfactoren enthalten als w, und ausserdem kann
auch ein solcher Primfactor nicht ofter in % als in # vorkommen;
und umgekehrt, wenn jeder Primfactor .der Zahl » mindestens
ebenso oft in m vorkommt wie in #, so ist auchm durch » theilbar.

Sind daher a, b, ¢ . . die simmtlichen von einander verschie-
denen, in m aufgehenden Primzahlen, so dass

m= a*bBc¥ ...,
80 ist jeder Divisor » dieser Zahl in der Form

’ : n,= a’bb' e’ . . .
enthalten, in welcher

o/ irgend eine der ¢ 41 Zahlen 0, 1,2 ... &
F» » » B+1 , 0,1,2...8
7’ ” ” n ?+1 01 1’2"‘7

u. 8. W.

*) Biehe die Supplemente VI. §. 132 bis 187.
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bedeutet; und alle diese Zahlen % sind wirklich Divisoren von ms.
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgerungen hervor.

Zunichst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes
von o/ mit einem von f', mit einem von p u.s. w. einen Divisor
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinationen
(nach §. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen, dass
die Anzahl aller Divisoren von m gleich

e+ B+ E@F+1)... ‘
ist; diese Anzahl héingt daher nur von den Exponenten «, 8,7 .. .
ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden Primzahlen
a, b, cu s w
Bildet man ferner das Schema

1, a, a...a%

1, 0,52 ...08

1, ¢ ¢ ...¢
U 8. W .
und bildet alle Producte a® % ¢’ . . ., indem man aus jeder dieser
Horizontalreihen ein Glied a®', b#, ¢” . . . auswihlt, so erhilt man

alle Divisoren der Zahl m, und zwar jeden nur ein einziges Mal
Die Summe aller dieser Divisoren erhilt man daher nach derselben
Regel, nach welcher man die einzelnen Aggregate

14+a+tad.. .+a"=a“;i__il
1464604, .+bﬁ=”_‘:f1:_‘_‘_l-l
' Y+l

1+c+c2+...+c7=c:_1_11

u. 8. wW.

mit einander zu multipliciren hat; folglich ist die Summe aller
Divisoren der Zahl m gleich dem Product
getl—1  BAHI_1 1 —1
a—1  b—1 ~e—1
Nehmen wir z. B. m=60 = 22.3.5, so sind die séimmtlichen
. Divisoren folgende: '
1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60;
ihre Anzahl ist l \ s

E+DA+) A+ =12

Diriohlet, Zahlentheorls. P
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und ihre Summe
28—1 32—1 5H2—1

53— g— = 7-4-6=168

§. 10.

Wir kehren nun zu einigen fritheren Aufgaben zuriick, zu-
néchst zu derjenigen (§. 6), den grossten gemeinschaftlichen Divi-
sor einer Reihe von Zahlen zu bilden, jetzt unter der Voraussetzung,
dass ihre Zerlegungen in Primfactoren-gegeben sind. Man be-
trachte alle Primzahlen, welche in diesen Zerlegungen vorkommen,
und scheide zunichst diejenigen unter ihnen aus, welche in einer
oder mehreren der gegebenen Zshlen gar nicht als Primfactoren
enthalten sind. Bleibt auf diese Weise gar keine Primzahl iibrig,
so ist die Einheit der gesuchte grisste gemeinschaftliche Divisor.
Im entgegengesetzten Fall sei a eine Primzahl, welche bei dieser
vorldaufigen Ausscheidung zuriickgeblieben ist und also in jeder der
gegebenen Zahlen mindestens einmal enthalten ist; man zéhle, wie
oft ¢ als Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vor-
kommt, und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit « be-
* zeichnen, so dass ¢ in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau
emal, in allen iibrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den iibrigen Primzahlen
b, ¢ ..., sofern diese noch nicht erschopft sind, und bilde fiir jede,
fiir b die Anzahl B, fiir ¢ die Anzahl y u.s.w. nach derselben Regel,
nach welcher fiir die Primzahl a die Anzahl o gebildet wurde.
Dann ist

a%bBc? . .
der gesuchte grosste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis fiir
diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grom :
gemeinschaftliche Divisor keine anderen anfactoren enthaltes
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten
sind, und dass er keinen Primfactor ofterenthalten kann, als n‘gemi~
eine der gegebenen Zahlen. .

Aehnlich gestaltet sich die Losung der anderen Aufgabe, das
kleinste gemeinschaftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen
Zahlen zu bilden (§. 7). Jetzt betrachte man jede Primzahl, dia

in irgend einer der gegebenen Zahlen als Factor enthalten ist, und .-
~ sehe nach, in welcher sie am hiiufigsten vorkommt; ebenso oft:
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nehme man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multi-
plum auf; sind aber a, b, ¢ . . . die simmtlichen Primzahlen, welche
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen,
80 erhdlt man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemein-
schaftliche Multiplum in der Form
a“bB e’ .. .,

wo z. B. der Exponent «’' dadurch bestimmt ist, dass die Primzahl
a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau «'mal, in allen
iibrigen aber nicht 6fter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor enthalten muss,
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und zwar minde-
stens ebenso oft, als diese. '

Endlich konnen wir aus den vorhergehenden Principien noch
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl

m = a%bfc” . ..
eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl k ist. Dazu ist offenbar

erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten e, 8, . . . durch
r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme

m =k | S

'

erkennt.

§ 11.

Wir gehen nun zu einer Untersuchung iiber, welche an sich
schon interessant und ausserdem fiir die Folge von der gréssten
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen

1,2 34...m
bis zu einer beliebigen letzten m aufgeschrieben, und ziihlen wir
ab), wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte.m
sind. gDiese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durth<
gingig mit ¢ (m), wo der Buchstabe ¢ die Rolle eines Functions-
zeichens spielt*). Da die Einheit relative Primzahl gegen sich
" selbst ist, so folgt zunichst

p()=1
durch wirkliches Abziihlen findet man ferner

" %) Gauss: Disquisitiones Arithmeticae art. 38.

.
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A 22 =109008) =2 904) =2 ¢(5) =4

u. 8. w. Allein es kommt darauf an, einen allgemeinen Ausdruck
fiir die Function ¢ () zu finden, und wir werden sehen, dass man
zu diesem Zweck nur die simmtlichen von einander verschiedenen
Primzahlen «, b, ¢ . . . zu kennen braucht, welche in m aufgehen.
Unsere Aufgabe ist ndmlich identisch mit dieser: die Anzahl der
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Primzahlen
a, b, ¢ . . . theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller
Fall der folgenden:

Wenn q, b, ¢ . .. relative Primzablen sind und simmtlich in
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl derjenigen der Zahlen

1,2,3...m (M)
bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . theil-
bar sind. .

Es zeigt sich nun, wie es hiufig geschieht, dass die allgemei-
nere Aufgabe leichter zu lGsen ist, als der direct angegriffene spe-
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zunichst aus dem
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a
* theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen
3 a,2a,3a...%a;
die Anzahl derselben ist m : a; es bleiben daixer, nachdem die-
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur

m 1
= m (1-2) ®
Zahlen iibrig, welche nicht durch @ theilbar sind, und deren Com-
plex wir mit (4) bezeichnen wollen.
Aus diesem Complex (4) sind nun zuniichst alle durch btheﬂ-\
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle dxejemgﬂ;h

Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forder g

niigen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie ol

theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Fordm

geniigen, sind die folgenden R
b, 25, 30, . g b g

damit aber eine dieser Zahlen, z. B. rb, auch der ersten Forderungb
- goniige, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coeﬁicwnt r
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nicht durch @ theilbar sei; denn da der Annahme nach o und &
relative Primzahlen sind, so ist #5 theilbar oder nicht theilbar
durch a, je nachdem # durch e theilbar ist oder nicht (§. 5, 2.).
Die Anzahl der noch aus dem Complex (A4) auszuscheidenden
Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derjenigen der Zahlen

1,2,8... ’%’,
welche nicht durch @ theilbar sind.” Da nun m darch a und 5,
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen
m : b theilbar durch a; unsere Frage ist also dieselbe fiir die Zahl
m : b wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt fiir die Zahl
m gelost und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die An-

zahl der aus (4) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich

1
= ( 1— ;)
und wir erhalten

"(-DE(-H=m(-D (-F) @

als Anzahl derjenigen im Complex (4) enthaltenen Zahlen, welche
nicht durch & theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der-
jenigen in (B) enthaltenen Zahlen, welche veder durch a noch
durch & theilbar sind. .

. Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (B), so kann
man in derselbén Weise fortfahren und gelafigt so durch Induction
zu dem Resultat, dags diegAnzahl derjenigen in (M) enthaltenen
Zahlen (K), welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . k theilbar
sind, gleich

1 1 1 1
”‘(1—7:‘2 (=3)(=3) (-5
ist. Um die Allgerneingiiltigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen,
nehmgn wir an, dass die Richtigkeit desselben *fiir die Zahlen
@, b, ¢ ...k schon béwiesen sei, und untersuchen, was geschieht,
wenn zu ‘denselben noch eine andere! hinzukommt, wobei natiirlich
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass I in m aufgeht,. zwejtens
dass 1 relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen
a b, c...kist

Um die Anzahl aller in (M) enthaltenen Zahlep zu bestimmen,
welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . k,  theilbar sind, haben
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wir aus dem Complex (K) derjenigen Zahlen, welche durch keine
der Zahlen a, b, ¢ . . . k theilbar sind, und deren Anzahl durch
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche
durch I theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) enthal-
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a, b,¢...FE,
zweitens theilbar durch 7 sind. Alle durch I theilbaren Zahlen
des Complexes (M) sind diese

z,zz,sz...ﬂzz,

und damit irgend eine derselben, z. B. rl, durch keine der Zahlen
-a, b ...k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der
Coefficient r dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der auszu~
scheidenden Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derje-
nigen unter den Zahlen
m

L2...
welche}durch keine der Zahlen a, b . . . & theilbar sind; diese ist
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich

7(1-2) (=3) (=)

nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K') bleiben daher
1 1 1
n(ir2) (—3) ()
“50-D0-3 (5D
—n (=) () -+ (D) (-3)

Zahlen iibrig, namhch diejenigen , Welche durch keine der Zahlen
a, bc...Fk ltheﬂbar ‘sind.

Hlenmt ist die Allgemeingiiltigkeit unseres Satzes bewiesen;
kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Aufgabe zuriick, gp er-
halten wir das Resultat*): .

*) Euler: Theoremata arithmetica nova methodo demonsirata, Comm.:
nov. Ac. Petrop. VIIL p. 74. Speculationes circa quasdam.insignes pro-
prietates numerorum, Acta Petrop. IV, 2. p. 18. — Eine hochst werthvolle
Sammlung der arithmetischen Abhandlungen Euler's ist von den Briidern
Fuss unter folgendem Titel herausgegeben: Leonhard:s” Euleri. Commenta-
tiones Arithmeticae’ Collectae. Petropoli 1849. 2 tom. ’
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Sind o, b ...k, 1 die simmitlichen von einander verschiedenen
in m aufgehenden Primeahlen, so ist

o =n(1=1) (=3) - (=) (=)

die Anzahl aller derjenigen der Zahlen
1, 2.

welche relative Primeahlen gegen die letzte m sind.

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen ms sei,
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei.

Wir konnen dem gefundenen Ausdrick eine andere Form
geben, indem wir m als Product von Primzahl-Potenzen darstellen;

da a, b, ¢ ... die simmtlichen von einander verschiedenen in m
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form

m = a*bfc” . . .,
und es wird

om) = (a—1) a1 . (b—1) b1 .(c—1) 1 ...
Um unsern Satz an einem Beispiel zu priifen, wihlen wir
m = 60; die simmtlichen Zahlen, welche nicht grosser als 60 und
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe
1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,
und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obigen
Formel, da 2, 3, 5 simmtliche in 60 aufgehende Primzahlen sind,

1 2 4
q’YGO):&O'E--g--g:lS.

. .§12
Aus der gefundenen Form der Function - (m) geht auch noch

folgender Satz hervor: Sind m und m gwei relative .anaa]dm,
S0 15t

@ (mm') = @ (m) @ (m').
Denn gind @, b, ¢ . . . simmtliche in m, und o/, ¥', ¢ . . . sAmmt-
liche in m' aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und m' relative
Primzahlen sind, keine Primzahl der einen Reihe mit einer der
andern iiberein, d h. alle Primzahlen

ab, c. a, b, c.

]
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sind von einander verschieden. = Sie gehen ferner simmtlich in
dem Product mm' auf, und umgekehrt muss jede in mm' aufge-
hende Primzahl, da sie in einem der beiden Factoren m, m' auf-
gehen muss, mit einer dieser Primzahlen iibereinstimmen. Also
sind dies die simmtlichen von einander verschiedenen in mm’
aufgehenden Primzahlen; hieraus folgt

(-2 0-3 (-

(-3 (-5 -2
Da nun andererseits
s =n(1-3) (-3) (-2)
v = w(14) (=) (43

ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig-
keit des zu beweisenden Satzes.
So ist z. B.

9(60) = @(4.15) =@ (4)p(15) = 2.8 = 16.
Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei-
teres auf ein Product aus beliebig vielen Zahlen me, m', m” . ..
ausgedehnt werden kann, welche simmtlich unter einander relative
Primzahlen sind; denn es ist z. B.

@ (mm'm") = @ (m) g (n'm'") =8p(m) @ (m')  (m")
und dhnlich fiir eine grossere Anzahl von Factoren.

@ (mm) = mm'

und

§. 13.

Die Aufgabe, den Werth der Function ¢ (m) zu bestimme“gi
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden: -
Wenn 8 irgend ein Divisor der Zahl m = n?d ist, so soll

die Anzahl derjenigen der Zahlen s

1,2,8. ’ TR
bestimmt werden, welche mt m den grossten yemezmchaﬂhcke» Bﬁf
visor & haben. Bda

Wir konnen dieselbe soglemh auf den frithern spemellen Fall



Theilbarkeit der Zahlen. ) 25

zuriickfithren. Zun#chst leuchtet ndmlich ein, dass die Zahlen, um
welche es sich handelt, unter den Vielfachen von @, also unter den
Zahlen

0,28, 30,...n0
zu suchen sind. Damit nun & der grosste gemeinschaftliche Divisor
von m = n 0 und einer Zahl von der Form 74 sei, ist erforderlich
und hinreichend, dass der Coefficient » relative Primzahl gegen
n sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleich die Anzahl derjenigen
der Zahlen

1,2,3...m,

welche relative Primzahlen gegen die letzte n derselben sind; diese
Anzah] ist folglich = ¢ (n). Offenbar geht diese allgemeinere
Aufgabe wieder in die frithere iiber, wenn der Divisor § = 1 ist.

Aus der Losung dieser Aufgabe lidsst sich nun ein schéner
Satz iiber die Function ¢ (m) ableiten, der in spiteren Unter-
suchungen eine grosse Rolle spielt. Schreiben wir einmal alle Di-
visoren

&, 8" 8" ...
der Zahl
‘ m:n’a':n”a": NIBHI:__'_...
auf, und theilen wir alle m Zahlen
1,2,3...m

in ebenso viele Gruppen ein, als es Divisoren & von m giebt, indem
wir alle die Zahlen, welche mit m den grossten gemeinschaftlichen
Divisor ¢’ haben, und deren Anzahl nach dem Vorhergehenden
== @(n') ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die ¢ (n") Zahlen,
‘welche mit m den grossten gemeinschaftlichen Divisor ¢” haben,
in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So leuchtet ein, dass jede
der m Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche Gruppe auf-
genommen wird, und es muss daher das Aggregat der Zahlen

(), p(n"), (") ...
welche angeben; wie viele Zahlen der ersten, zweiten, dritten u.s. w.
Gruppe angehéren, mit der’ Anzahl m der simmtlichen in diese
Gruppen vertheilten Zahlen iibereinstimmen. Da nun die Zahlen
w', n", " ... dje simmtlichen Divisoren der Zahl m bilden, so er-
halten wir folgenden Satz*):

*) Gauss: D. A. art. 89;

)

3
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Durchliuft n alle Divisoren einer Zahl m, so ist die ent-

sprechende Summe
> tp(n) = m.

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu

" priifen. Nehmen wir m = 60, so sind die Zahlen
1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60

die simmtlichen Divisoren » von 60. Nun ist

(1) =1, 92 =1, 9(8) =2, 9(4) =2,

96) =4 9(6) =2 9(10)=4 p(12)=4,

@(15) =8, @(20) =28, ¢(380) =8, @(60) = 16;
uud die Summe aller dieser Zahlen ist in der That = 60. -

&

§ 14.

Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes iiber
die Function ¢ (m) ergab sich unmittelbar aus dem Begriff dieser
Function ohne Hiilfe der vorher fiir dieselbe gefundenen Form
und ohne alle Rechnung*); es wird aber gut sein, noch einen zwei-
ten Beweis hinzuzufiigen, welcher mehr rechnend zu Werke geht und
die friiher abgeleitete Form der Function und die daraus gezogenen
Folgerungen voraussetzt.

Jeder Divisor » der Zahl
m=a*bPc¥ ...
hat die Form
n=—avbfc ..
wo wie friiher a, b, ¢ . .. vorf einander verschiedene Primzahlen
bedeuten. Da also a%,5#,¢” ... unter einander relative Primashlen
sind, so ist Ly
() = 9 (a*) 9 (%) @(&") . .
Um nun alle Divisoren » der Zahl m zu erhalten, muss m

‘555;
*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die Function ¢(m) vollma(h&
” ‘daes aus ihm such die (in §. 11 gefundene) Form derselben :bgehikt

m ksun; siche die Supplements VII, §. 188.
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of die Zahlen 0, 1,2 ... 0%
ﬁ'” > 014,2...8

7 » 0, L,2...9

u s W
durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller entsprechen-
den Werthe @ (), so leuchtet ein, dass dasselbe m1t dem Product

aus den folgenden Summen

p+o@+e@)+ - + 9@
oD +9®) +90)+ --- +o@F)
o)+ o@+e)+ - +o(@)
. . 8. W.
iibereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich
1+4@—1)4+(@—at+ .- +(@—1)a*?
=14 (a*—1) = a%;
ebenso ist b8 die zweite, ¢’ die dritte Summe u. 5. f Es ergiebt
sich daher, dass das Aggregat

Spn) =a%.b8.¢"...=m
ist, was zu beweisen war.

§. 15.

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Losung
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes fiihrt, welcher
sonst gewohnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es
handelt sich darum, wenn m eine beliebige ganze Zahl und p eine
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der hochsten Potenz von
p zu bestimmen, welche in der Facultit

ml=1.2.3...m < [(w)
aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grosste in dem Bruch m: p
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den m Factoren von m/
nur die folgenden m' durch p theilbar
, P 2p, 8p...mp;

und da die iibrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spielen,
80 stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der hoch-
sten Potenz von p iiberein, welche in dem Product

1.2...m.p"
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dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe
aus ' und dem Exponenten der -hichsten Potenz von p, welche in
der Facultit

m!=1.2...m
aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte Ex-
ponent gleich

m +m " . »
ist, wo m”, m"’ . . . die grossten in den Briichen m' : p, m" : p . ..
enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der
Zahlen m/,m",m'" . . . eine abnehmende und folglich eine endliche;

der gesuchte Exponent wird — 0 sein, wenn p >m ist; denn dann
ist schon m' = 0 Es mag beildufig noch bemerkt werden, dass
die Zahlen m/, m", m'" . . . auch die grossten resp. in den Briichen
m:p, m:p? o p3. enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist ndm-
lich » die grosste in m : @, und s die grﬁsste in 7 : b enthaltene
ganze Zahl, so ist s auch stets d1e grosste in m : ab enthaltene

ganze Zahl.
Ist z. B. m = 60 und p = 7, so ist die grosste in
9.7—0 enthaltene ganze Zahl m' — 8

und die grosste in

8 60 )

7 oder in 9 enthaltene ganze Zahl m" =1
und die grosste in

1 . 60 m_
7 oder in e enthaltene ganze Zahl m 0;

also ist
T84l — 79
die hochste Potenz von 7, welche in der Facultit 60/ aufgeht.
Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge-
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist

, m=f+g+ht--
80 15t
m!
Jlaglht ...
etne ganze Zohl.

Denn' wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist,
und wenn wir eine der frilhern analoge Bezeichnung beibehalten,
80 gind :



T heilbarkeit. der Zahlen. 29

fl+f!l+flll+ .
g+9"+9"+ -
[y TRy YL B
w8 W
die Exponenten der hichsten Potenzen von p, welche resp. in £/,
in g/, in A/ uw. s. w. aufgehen, und folglich ist
Ftgd+H+ )+ (P g+ W+ )
+(f’/l+glll+hlll+ .. .)+ “ ..
der Exponent der hichsten Potenz von p, welche in dem ganzen
Nenner aufgeht. Andererseits ist
ml+mll+mlll+ V.
der Exponent der hochsten im Zahler aufgehenden Potenz von p;
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner
ist als die erstere. Da nun
m_fio. k.
AT
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass
mlgfl+gl+hl+ e .
sein muss; hieraus folgt aber wieder
ml fl gl hl o
? = P + v + ? +
mrlgf/l+gll+hl/+ .
u. 8. f, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. Da
nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft
im Zihler aufgeht, so ist der Zahler theilbar durch den Nenner,
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl.
Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven
ganzen Zahlen
X @+1) @+2) ... @+m—1) (@+m)
stets’durch das Product der ersten m ganzen Zahlen
ml=1.2.3...(m—1)m
theilbar ist; denn der Quotient
@+Y @+ .. @tm—1) @+m)
1 . 2 ... (m—1) m

(a+m)!
al m!
und folglich eine ganze Zahl. IS 0

[ 114 »
- L%

also a fortior:

ist gleich
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§. 16.

Hiermit beschliessen wir die Reihe der Sitze iiber die Theil-
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Miithe werth, an dieser
Stelle noch einen Riickblick auf den Entwicklungsgang dieser un-
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir nun
vor allen Dingen, dass das ganze Gebdude auf einem Fundament
ruht, ndmlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient, den gross-
ten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufinden. Dass
alle nachfolgenden Sitze, wenn sie sich auch zum Theil auf erst
spiter eingefiihrte Begriffe, wie die der relativen und absoluten
Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem
Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass man
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird: in jeder analogen
Theorie, in welcher ein’ dem Algorithmus des grossten gemein-
schaftlichen Divisors dhnlicher Algorithmus existirt, muss auch ein
- System von Folgerungen Statt finden, welches dem in unserer
Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That giebt es solche
Theorieen ; betrachtet man z. B. alle in der Form

t+uV—a

enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive, ¢ und %
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen, so kann
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl
ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein Pro-
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl 'ist.
Aber nur fiir gewisse besondere Werthe von a, z B. fiir @ == 1,
ldsst sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zshlen durch einen endlich abschliessenden Algorithmus beant-
worten, der dem in unserer reellen Theorie ganz hnlich ist; es
findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form ¢ 4w}/ —

auch durchgiingige Analogie mit unserer Theorie der reellen Zahlen
Statt. Ganz anders verhilt es sich, wenn z. B a = 11 ist; in der
Theorie der Zahlen von der Form ¢4 %}/ — 11 findet unter andern
der Satz nicht mehr Statt, dass eine Za.hl nur auf eine einzige
Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren Zahlen dargestellt
werden kann; so z. B. lisst sich die Zahl 156 einmal als 3 . 5, ein
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anderes Mal als (24+V—11) (2— V—11) darstellen, obgleich
jede der vier Zahlen

3 5 2+)—11, 2—V—11

nicht weiter in Factoren von der Form ¢4 «V/— 11 zerlegbar ist.
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin,
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al-
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zahlen zu bilden*).

*) Die Einfithrung der ganzen complexen Zahlen von der Form
t+uV—1 ribrt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria res:-
duorum biguadraticorum II, oder in einer Abhandlung von Dirichlet:
Recherches sur les formes quadratiques & coéfficients et a tndéterminées
complexes (Crelle’s Journal XXIV). Das oben erwihnte abweichende Ver-
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einfihrung der t{dealen Zahlen
veranlasst (Crelle’s Journal XXXV).



