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6 Erster Abschnitt.

1. Ist ¢ Multiplum von b, b wieder Multiplum von ¢, so ist
auch ¢ Multiplum von ¢. Denn der Annahme nach ist a = m?b,
b = ne, wo m und x irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; h1eraus
folgt @ = m (nc) = (mn)c, also ist a theilbar durch c.

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede
ein Vielfaches der niichstfolgenden ist, so ist auch jede frithere
Zahl ein Vielfaches von jeder spétern.

2. Ist die Zahl a sowohl alsauch & ein Multiplum einer dritten
Zahl ¢, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden er-
steren ein Multiplum der dritten. Denn aus a = mc, b = nc folgt

\ai—b=(mﬂ_‘%)c.

§ 4.

Von der grossten Wichtigkeit fiir die Lehre von der Theil-
barkeit’der Zahlen ist folgende Aufgabe *): Wenn irgend zwes
9anze positive Zahlen a, b gegeben sind, so sollen die gemeinschaft-
lichen Theiler derselben, d. h. diejenigen Zahlen 0 gefunden werden,
welche gleichzeitig in a und in b aufgehen.

Wir kénnen annehmen, es sei a grosser oder wenigstens nicht
kleiner als &; dann wird die Division von a durch b einen Quotien-
ten m und einen Rest ¢ geben, welcher letztere jedenfalls kleiner
als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division resultirende
Gleichung ' ’

a=mb+c¢
, und nehmen wir an, es sei d irgend eine sowohl in a als in b auf-
| gehende Zahl, so ist & jedenfalls auch ein Divisor des Restes ¢;.
[ denn da a und b Multipla von & sind, so ist (nach § 3) mb, und
folglich auch die Differenz a—mb = ¢ ein Multiplum von @
Wir kénnen daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der bei~
den Zahlen a, b ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der he:dﬁit
Zahlen b, c. Umgekehrt ist 8 ein gememschaithcher Dmsor dn,r
beiden Zahlen b,¢, soist, da & dann auch in mb sufgeht, die Sutme
‘mb+ ¢ = a der beiden Multipla md und ¢ von & ebsnfalls .ein
Multiplum von 8; also ist jeder gemeinschaftliche Dmsor den Zsh~
len b, ¢ auch gememschafthcher Divisor der Zablen a, b, Mithin
stimmen die gememschafthchen Divisoren der beiden Zahlen a,i,;

-

") Buclid's E‘Iemmn, Buch VII, Satz 2,
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vollstéiindig mit denen der beiden Zahlen b, ¢ iiberein; unsere Unter-
suchung ist daher von dem Paare a, b auf das Paar b, ¢ reducirt,
und da & nicht grosser als a, ¢ aber jedenfalls kleiner als & ist,
so konnen wir mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein-
facheres zuriickgefiihrt sei.

Wenn nun ¢ von Null verschieden ist, die erste Division also
nicht aufgeht, so konnen wir, indem wir b durch die kleinere Zahl
¢ dividiren, wieder eine Gleichung von der Form

b=mnc+d

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende

¢ ist. Durch eine der obigen ganz dhnliche Betrachtung ergiebt

sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen -
¢, d vollstindig mit denen der Zahlen b, ¢ und also auch mit denen

der Zahlen @, b iibereinstimmen.

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, was
nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus eintreten
muss; denn die Zahlen b, ¢, d . . . bilden eine Reihe von bestindig
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von
Zahlen giebt, welche kleiner sind als 4, so muss unter ihnen end-
lich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine Kette von
Gleichungen von der Form

a=mb+c
b=mnc+d

----------

..........

Jeder gemeinschaftliche Divisor & von a, b ist auch Divisor der fol-
genden Zahlen ¢, d . . ., endlich auch von }; umgekehrt, ist & ein
Divisor von A, so lehrt die letzte Gleichung, dass & auch Divisor
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von g und % ist; folglich ist
3 auch Divisor von f und ebenso von den vorhergehenden Zahlen,
endlich auch von & und von a. Wir haben daher das Resultat:

"Di¢ gemeinschaftlichen Divisoren eweier Zahlen a und b stims.
men:fberein mit den simmtlichen Divisoren Einer bestimmien Zahl
M, welche man durch den obfgen Algorithmus stets finden kann: - D8
nup b selbst zu diesen Divisoren gehort und unter’ ihnen dem:



