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8 Erster Abschnitt.

Werth nach der grissste ist, so nennt man diese Zahl % den grossten
gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen ¢ und &.

Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollstiindig gelost,
sondern nur auf das andere zuriickgefiihrt, simmtliche Divisoren
einer gegebenen Zahl % zu finden, fiir welches wir noch keine di-
recte Losung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend
zeigen, dass der obige ‘Algorithmus ein Fundament bildet, auf
welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur einige Be-
merkungen noch, um auch nicht den geringsten Zweifel .gegen die
Allgemeinheit der folgenden Siitze aufkommen zu lassen: wir
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus-
setzung, dass @ nicht kleiner als b sei; allein fiir den Fall, dass
@ < b sein sollte, braucht man nur m = 0, also ¢ — ¢ zu nehmen,
um dieselbe Form auch dann zu wahren. Ebenso leicht erkennt
man, dass das Vorzeichen der Zahlen a, b ganz unwesentlich ist;
ja, es darf sogar eine von ihnen — 0 sein; nur, wenn beide — 0
sind, kann von einem grissten gemeinschaftlichen Divisor derselben
keine Rede sein.
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Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen a, b die Einheit
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl
Zahlen ohme gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1; oder man sagt auch:
o ist relative Primzahl gegen oder zu b. Dieser Definition zufolge
erkennt man also zwei Zahlen als relative Primzahlen daran, dass
bei dem Algorithmus des grossten gemeinschaftlichen Divisors ein-
mal der Rest » = 1 auftritt. Fiir solche Zahlen gilt nun der fol-
gende cE

" Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen, und ist & eine bos
lighige-dritte Zahl, so ist jeder gemeinschaftliche Theiler der beidesn
Zahlen ak,b auch gemeinschaftlicher Theiler der beidey Zahlon % &
* Um sich hiervon zu iiberzeugen, braucht man nur siimmtlichs
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grissten gemeinschafts
tiehen Divisors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vors
letate, da A = 1'ist; in unserm Falle S =159+ 1 lautet, mit ¥
mt multipliciren; man erhilt dann
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ak = mbk + ck
bk = nck + dk
ck = pdk 4 ek
Sk =sgk +Fk

Ist nun & irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so
geht & auch in mbk, also auch in ak — mbk — ck auf; es geht
daher & auch in nck und folglich auch in bk — nck = dk auf.
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem
Resultat, dass & auch in fk, in gk, folglich auch in fk—sgk =&
aufgehen muss, was zu beweisen war.

Im Folgenden werden wir vorziiglich zwei specielle Fille dieses
Satzes gebrauchen, ndmlich:

1. Das Product zweier Zahlen a und k, deren jede relative
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls relative Primzahl zu b;
denn unserm Satze nach haben ak und b dieselben gemeinschaft-
lichen Divisoren, wie % und b; da aber k und b relative Primzahlen
sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaftlichen Divisor 15
dasselbe gilt ‘daher von a% und b, also sind diese Zahlen relative
Primzahlen.

2. Sind a und b relative Primzahlen, und ist ak dwrch b theil-
bar, so ist auch k dwrch b theilbar; denn da der Annahme zufolge
ak und b den-gemeinschaftlichen Divisor & haben, so muss dem
Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor von k und b, also
jedenfalls Divisor von % sein.

3.. Den ersten dieser beiden Sitze kann man leicht verall-
gemeinern. Ist jede der Zahlen a, b, ¢, d ... relative Primzahl
gegen eine Zahl a, so ist auch ab, folglich auch das Product abe
aus ab und ¢, folglich auch dasProduct abcd aus abc und 4 u.s.f,
kurz das Product abed . . . aller jener Zahlen ebenfalls relative
Primzahl gegen o Allgemeiner, hat man swei Reihen von Zaklew
‘ a,bcd...
wnd ‘

. B y..
von der Beschaffewheit, dass jede Zahl der einen Reihe relative
~ Primsahl gegen jede Zahl der andern Reihe ist, so ist auch-dus
-Prodwuct abed . . . aller Zahlen der einen Reihe relative Priminkl

pume s



