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nehme man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multi-
plum auf; sind aber a, b, ¢ . . . die simmtlichen Primzahlen, welche
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen,
80 erhdlt man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemein-
schaftliche Multiplum in der Form
a“bB e’ .. .,

wo z. B. der Exponent «’' dadurch bestimmt ist, dass die Primzahl
a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau «'mal, in allen
iibrigen aber nicht 6fter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor enthalten muss,
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und zwar minde-
stens ebenso oft, als diese. '

Endlich konnen wir aus den vorhergehenden Principien noch
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl

m = a%bfc” . ..
eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl k ist. Dazu ist offenbar

erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten e, 8, . . . durch
r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme

m =k | S

'

erkennt.

§ 11.

Wir gehen nun zu einer Untersuchung iiber, welche an sich
schon interessant und ausserdem fiir die Folge von der gréssten
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen

1,2 34...m
bis zu einer beliebigen letzten m aufgeschrieben, und ziihlen wir
ab), wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte.m
sind. gDiese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durth<
gingig mit ¢ (m), wo der Buchstabe ¢ die Rolle eines Functions-
zeichens spielt*). Da die Einheit relative Primzahl gegen sich
" selbst ist, so folgt zunichst

p()=1
durch wirkliches Abziihlen findet man ferner

" %) Gauss: Disquisitiones Arithmeticae art. 38.

.
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A 22 =109008) =2 904) =2 ¢(5) =4

u. 8. w. Allein es kommt darauf an, einen allgemeinen Ausdruck
fiir die Function ¢ () zu finden, und wir werden sehen, dass man
zu diesem Zweck nur die simmtlichen von einander verschiedenen
Primzahlen «, b, ¢ . . . zu kennen braucht, welche in m aufgehen.
Unsere Aufgabe ist ndmlich identisch mit dieser: die Anzahl der
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Primzahlen
a, b, ¢ . . . theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller
Fall der folgenden:

Wenn q, b, ¢ . .. relative Primzablen sind und simmtlich in
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl derjenigen der Zahlen

1,2,3...m (M)
bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . theil-
bar sind. .

Es zeigt sich nun, wie es hiufig geschieht, dass die allgemei-
nere Aufgabe leichter zu lGsen ist, als der direct angegriffene spe-
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zunichst aus dem
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a
* theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen
3 a,2a,3a...%a;
die Anzahl derselben ist m : a; es bleiben daixer, nachdem die-
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur

m 1
= m (1-2) ®
Zahlen iibrig, welche nicht durch @ theilbar sind, und deren Com-
plex wir mit (4) bezeichnen wollen.
Aus diesem Complex (4) sind nun zuniichst alle durch btheﬂ-\
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle dxejemgﬂ;h

Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forder g

niigen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie ol

theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Fordm

geniigen, sind die folgenden R
b, 25, 30, . g b g

damit aber eine dieser Zahlen, z. B. rb, auch der ersten Forderungb
- goniige, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coeﬁicwnt r
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nicht durch @ theilbar sei; denn da der Annahme nach o und &
relative Primzahlen sind, so ist #5 theilbar oder nicht theilbar
durch a, je nachdem # durch e theilbar ist oder nicht (§. 5, 2.).
Die Anzahl der noch aus dem Complex (A4) auszuscheidenden
Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derjenigen der Zahlen

1,2,8... ’%’,
welche nicht durch @ theilbar sind.” Da nun m darch a und 5,
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen
m : b theilbar durch a; unsere Frage ist also dieselbe fiir die Zahl
m : b wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt fiir die Zahl
m gelost und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die An-

zahl der aus (4) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich

1
= ( 1— ;)
und wir erhalten

"(-DE(-H=m(-D (-F) @

als Anzahl derjenigen im Complex (4) enthaltenen Zahlen, welche
nicht durch & theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der-
jenigen in (B) enthaltenen Zahlen, welche veder durch a noch
durch & theilbar sind. .

. Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (B), so kann
man in derselbén Weise fortfahren und gelafigt so durch Induction
zu dem Resultat, dags diegAnzahl derjenigen in (M) enthaltenen
Zahlen (K), welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . k theilbar
sind, gleich

1 1 1 1
”‘(1—7:‘2 (=3)(=3) (-5
ist. Um die Allgerneingiiltigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen,
nehmgn wir an, dass die Richtigkeit desselben *fiir die Zahlen
@, b, ¢ ...k schon béwiesen sei, und untersuchen, was geschieht,
wenn zu ‘denselben noch eine andere! hinzukommt, wobei natiirlich
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass I in m aufgeht,. zwejtens
dass 1 relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen
a b, c...kist

Um die Anzahl aller in (M) enthaltenen Zahlep zu bestimmen,
welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . k,  theilbar sind, haben
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wir aus dem Complex (K) derjenigen Zahlen, welche durch keine
der Zahlen a, b, ¢ . . . k theilbar sind, und deren Anzahl durch
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche
durch I theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) enthal-
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a, b,¢...FE,
zweitens theilbar durch 7 sind. Alle durch I theilbaren Zahlen
des Complexes (M) sind diese

z,zz,sz...ﬂzz,

und damit irgend eine derselben, z. B. rl, durch keine der Zahlen
-a, b ...k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der
Coefficient r dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der auszu~
scheidenden Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derje-
nigen unter den Zahlen
m

L2...
welche}durch keine der Zahlen a, b . . . & theilbar sind; diese ist
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich

7(1-2) (=3) (=)

nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K') bleiben daher
1 1 1
n(ir2) (—3) ()
“50-D0-3 (5D
—n (=) () -+ (D) (-3)

Zahlen iibrig, namhch diejenigen , Welche durch keine der Zahlen
a, bc...Fk ltheﬂbar ‘sind.

Hlenmt ist die Allgemeingiiltigkeit unseres Satzes bewiesen;
kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Aufgabe zuriick, gp er-
halten wir das Resultat*): .

*) Euler: Theoremata arithmetica nova methodo demonsirata, Comm.:
nov. Ac. Petrop. VIIL p. 74. Speculationes circa quasdam.insignes pro-
prietates numerorum, Acta Petrop. IV, 2. p. 18. — Eine hochst werthvolle
Sammlung der arithmetischen Abhandlungen Euler's ist von den Briidern
Fuss unter folgendem Titel herausgegeben: Leonhard:s” Euleri. Commenta-
tiones Arithmeticae’ Collectae. Petropoli 1849. 2 tom. ’



