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of die Zahlen 0, 1,2 ... 0%
ﬁ'” > 014,2...8

7 » 0, L,2...9

u s W
durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller entsprechen-
den Werthe @ (), so leuchtet ein, dass dasselbe m1t dem Product

aus den folgenden Summen

p+o@+e@)+ - + 9@
oD +9®) +90)+ --- +o@F)
o)+ o@+e)+ - +o(@)
. . 8. W.
iibereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich
1+4@—1)4+(@—at+ .- +(@—1)a*?
=14 (a*—1) = a%;
ebenso ist b8 die zweite, ¢’ die dritte Summe u. 5. f Es ergiebt
sich daher, dass das Aggregat

Spn) =a%.b8.¢"...=m
ist, was zu beweisen war.

§. 15.

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Losung
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes fiihrt, welcher
sonst gewohnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es
handelt sich darum, wenn m eine beliebige ganze Zahl und p eine
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der hochsten Potenz von
p zu bestimmen, welche in der Facultit

ml=1.2.3...m < [(w)
aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grosste in dem Bruch m: p
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den m Factoren von m/
nur die folgenden m' durch p theilbar
, P 2p, 8p...mp;

und da die iibrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spielen,
80 stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der hoch-
sten Potenz von p iiberein, welche in dem Product

1.2...m.p"
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dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe
aus ' und dem Exponenten der -hichsten Potenz von p, welche in
der Facultit

m!=1.2...m
aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte Ex-
ponent gleich

m +m " . »
ist, wo m”, m"’ . . . die grossten in den Briichen m' : p, m" : p . ..
enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der
Zahlen m/,m",m'" . . . eine abnehmende und folglich eine endliche;

der gesuchte Exponent wird — 0 sein, wenn p >m ist; denn dann
ist schon m' = 0 Es mag beildufig noch bemerkt werden, dass
die Zahlen m/, m", m'" . . . auch die grossten resp. in den Briichen
m:p, m:p? o p3. enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist ndm-
lich » die grosste in m : @, und s die grﬁsste in 7 : b enthaltene
ganze Zahl, so ist s auch stets d1e grosste in m : ab enthaltene

ganze Zahl.
Ist z. B. m = 60 und p = 7, so ist die grosste in
9.7—0 enthaltene ganze Zahl m' — 8

und die grosste in

8 60 )

7 oder in 9 enthaltene ganze Zahl m" =1
und die grosste in

1 . 60 m_
7 oder in e enthaltene ganze Zahl m 0;

also ist
T84l — 79
die hochste Potenz von 7, welche in der Facultit 60/ aufgeht.
Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge-
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist

, m=f+g+ht--
80 15t
m!
Jlaglht ...
etne ganze Zohl.

Denn' wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist,
und wenn wir eine der frilhern analoge Bezeichnung beibehalten,
80 gind :
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fl+f!l+flll+ .
g+9"+9"+ -
[y TRy YL B
w8 W
die Exponenten der hichsten Potenzen von p, welche resp. in £/,
in g/, in A/ uw. s. w. aufgehen, und folglich ist
Ftgd+H+ )+ (P g+ W+ )
+(f’/l+glll+hlll+ .. .)+ “ ..
der Exponent der hichsten Potenz von p, welche in dem ganzen
Nenner aufgeht. Andererseits ist
ml+mll+mlll+ V.
der Exponent der hochsten im Zahler aufgehenden Potenz von p;
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner
ist als die erstere. Da nun
m_fio. k.
AT
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass
mlgfl+gl+hl+ e .
sein muss; hieraus folgt aber wieder
ml fl gl hl o
? = P + v + ? +
mrlgf/l+gll+hl/+ .
u. 8. f, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. Da
nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft
im Zihler aufgeht, so ist der Zahler theilbar durch den Nenner,
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl.
Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven
ganzen Zahlen
X @+1) @+2) ... @+m—1) (@+m)
stets’durch das Product der ersten m ganzen Zahlen
ml=1.2.3...(m—1)m
theilbar ist; denn der Quotient
@+Y @+ .. @tm—1) @+m)
1 . 2 ... (m—1) m

(a+m)!
al m!
und folglich eine ganze Zahl. IS 0
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also a fortior:

ist gleich



