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§. 16.

Hiermit beschliessen wir die Reihe der Sitze iiber die Theil-
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Miithe werth, an dieser
Stelle noch einen Riickblick auf den Entwicklungsgang dieser un-
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir nun
vor allen Dingen, dass das ganze Gebdude auf einem Fundament
ruht, ndmlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient, den gross-
ten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufinden. Dass
alle nachfolgenden Sitze, wenn sie sich auch zum Theil auf erst
spiter eingefiihrte Begriffe, wie die der relativen und absoluten
Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem
Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass man
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird: in jeder analogen
Theorie, in welcher ein’ dem Algorithmus des grossten gemein-
schaftlichen Divisors dhnlicher Algorithmus existirt, muss auch ein
- System von Folgerungen Statt finden, welches dem in unserer
Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That giebt es solche
Theorieen ; betrachtet man z. B. alle in der Form

t+uV—a

enthaltenen Zahlen, in welcher a eine bestimmte positive, ¢ und %
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganze Zahlen, so kann
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl
ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein Pro-
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl 'ist.
Aber nur fiir gewisse besondere Werthe von a, z B. fiir @ == 1,
ldsst sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zshlen durch einen endlich abschliessenden Algorithmus beant-
worten, der dem in unserer reellen Theorie ganz hnlich ist; es
findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form ¢ 4w}/ —

auch durchgiingige Analogie mit unserer Theorie der reellen Zahlen
Statt. Ganz anders verhilt es sich, wenn z. B a = 11 ist; in der
Theorie der Zahlen von der Form ¢4 %}/ — 11 findet unter andern
der Satz nicht mehr Statt, dass eine Za.hl nur auf eine einzige
Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren Zahlen dargestellt
werden kann; so z. B. lisst sich die Zahl 156 einmal als 3 . 5, ein



Theilbarkeit der Zahlen. 31

anderes Mal als (24+V—11) (2— V—11) darstellen, obgleich
jede der vier Zahlen

3 5 2+)—11, 2—V—11

nicht weiter in Factoren von der Form ¢4 «V/— 11 zerlegbar ist.
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin,
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al-
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zahlen zu bilden*).

*) Die Einfithrung der ganzen complexen Zahlen von der Form
t+uV—1 ribrt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria res:-
duorum biguadraticorum II, oder in einer Abhandlung von Dirichlet:
Recherches sur les formes quadratiques & coéfficients et a tndéterminées
complexes (Crelle’s Journal XXIV). Das oben erwihnte abweichende Ver-
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einfihrung der t{dealen Zahlen
veranlasst (Crelle’s Journal XXXV).



