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Zweiter Abschnitt.

Von der Congruenz der Zahlen.

§ 17.

Bedeutet % irgend eine positive ganze Zahl, so lasst sich jede
beliebige ganze Zahl a stets und nur auf eine einzige Weise in die
Form

a=sk+}r
bringen, in welcher s eine ganze Zahl und » eine der k Zahlen
0,1,2...(k—1)
bedeutet. Denn lisst man zuniichst s alle ganzen Zahlwerthe von
— o bis 4 o durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die simmtli-
chén Multipla von %, und von einem solchen Multiplum sk bis

zum néchst grossern (s+1)% excl. giebt es immer nur % Zahlen,
némlich

skysk+1, sk+2...sk+(k—1);
giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, “w
dem r jedesmal alle jene bestimmten ¥ Werthe, so durchlﬁ.nﬁ*
Ausdruck sk -+ r wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferii
jede Zahl @ auf diese Weise nur ein einziges Mal erzeugt 'iﬁ,
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn +
sk4v =sk+r
ist, so folgt daraus
. Y —r = (s—sk; .
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wenn nun ¢’ ebenfalls eine der % Zahlen 0, 1, 2 ... (k—1) ist, so
ist der absolute Werth von # —# ebenfalls eine dieser Zahlen,
also kleiner als %; da aber #' —r ein Multiplum von % ist, so
kann # — 7 nur = 0 sein, woraus 7' = r und s’ == s folgt.

Wir werden nun im Folgenden sagen, dass die Zahl # der
Rest der Zahl @ in Bezug auf den Modulus k ist; sobald ferner
zwei Zahlen ¢ und % in Bezug auf denselben Modulus % denselben
Rest r lassen, sollen sie gleichrestig oder (nach Gauss) congruent
in Bezug auf den Modulus % heissen; da in diesem Fall a=sk+r
und b = s'k+r ist, so folgt, dass die Differenz a —b = (s —s') %
‘durch den Modulus % theilbar ist; und umgekehrt, ist @ — & durch
% theilbar, so sind die Zahlen ¢ und & auch congruent in Bezug
auf den Modul %; denn ist » der Rest von a, # der von 3, also

a=sk+r, b=2¢k+7,
80 ist

o—b=(s—sHk+(r—r);
da nun' der Voraussetzung nach & — b ein Multiplum von % ist, so
muss auch ¢'—+# ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen
haben, nicht anders moglich ist, als wenn # = r ist. Man konnte
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Differenz
durch den Modul theilbar ist. (Aus diesem Grunde hat man die
Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede von
zwei einander nach dem Modul % congruenten Zahlen @ und & ein
Rest der andern heisst.)

Da man sehr hiufig die Congruenz zweier Zahlen @ und % in
Bezug auf eine dritte % als Modul auszudriicken hat, so ist .von
Gauss *) fiir dieselbe folgende Bezeichnung eingefiihrt:

- = b (mod.k).

So ist z. B. §2 9

8 =—25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7).

Da die beiden Zahlen @ und b in dem Begriffe der Congruenz
dieselbe Rolle spielen, so darf man offenbar die zur Linken und
Rechten des Zeichens = stehenden Zahlen mit einander vertauschen.
Ferner leuchten aus dem Begritfe der Congruenz leicht die folgenden
Sitze ein: : )

.1. Sind @ und % zwei beliebige Zahlen, so ist stets

a = a(mod. %).

¥) D. A. art. 2.
Dirjchlet, Zahlentheorie. 3
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2. Ist in Bezug auf denselben Modulus % eine erste Zahl «
einer zweiten b, diese wieder einer dritten ¢ congruent, so ist auch
die erste o der dritten ¢ in Bezug auf % congruent; in Zeichen: ist

a = b (mod.%), b = c (mod.k),
80 ist auch
a = ¢ (mod. ).

Denn die Reste der drei Zahlen a, b, ¢ sind einander gleich; oder
auch, da @ —b und & — ¢ Multipla von % sind, so ist auch (a — b)
+ (b —¢) = @ — ¢ Multiplum von #.

3. Ist

a="b (mod.%) und m = n (mod. k),

so ist auch

a+m=b+n (mod.k) und ¢ —m = b —n (mod. k).

Denn da a—b und m—n Multipla von k sind, so sind auch
(a—b)+ (m—n) = (a+m) — (b+n) und (a—b) — (m—mn)
= (@ — m) — (b — n) Multipla von %.

- Dies ldsst sich fiir eine beliebige Anzahl von Congruenzen
erweitern, die sich auf denselben Modulus beziehen; man kann sie
addiren und subtrahiren wie Gleichungen.

4. Ist wieder

= b (mod.%) und m = n (mod.k),
so ist auch
am = bn (mod. k).

Demn da a—b ein Vielfaches von % ist, so ist zundchst auch
(a—b) m = am—bm ein solches, also

am = bm (mod.%);
da ferner m—n ein Vielfaches von k ist, so ist auch b(m— n)
= bm — bn ein solches, also

b = bn (mod. %); . ~
die belden Zahlen am und bn sind daher derselben Zahl bm cun-
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent. '

Auch dieser Satz lisst sich dahin verallgemeinern, dass man
eine ganze Reihe von Congruenzen, die sich auf denselben Modul
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Glelchungen, Hnd
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruenten
Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Modulus.

5. Die bisherigen Siitze kann man folgendermaassen zusam-
menfassen. Ist f (2,9, ...) eine ganze rationale Function der

.
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Unbestimmten z, y, # . . ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind,
und ist in Bezug auf einen und denselben Modulus &
a=d, b=b,c=c...,
s0 ist auch
f(a,b,c .. )= f(,b,c ...) (mod.k).

6. Etwas anders verhdlt es sich bei der Division. Ist némlich
am = bm (mod. k),
so kann man hieraus im Allgemeinen nicht mit Sicherheit schliessen,
dass auch @ = b (mod.%) sein muss; bezeichnen wir mit 8 den
grossten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen m = m’d
und % = %8, so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass

a=2b (mod. ZS.)

sein muss, Denn da m(a—0b) durch %, also m'(a—0) durch ¥’
theilbar, und m' relative Primzahl gegen %’ ist, so muss (¢ —b)
durch %' theilbar sein.

7. Ist
a = b (mod. %)
und m irgend ein Divisor von %, so ist auch
a = b (mod.m).

Denn g —b ist ein Multiplum von %, und % ein Multiplum von m;
also ist a—b auch ein Multiplum von m.

8. Ist
¢ =1b (mod.%k) und a = b (mod.7) und @ = b (mod. m) u. s. w.,
80 ist auch
a = b (mod.h),

wo h das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von %, 7, m . . . be-.
zeichnet. Denn @ —b ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller
dieser Zahlen, also auch Multiplum von h.

" Hieraus' folgt auch noch als ein besonders bemerkenswerther
specieller Fall, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug
auf eine Reihe von Moduln, die‘séimmlich unter einander relative
Primzahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt,
welcher das Product aus allen jenen Moduln ist.

Wir bemerken schliesslich, dass auch negative Moduln % zu-
gelassen werden; das Zeichen a = b (mod.k) bedeutet auch dann,
8%
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dass die Differenz @ — b durch % theilbar ist; offenbar behalten die
vorstehenden Sitze auch nach dieser Erweiterung ihre volle Giil-
tigkeit.

§ 18.

Da jede beliebige Zahl « ihrem Reste r in Bezug auf den
(positiven) Modul % congruent ist, so ist jede Zahl ¢ einer der
k Zahlen

0,1,2...(k—1)

congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent
sein, denn sonst miissten ja auch unter diesen %k Resten minde-
stens zwei einander congruent sein, was offenbar nicht der Fall
ist. Theilen wir daher sdmmtliche Zahlen in Classen ein nach
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den
Modulus % congruent sind oder nicht, so ist die Amzahl dieser
Classen offenbar = k; die eine enthilt simmtliche Zahlen, welche
= 0 (mod. k), d. h. durch % theilbar sind; die folgende Classe ent-
hilt alle Zahlen, welche = 1 (mod. %) sind, u. s. f.

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von % Zahlen
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl
stets einer und auch nur einer von diesen % Zahlen con%ruent, ist;
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen

0,1,2...(k—1)
bilden, nennt man ein vollstindiges System nicht congruenter (oder
incongruenter) Zahlen oder ein vollstindiges Restsystem in Bezug
auf den Modul %; offenbar bilden auch die Zahlen

‘ 1,2,3...k
und ebenso je & successive ganze Zahlen ein solches System.

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehoren,
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so dass
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl
spielen. Wir haben schon frither gesehen, dass jede Zahl, welche
in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, unbe-
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr cop-
gruente d. h. derselben Classe angehorige Zahl ersetazt wer&eb
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darf. . Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal-
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grosste Divisor,
den sie mit dem Modul % gemeinschaftlich haben; denn sind a
und & zwei congruente Zahlen, so ist

a = b+ sk,
und folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von ¢ und % auch
gemeinschaftlicher Divisor von » und k. Man kann daher nach

diesem grissten gemeinschaftlichen Divisor die Classen wieder in
Gruppen eintheilen, und da die Zahlen
1,2...k

ein vollstindiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist (nach
§.13), wenn 9 irgend einen Divisor von k=m0 bezeichnet, ¢ (n) die
Anzahl derjenigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die o
zum grossten gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul % haben.
Speciell ist also @ (k) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur
Zahlen enthalten, die relative Primzahl:n gegen den Modulus % sind.

Von besonderer Wichtigkeit fiir spitere Untersuchungen ist
auch noch folgender Satz: @ ke

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus k, und setzt man in
dem linearen Ausdruck ax+ b fiir x der Reihe nach alle k Glieder
eines vollstandigen, Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die
so entstehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein wvollstindiges
System incongruenter Zahlen.

Da némlich aus
T ax+b = ay -+ b(mod. k)
auch

ax = ay(mod.k)
und, da a relative Primzahl gegen Fk ist, nach §. 17, 6. auch
x = y(mod. k)

folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks az -,
welche incongruenten Werthen von z entsprechen, ebenfalls incon-
gruent sind; setzt man daher fiir « alle k¥ incongruenten Zahlen
ein, 8o erhiilt der Ausdruck az+b auch % incongruente Werthe,
welclie, da es iiberhaupt nur % Classen giebt, ein vollstindiges Sy-
stem incongruenter Zahlen bilden.
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§ 19.

Betrachten wir jetzt den Ausdruck ez, in welchem a wieder
relative Primzahl gegen den Modul % ist, und setzen wir wieder
fiir # der Reihe nach die Glieder eines vollstindigen Systems in-
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen

1y Ggy A3« .
welche relative Primzahlen gegen den Modul % sind, und deren
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich ¢ (k) ist, so leuchtet
erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks az, d. h. die Producte
aa, ad, adg .
simmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben simmtlich wieder
relative Primzahlen gegen % sind; es wird daher jedes dieser Pro-
ducte einem und nur einem Gliede der Reihe
ayy ty dg .
congruent sein. Wir konnen daher setzen
aa, = b,

&
aa, = b, { (mod. k),
aas = by}
u. 8. W.
wo nun die Zahlen
by, ba, b; . .

vollstindig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen
ayy Ggy Gg . .

iibereinstimmen, so dass namentlich

Uy Oy - Ly = 0159 b; .'5, A
sein wird. Bezeichnen wir zur Abkiirzung dieses Product mit P,
und multipliciren wir die vorstehenden ¢ (%) Congruenzen mit ein-
ander, so erhalten wir daher

a?® . P = P (mod.k).
Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim-
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen
den Modul %; es ist daher nach §. 17, 6. gestattet, die vorstehende
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten

ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die .
Congruenz
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a?® = 1 (mod. k);
in Worten kann man diesen hichst wichtigen Satz folgendermaassen
aussprechen:

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl &, und erhebt
man a 2u einer Potenz, deren Exponent @ (k) angiebt, wie viele der
Zahlen

1,2,3...%
relative Primzahlen gegen k sind, so ldsst diese Potenz, durch k di-
vidirt, stets den Rest 1.

Nehmen wir z. B. £ = 15, a = 2, so ist @ wirklich relative
Primzahl gegen %; nun ist ¢ (k) = ¢ (15) = ¢ (3) @ (5) = 8; es
muss daher 28, durch 15 dividirt, den Rest-1 lassen; in der Thatist

28 — 256 = 17 . 15 4 1.

Es kann iibrigens vorkommen, dass auch Potenzen von ¢ mit
niedrigerm Exponenten als ¢ (k) denselben Rest 1 geben. Dies tritt
wirklich in dem eben gewihlten Beispiel ein, denn es ist auch

24=16=1.1541.

Specialisiren wir unsern Satz fiir den Fall, dass % nur durch
eine einzige Primzahl p theilbar, also

k= pm ok) = (p—1)p™?
ist, so erhalten wir den Satz:

Ist p eine Primezahl und a irgend eine durch p wicht theilbare
Zahl, so ist
' ae—0r" 1 = 1 (mod. pm).

Nehmen wir ferner hierin # — 1, so erhalten wir einen be-
rithmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der
Fermat’sche Satz heisst:

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare
Zahl, so ist

ar—! = 1 (mod.p).

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch fiir den
Fall giiltig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Zweck
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit @ zu multipli-
ciren, wodurch sie in die folgende

a? = a (mod. p)
iibergeht. Ist nimlich a theilbar durch p, so sind beide Seiten
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also ist sie auch dann noch richtig.
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wieder die

<
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frithere ableiten; denn sobald a nicht theilbar durch p, also rela-
tive Primzahl gegen p ist, darf man beide Seiten dieser Congruenz
auch wieder durch @ dividiren, ohne den Modul zu #ndern.
Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zuriick, der zuerst von
Euler*) bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer-
mat’schen Satzes fithrt, so konnen wir denselben auch in folgender
Weise aussprechen: Sind p, 7, s . . . von einander verschiedene ab-
solute Primzahlen, und ist ¢ durch keine dieser Primzahlen theil-
bar, so ist stets
a@=Dp" L D¢ (=" L L =1 (mod. p7rese . . ),
wo m, 9, 6 . . . irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten.

§. 20.

Es ist wohl nicht iiberfliissig, dem vorhergehenden Beweise
dieses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufiigen, der gradatim
zu Werke geht und sich zunichst auf den binomischen Satz stiitzt.
Ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes
bekanntlich

(a+0b)y =

aw+ Ly ... _!___l’f_ap—rbr_[_ PR By 5
1 rl(p—r)! ’

hierin sind (nach §. 15) alle Coefficienten ganze Zahlen. Ist aber
p eine Primzahl, so konnen wir hinzufiigen, dass alle Coefficienten
mit Ausnahme des ersten und letzten, welche = 1 sind, durch p
theilbar sind; denn der Zahler des Bruches

p!.
_ rl(p—n)!’

in welchem r eine’der Zahlen 1, 2, 3 . .. (p — 1) bedeutet, enthilt
den Factor p, der Nenner dagegen nicht; der Bruch ist also von der
Form pm :n, won nicht theilbar durch p, also auch relative Primzahl
gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch eine ganze
Zahl, dass also pm durch » theilbar ist, so muss s durch n theil-
bar sein; der Bruch hat daher die Form ps, wo der zweite Factor
s eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder dieser (p — 1) Coeffi-
cienten = 0 (mod.p). Sind daher ¢ und b irgend welche ganze
Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz

(a+b)p = ar + br (mod. p),

*) Theoremata arithm. nova meth. demonstr., Comm. nov. Ac. Petrop.
VIIL p. 74.
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wobei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. Offenbar
folgt hieraus weiter

(@+b+c)p = (a+b)P+c? = a? 4+ b? + c? (mod. p)
und allgemein fiir eine beliebige Reihe von » ganzen Zahlen a,
b...h:

(@+d+ -« +hp=ar+b?2+ --- +h? (mod.p).

Setzen wir hierin ¢ = 1, 6 = 1...h =1, so erhalten wir fir
jede beliebige p0s1t1ve ganze Zahl » den Satz

n? = n (mod. p).
Da ferner fiir jede ungerade Primzahl (— 1)?=—1, und fiir die
einzige gerade Primzahl p — 2 ebenfalls (—1)? =1=—1 (mod. p)
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Con-
gruenz mit der andern

(—1)=—1 (mod. p)
die neue ]

(— n)? = —n (mod. p).
Also ist der Fermat’sche Satz

a? =a (mod. p)
fiir jede positive und negative Zahl a bewiesen, wihrend er fiir
@ = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun o nicht durch p theil-
bar ist, was wir von jetzt annehmen wollen, so folgt hieraus, dass
ar~1=1 (mod.p), d. h. a»~'=1+hp
ist, wo & eine ganze Zahl bedeutet. Erheben wir diese Gleichung
zur pten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem
binomischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder mit Ausnahme
des ersten Multipla von p? sind; wir erhalten daher
a@=Vp = 14 b/ p? oder a®—Vr = 1 (nmiod. p?),

wo wieder 7' eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren,
indem man jedesmal wieder zur pten Potenz erhebt, und gelangt
auf diese Weise zu der Congruenz

a®=12""! =1 (mod. p7),
deren Allgemeingiiltigkeit sich in derselben Weise durch den Schluss
von z auf = 4 1 nachweisen lisst.

Sind nun 7, s . . . ebenfalls Primzahlen, welche nicht in a auf-
gehen, so ist nach demselben Satze

a0~ = 1 (mod.r¢), a¢®’" =1 (mod.s%) .
Setzen wir ferner zur Abkiirzung
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. h=@—1Dp".(r—1)ret.(s—1)s1 ...

und beriicksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form
a® =1 (mod.m)

auch die Congruenz
a* =1 (mod. m)

folgt, sobald % ein Multiplum von e ist, so ergiebt sich, dass die

Congruenz

. at =1

fir jeden der Moduln p7, re, so . . . und folglich, da dieselben re-

lative Primzahlen sind, auch fiir den Modul

k=pmresc ...
gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat’sche
Satz erwiesen.

§. 21

Es kommt héufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con-
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen z, y . . . enthalten,
und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen Werthe
von z, y . . . zu suchen, durch welche die beiden Seiten der Con-
gruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der Anzahl
der Unbestimmten z, v . . . heisst dann eine solche Congruenz eine
Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekannten, hnlich wie
dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt. Auch hier nennt man
dann solche specielle Werthe von z, v . . ., welche die Congruenz
zu einer identischen machen, Wurzeln der Congruenz, und das
Problem der Auflésung einer Congruenz besteht in der Auffindung
ihrer simmtlichen Wurzeln. Wir werden im Folgenden nur solche
Congruenzen betrachten, welche eine einzige Unbekannte z ent-
halten und ausserdem sich auf die Form

azm+bxm14. .. +gx+h =0 (mod.k)
bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und @, 5 ... g, h
ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von z,
der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul % theil-
bar macht, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt man
irgend eine solche Wurzel z, so sind offenbar nach §. 17, 5. alle
ihr nach dem Modul % congruenten Zahlen, d. h. alle Individuen
der Classe, welcher diese Zahl « angehdrt, ebenfalls Wurzeln der-
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selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem
der vollstindigen Auflsung der Congruenz kommt daher darauf
zuriick, alle unter einander incongruenten Wurzeln derselben auf-
zufinden.

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz,
sobald

a=d, b=0b...9=¢, h="n (mod.k)
ist, auch eine Wurzel der Congruenz
adzr+bem14 ..o g2+ b =0 (mod. k)

sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die Un-
bekannte z genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmittel-
bar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohne
Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi-
cienten durch den Modul theilbar sind ; der Exponent der hichsten
Potenz von z, welche nach dieser vorldufigen Ausscheidung zuriick-
bleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in der
obigen Congruenz der erste Coefficient ¢ nicht durch den Modul %
theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mten Grades.

Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz

29® = 1 (mod.k)

an, so miissen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon-
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad ¢ (k) Einheiten enthilt;
denn erstens geniigen alle relativen Primzahlen gegen den Modul
der Congruenz, und diese zerfallen in ¢ (k) Classen; und zweitens
kann die Congruenz keine andern Wurzeln haben als diese; denn
der grosste gemeinschaftliche Divisor & einer Wurzel x und des
Modul % ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen z#® und
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und %; folglich kann & nur
== 1 sein.

§ 22.

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen
Erorterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, némlich zu der
Congruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Trans
position-des bekannten Gliedes stets die Form
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ax = b (mod. k) 1)
geben kann. Betrachten wir auch hier zuniichst nur den speciellen
Fall, in welchem der Coefficient a relative Primzahl gegen den
Modul % ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets
eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben frither
(§. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdrucks ez, welche man
erhilt, wenn man fiir 2 simmtliche % Individuen eines vollstindi-
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches
System bilden; unter den Werthen dieses Ausdrucks wird sich
daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben Classe
angehort wie b, d. h. welcher = p ist. Der verallgemeinerte Fer-
mat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die Wurzel
dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen; offenbar geniigt jede
Zahl

Tk S z=b.a¥®1 (mod. k)
der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln der
Congruenz

22 = — 3 (mod. 15)
durch die Formel

= — 3.2"= 6 (mod. 15)
gegeben werden. - .

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen
wir an, es sei § der grosste gemeinschaftliche Divisor deioefﬁ-
cienten @ und des Modul %, so leuchtet zuniichst ein, dass#wenn
die Congruenz iiherhaupt eine Wurzel z besitzt, auch b durch &
theilbar sein muss; denn da ¢z mit dem Modul k¥ den gemeirg
schaftlichen Divisor 8 hat, so muss auch b = ax durch & tﬁeilb;%
sein. Dies ist also eine unerlissliche Bedingung fiir die Moglich-
keit der Congruenz; dass sie auch hinreichend fiir dieselbe ist,
wird sich sogleich zeigen. -

~ Gesetzt nun, es sei « eine Wurzel der Congruenz, also”

ax = b+ mk,
wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus, wenn @ = q'é8,
b=100,k = K0 gesetzt wird, a'x = &' +mk/, d h. jede Wurzel
der urspriinglichen Congruenz ist auch Wurzel der Congruenz

dz =1 (mod.k) - @
und umgekehrt iiberzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel
dieser letztern Congruenz auch eine Wurzel der erstern sein wird.
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Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich
ihrer Wurzeln vollstindig mit einander iiberein; da nun in der
letztern der Coefficient o’ relative Primzahl gegen den Modul %'
ist, so haben wir wieder den frithern Fall: diese Congruenz ist stets
16sbar, und alle ihr geniigenden Zahlen bilden in Bezug auf ihren
Modul % nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn o eine
bestimmte derselben ist, alle andern in der Form S

z =0tk 3)
enthalten sind, wo 2 jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun
alle diese Zahlen auch die sdmmtlichen Wurzeln der Congruenz
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den
Modul % incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend
zweiin der Reihe (3) enthaltene Zahlen « -+ 2k’ und o+ #'%' werden
offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den Mo-
dulus % sein, sobald (¢ — 2)%' durch k=F%'d, und also 2/ — 2 durch
0 theilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und derselben
Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul & an-
gehdren, je nachdem die beiden Zahlen 2z und 2’ einer und derselben
Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modulus
angehoren; woraus unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) sémmtliche
Individuen von & verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul %
enthilt, und es leuchtet ein, dass die folgenden d Zahlen

o, 0+ k, 042k ... 0+(0—1)F

aus jeder dieser § Classen einen Reprisentanten enthalten. Wir
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen:

Damit die Congruenz

oz =b (mod.k) -+ % -
tiberhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den grossten
gemeinschaftlichen Divisor 8 der beiden Zuhlen a und k theilbar
sei; ist diese Bedingung erfillt, so hat die Congruenz genau 8 in-
congruente Wurzeln.

Es ist zu bemerken, dass in dem friiher. behandelten Fall, in
welchem 0 = 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfiillt ist,
ferner, dass dieser Satz auch noch fiir den Fall 8 = F, in welchem
also ¢'= 0 (mod.k) ist, seine Giiltigkeit behilt, indem, sobald &
ebenfalls == 0 (mod. %) ist, jede beliebige Zahl z dleser identischen
Congruenz Genuge leistet. -

Um auch ein Beispiel fiir den allgemeinen Fall zu beha.ndeln,
nehmen wir die Congruenz

]
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8z = — 12 (mod. 60);
der grosste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des
Modul 60 ist hier = 4; da die rechte Seite — 12 durch denselben
theilbar ist, so ist sie moglich und wird 4 nach dem Modul 60 in-
congruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir zu-
nichst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz

2z = — 3 (mod. 15)
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form
x = 6 (mod. 15) '
enthalten sind, und schliessen daraus, dass
z = 6, = 21, = 36, = 51 (mod. 60)
die vier Wurzeln der urspriinglichen Congruenz sind.

§ 23.

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln: hat oder nicht,
und im erstern Fall dieselben aufzufinden, eine vollstéindige Losung
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul % eine grosse Zahl
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung fiir praktische Zwecke
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein-
fachere Methode angeben. Offenbar konnen wir uns auf den Fall
beschrinken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem kénnen wir annehmen,
dass die rechte Seite — 1 ist; denn um aus der Wurzel einer
solchen Congruenz digjenige einer andern zufinden, in welcher die
rechte Seite eine andere Zahl ist, geniigt es offenbar, dieselbe mit
dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit
halber den Modul nicht %, sondern b, so reducirt sich also unsere
Aufgabe auf die Auflosung der Congruenz

azx = 1 (mod. d)
oder, was dasselbe ist, auf die Auflosung der unbestimmten Glei-
chung ersten Grades*)

ar-—by = 1.

*) Die erste Losung dieser Aufgabe findet sich bei Bachet de Meziriac:
Problémes plaisans et délectables qus se font par les nombres. 20 éd. 1624,
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Wir schicken derselben einige Sitze iiber einen Algorithmus
voraus, der zuerst von Euler*) behandelt und fiir die Theorie der
Kettenbriiche, sowie auch fiir unsere spitern Untersuchungen von
Wichtigkeit ist. Es seien

a, b v (1)
irgend zwei unbestimmte Grossen, und ebenso
no, e...uv ©)
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grdssen. Aus diesen
bilden wir nun successive eine neue Reihe ¢, d, ¢ . . . I, m, n nach
folgendem Gesetz:
c=9b+a
d = 60 + b
e —=ed +c *
n==vm-41

Substituirt man den Ausdruck fiir ¢ in den fiir d, so wird der
letztere eine #hnliche Form annehmen wie der erstere, ndmlich

d=0a+ (yd+1)8;
er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus
einem zweiten, welches den Factor b enthilt. Substituirt man
nun diesen Ausdruck fiir d, und den ersten fiir ¢ in den Ausdruck
fiir e, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann
man fortfahren, und aus dem Ausdruck fiir #» erkennt man, dass
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald 7 und m schon diese Form
erhalten haben, so nimmt auch » dieselbe an. Wir konnen daher
n = Ga-+ Hb
setzen, wo nun G und H unabhingig von o und & sein werden.

Man bezeichnet den Coefficienten H, der nur von den in der
.Reihe (2) befindlichen Grossen abhéingt, durch das Zeichen**)

{?’1 0,&...4, u, "’]7 (4)
und wir werden im Folgenden einige interessante Sitze beweisen,
die sich auf dasselbe beziehen.

*) Solutio prodblematis arithmetics de inveniendo numero, qus per datos
numeros divisus, relinquat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46. —
De usu nove algorithms in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm.
Petrop. XI, p. 28. — Vergl. Gauss: D. A. art. 27.

) Gawuss: D. A. art. 27,
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Zunichst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedern

b, c=7yb+a 1)
und der Reihe

0, e...4uv (2
in derselben Weise verfihrt wie oben, man genau dieselben Glieder
d,e ...l m, n erhalten wird. Wir konnen daher gleichzeitig

n=Ga-+[p,0 ¢...u v]b
und

n= Gb+[0¢...uv]c
setzen; ersetzen wir hierin ¢ durch & 4 a, so erhalten wir

n=1[0¢...mv]at+(p[d&...uv]4+G"Hb, ,
woraus, durch Vergleichung der Coefficienten von a in den beiden
Formgl fiir n, zunichst
G=1[0¢&...u 7]

folgt. Der Coefficient G ldsst sich daher durch dasselbe Zeichen
ausdriicken wie H. Wir konnen also von jetzt an schreiben

n=1[0...uv]a+} [J’u,@ . ”’,fi]b;

G =[e...u]
sein muss, 8o erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von
b in den beiden Formen fiir # den Satz

[rde. .v]l=yp[de...v]+[c...9] (%)
in welchem das Gesetz ausgedriickt ist, nach welchem die Fort-
bildung der Ausdriicke von der Form (4) nach links hin geschieht.

Einen ganz analogen Satz fiir die Forthildung nach rechts
hin erhdlt man durch die einfache Bemerkung, dass durch die An-
nahme @ =— 0, b = 1 die drei Grossen I, m, » resp. in

.. 4, [y .- 4u) [¥...4¢ 7]

iibergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdriicken
die Relation

.- humol=[...Lpv+y...40 | (6
besteht. '

Verbindet man diese beiden Sitze mit einander, so iiberzeugt
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden:
oe...07]=[rd... .mol (M
Nimmt man n#mlich an, dieser Satz sei fiir alle Ausdriicke dieser
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grossen enthal@‘n,,
so dass also z. B. ' )

da nun auch
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[0,6...v]=[v...50]und[¢...v]=[v...¢],
so folgt aus (5):
7o, e...v]=[v...50]p+[r...¢]
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz
wirklich fiir die ersten Fille; enthilt ndmlich der Ausdruck nur

eine einzige Grosse ¢, so versteht sich dies von selbst; und ausser-
dem ist

[r, 8] =90 +1=14 ]
Hieraus folgt also, dass der Satz auch fiir jede beliebige Anzahl
der Grossen 9, 8 ... p, v gilt.

Wir kénnen d1e Glelchungen (3), durch welche das Blldungs
gesetz der Grossen ¢, d . . . n ausgedriickt wird, auch in folgendex
Weise schreiben:

—c¢ = (—nb+(—a)
+d=(—8) (—o)+
—e =(—9d+(—0)

+n—— (—1/) (_M)+(+l)
wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grissen 9,6 ...p, v
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den_An-
fangsgliedern

und der Reihe
— =0 —.. . —A—p— 2"
durch dasselbe frithere Verfahren die Reihe
' —¢ +d —e...+n
entsteht. Es wird daher auch
tn=[—08 —¢... —v] (—a)+[—p,—8 —e...—]b
und folglich
[—7—8...—s] ="t[nd...4] . ®
sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist,

Jje nachdem die Anzahl der Grossen ¥ 0 ...v gerade oder un-
gerade ist.

Endlich kann man die Glemhungen (8) auch in nmgekehrter
Folge so schreiben:
Dirichlet, Zahlentheorie. wd

—a b 1"
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= (— v)m +n
b= (—0c+d
a=(—p)b+c
Es wird daher
a=[—p...— y]n-l—[—v,A-——y e o — 9l
oder mit Hiilfe des Satzes (8): ‘
ta=—[u...7ln+[p...7Im
oder mit Beriicksichtigung des Satzes (7):
. ‘ta=—[p,0...pu]n+[p,0...4, v]m
Wenn man nun ¢ = 1, b = 0 setzt, so gehen m, » resp. in
[0...u], [0...u,7]
iiber, und man erhilt das Resultat:

B...u][0... 0] —[0...02][1o...u]l==1, (9

wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Gréssen 9, 8 . . . g, v gerade oder ungerade ist.

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdriicke in
der Theorie der Kettenbriiche von der grossten Wichtigkeit sind;
bezeichnen wir némlich einen gewohnlichen Kettenbruch, in wel-
chem die Zihler simmtlich =1, und dessen sogenannte Quotienten
¥, 0...u, v sind, kurz durch das Symbol (y, 8...g, v), so, dass also

1 1
(9. --}vay,”)’—:?"i—m—-(%a---1,#"‘;)
ist, so ergiebt sich allgemein durch Reduction desselben

(7,6...@,1/):%- . (10)

Denn gesetzt, dieser Satz sei schon fiir jede kleinere Anzahl der
Grossen p, 9, & . . . ¢/, v bewiesen, so dass also namentlich

@ ... pv)y=L0 8"

[e...mv]
ist, so folgt hieraus
1
(7’,3,8---%’”)—-7+m

—yt [e...u 7] '='y[6,e...y,,u]+[s...p,v]
[0,e...u v] [ e p]
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und hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung des Satzes (5) die
Gleichung (10). In der That ist aber

_v0+1_ [n9]
(77 )“7 0 3 [()] )

da also der Satz fiir zwei Grossen p, 0 richtig ist, so ist er auch
fiir jede beliebige Anzahl der Grissen y, 8 . . . g, v richtig.

Sind die Elemente 9, 8 . . . g, v ganze Zahlen, so gilt dasselbe
von den Zghlern und Nennern der Briiche

[v] [%6,3,,[% d...mv],

17 [0] [0...4,7v] °
ferner ist jeder dieser Briiche irreductibel, d. h. durch die klein-
sten Zahlen ausgedriickt; denn es folgt z. B. aus der Relation (9),
dass Zdhler und Nenner des letzten der obigen Briiche ohne ge-
meinschaftlichen Divisor sind.

§. 94

Die vorstehenden Sitze, welche eigentlich in die Theorie der
Differenzen-Gleichungen zweiter Ordnung*) gehéren, sind deshalb
gleich in solcher Vollstindigkeit aufgestellt, damit wir bei einer
spatern Untersuchung nicht néthig haben, von Neuem auf denselben
Algorithmus zuriickzukommen; fiir unsern néchsten Bedarf, niimlich
fiir die Losung der unbestimmten Gleichung

ar—by =1,

in welcher wir nun gieder @ und b als zwei gegebene relative
Primzahlen ansehen, geniigt schon ein kleiner Theil der vorher-
gehenden Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es
bei der Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen Divisors der
beiden Zahlen (oder bei der Verwandlung des Bruches @:5 in einen
Kettenbruch) geschieht, indem wir das System der folgenden Glei-
chungen bilden

a=7yb+c
b=20c+d
l=vm+1

wobei zuletzt der Rest 1 auftreten muss (8. 5); diese Gleichungen
kdnnen wir auch so schreiben

*) Yergl. Jacobi: Allgemeine Theorie der kettenbmchahnlwhen Algo-
rith , n welchen jede Zahl aus Drei vorhergehenden gebzldet wwd
Crelle’s Journal Bd. LXIX.

4%
-»®
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¢c=(—pb+e
- d=(—0)c+b
1 =(—v)ym+1

und hieraus folgt, dass
l=[—0—¢---—p,—v]a+[—p,—8 —¢&- - —p, —]b
oder nach §. 23, (8)
1=F[6¢...pn, w]ai[ﬂ, E...u,v]b
ist, worin das obere oder unfére Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Grdssen y, 0 ... g, v gerade oder ungerade
ist. Wir erhalten daher folgende Auflosung der unbestimmten
Gleichung:
x=F[0,¢...u,v], y=F[y0,¢...u,v]
Hiermit ist also auch eine Wurzel z der Congruenz
az = 1 (mod.d)
gefunden, und dies geniigt vollstéindig, da alle anderen dieser einen
nach dem Modul » congruent sind*).
Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel

. 2z =1 (mod. 15)
an, so erhalten wir
2=0.154+2 15=7.2+1

also
y=00=17 2=—[0]=— ™= 8 (mod. 15)
und hieraus folgt, dass
z2=—1"T.(— 3) =21 = 6 (mod. 15)
die Wurzel der Congruenz
. 2z = — 3 (mod. 15)
ist.

Als zweites Beispiel wiihlen wir die Congruenz
372 = 1 (mod. 100);
indem wir ebenso verfahren, erhalten wir -
87 =0.100+387; 100 =2 .37 +426; 37 =1.26+11;
26=2.11+4+4; 11 =2.4+43; 4=1.3+1
*) Man ﬁbergeug-t:;ch leicht, dass aus einer Losung ,, y, alle anderen

sich durch die Gleichungen z = x, -} bs, y = y,-} as ableiten lassen, ‘wo
# eine willkiirliche ganze Zahl bedeutet. Vergl. § 60. )

e
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und also
r=-—12,1, 2, 2, 1] (mod. 109).
Nun ist, wenn wir ,von rechts nach links rechnen, + ; *r.c (5
M=1[21=31[221]=711[1,22 1] = 10,
[2, 1, 2,2, 1] = 27,
also
= — 27 = 73 (mod. 100).
Da ¢ (100) = @ (4) ¢ (25) = 2.20 = 40 ist, so hétten wir nach
unserer fritheren Methode die Auflésung
z = 37% (mod. 100)
erhalten; die hierin angedeutete Rechnung wiirde sich zwar durch
einige Kunstgriffe bedeutend abkiirzen lassen, allein doch viel
Jangwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgefiihrte
Rechnung.
Kommt es darauf an, auch den Werth von

y='_!‘[7’)6a€"'l"'av]
zu berechnen, so ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes
x=TF[0,¢&...u 7]
von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der
Formel (5) des §. 23 aus )
[¢...@v]und [0, &... g, v] '
unmittelbar den Werth von y. So oft y = 0, also @ < b ist, re-
ducirt sich y auf .
. y=F[e...m 7]
ies ist in unseren Beispielen der Fall; in dem zweiten erhilt man
El.f diese Weise
y=—100,21221]=—[1,2 2 1] = — 10,
und in der That ist
37 . (—27)— 100 . (— 10) = 1.

Bei dieser Losung der unbestimmten Gleichung ax — by = 1
in ganzen Zahlen z, y war stillschweigend vorausgesetzt, dass die
beiden gegebenen relativen Primzahlen a, b positive Zahlen sinds
doch erkennt man leicht, dass hierdurch die Allgemeinheit der
Lésung nicht beeintriichtigt wird. .

Wir bemerken ferner, dass durch wiederholte Anwendung des-
selben Verfahrens folgende allgemeinere Aufgabe geldst werden
kann: Sind a, b, ¢ . . . gegebene gamze Zahlen, deren grésster ge-
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meinschaftlicher Divisor m ist, so sollen ebensovicle ganze Zuhlen
x, Y, 2 . . . gefunden werden, welche der Gleichung
ar+bytcet+ - -=m .

geniigen. . Denn gesetzt, man habe fiir die Zahlen b, ¢ . . ., deren
grosster gemeinschaftlicher Divisor m' nothwendig ein Multiplum
von m ist, schon ganze Zahlen 4, 2’ . .. gefunden, welche der Be-
dingung

by e + - =mw'
geniigen, so ldse man, da'm der grésste gemeinschaftliche Divisor
von @ und #' ist, nach der obigen Methode die Gleichung

ax +m'zr' = m
in ganzen Zahlen z, 2’, so wird die vorgelegte Gleichung durch
die Zablen z, y = 2'y', 2 = 2’2’ . . . befriedigt.

§. 25.

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf-
18sung der Congruenzen ersten Grades lisst sich das folgende
zuriickfithren:

Alle Zahlen x zu finden, welche in Bezuy auf swei gegebene
Moduln a,b gegebenen Zahlen resp. o, f congruent sind, d.h. welche
den beiden Forderungen .

z = o (mod.a), x = f (mod.d)
geniigen.

Da niimlich alle Zahlen z, welche die erste dieser beiden For~;
derungen erfiillen, in der Form z — -+ af enthalten sind, wo ¢
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch darauf
an, dieses ¢ niher so zu bestimmen, dass’

at = f—a« (mod.b) ) ¢
wird. Bezeichnet man nun mit 8 den grossten gemeinschaftlichen
Divisor der beiden Moduln @ und &, so muss, wenn diese Congruenz
moglich sein soll, # — & durch 0 theilbar, d. h. es muss
o= f (mod.d) : 2)
sein. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existirt keine Zahl,
welche der Aufgabe geniigt; ist sie aber erfiillt, so sind simmt~
liche der Congruenz (1) geniigende Zahlen ¢ in der Form "
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— b . b
t:y(mod. §~> oder t_y—{-—gu

enthalten, wo y eine bestimmte von ihnen, und u jede beliebige
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen
durch die Formel

x——a—l—ya—{-——u oder x = x, (mod -—)

gegeben werden, wo z, = o + ya selbst eine der gesuchten Zahlen,
und der Modulus offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multiplum
der beiden gegebenen Moduln a, b ist.

Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die
Congruenzen

z =T (mod.12), z = 4 (mod. 15).
Man setzt also x = 7 4 12¢, und erhilt fiir ¢ die Congruenz

12¢ = — 38 (mod. 15),
welche (da hier die Bedingung (2) erfiillt ist) sich auf
4t = — 1 (mod.5)
reducirt. Hieraus folgt
t =1 (mod.5) : @

und also
z = 7412t = 19 (mod. 60).

Besonders bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem
die beiden gegebenen Moduln «, b relative Primzahlen sind; da
gleichzeitig 6 = 1 wird, so fillt die Bedingung (2) ganz fort;
die Auflosung ist stets moglich und liefert ein Resultat von der Form

z = g (mod.abd).

Die urspriingliche Aufgabe ldsst sich auch leicht fiir den Fall
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Mo-
duln und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; fiir
uns ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem die ge-
gebenen Moduln @, b, ¢ . . . relative Primzahlen sind; wir beschran-
ken uns daher auf denselben, und stellen uns unter dieser Voraus-
setzung die Aufgabe, alle Zahlen « zu finden, welche dem System
von Congruenzen

z= o (mod.a), 2= (mod b), # =y (mod.c) .
geniigen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche dxe belden
ersfzen dieser Forderungen erfiillen, in der Form z = §, (mod. abd)

4
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enthalten sind, wo die Zahl 8, nach dem Vorhergehenden gefun-
den werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die ein-
fachere zuriick, alle Zahlen  zu finden, welche dem folgenden Sy-
stem von Congruenzen geniigen:

z = f; (mod.ab), z =y (mod.c)...

Da nun der Modul ab der ersten dieser Congruenzen wieder relative
Primzahl gegen jeden folgenden Modul ¢ . . . ist, so kann man in
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass
sammtliche Zahlen x in der Form

& = % (mod.m)
enthalten sind, wo z, eine bestimmte von ihnen, und m das Pro-
duct abe . . . aus allen gegebenen Moduln bedeutet.

Statt eine solche Zahl z, in der eben angegebenen Weise
durch successive Auflosung einer Reihe von Congruenzen ersten
Grades in Bezug auf die Moduln b, ¢ . .. zu suchen, kann man
auch auf folgende Art symmetrisch verfahren.

Man setze m = a4 =bB =¢C ... und bestimme (nach
§. 24) zunichst Zahlen o', ¥/, ¢ . . ., welche den Congruenzen

Ad =1 (mod. a), BV =1 (mod.d), Cd = 1‘(m0d. .
geniigen ; so wird}
z= Ad o+ Bbp -+ Ccy + - - - (mod. m);
dennda B, C... durch a theilbar sind, so ist # =4 a'¢ = &« (mod.a),
und ebenso = B (mod.d), = y (mod.¢) u. s. w.

Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin, dass
die Hiilfszahlen o/, ', ¢ . . . ganz unabhéngig von «, 8, ¥ . . . sind,
und daher stets dieselben bleiben wie auch die letzteren variiren
mogen, vorausgesetzt natiirlich, dass das System der Moduln a,b,¢..
unverdndert bleibt.

Es folgt ferner hieraus, dass z ein vollstindiges Restsystem
nach dem Modul m durchlduft, sobald die Reste «, 8, 7 ... voll-
stindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, b c.
durchlaufen; -denn wenn o/, §/, ' ... irgend ein zweites System
gegebener Reste ist, so wird

Add + BV +Ccy + - - -
stets und nur dann
= Ada+ BB+ Cy+ -
nach dem Modulus m sein, wenn gleichzeitig
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o = a (mod.a), B =B (mod.b), ¢ =y (mod.c)
u.s.w. ist; da ferner «, B, y... resp. a, b, ¢c... verschiedene Werthe
durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Restsysteme,
also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m incon-
gruenten Werthe von z gleich abec...= m; d. h. z durchliuft
ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul .

Ist ferner o relative Primzahl zu a, f zu b w. s. f., so ist z
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht
ein neuer Beweis des Satzes, dass ¢ (ad) = ¢ (a) @ (b) ist.

Endlich ergiebt sich, dass, wenn z irgend eine ganze Zahl be-
deutet, stets

A u v w
%:k+;+_b—+_c-+.'.

gesetzt werden kann, wo A, u, v, w ... ganze Zahlen bedeuten.
Denn lisst z in Bezug auf die Moduln a, b, ¢ . . . resp. die Reste
o f,7 ..., soist nach dem Obigen

x=hm-+ Ad'a 4 BV + Cly+ ...,
wo h eine ganze Zahl bedeutet, und folglich

z _ de W,y
m=ht Tt T

§. 26.

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Congruenzen
hoherer Grade, beschriinken uns aber dabei auf den einfachsten
Fall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist. Die allgemeinste
Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende:

az®+bart 4 ca" 24 ... 4 h = 0 (mod.p),

in welcher der hichste Coefficient a als nicht theilbar durch die
Primzahl p vorausgesetst wird. Ebenso wie man jede Gleichung
leicht auf den Fall zuriickfiihren kann, in welchem der hochste
Coefficient = 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn man
die Congruenz mit einer Zahl ¢’ multiplicirt, welche der Bedingung
aa’ = 1 (mod. p) geniigt und also eine Wurzel der stets losbaren
Congruenz az = 1 (mod.p) ist. Doch hiingt hiervon die Giiltig-
keit der folgenden Sitze nicht im Mindesten ab. ~

Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom nten Grades kurz -
mit f(z). Hat nun eine solche Congruenz
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f (@) = 0 (mod. p) Q)

eine Wurzel # = o und dividirt man f(z) durch z—e, so wird
der Divisionsrest 7, eine durch p theilbare Zahl sein; denn be-
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze
Function vom (n—1)ten Grade mit ganzzahligen Coefficienten
ist, mit £, (x), so ist .

f@)=(e—e) fi(@)+n @
und hierin ist », = f(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod. p).

Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von « verschiedene,
d. h. nicht mit ¢ congruente Wurzel 8, so folgt aus (2), dass

(B — o) f1(B) = 0 (mod. p)
und also, da B — & nicht durch p theilbar ist, dass f, (8) = 0,
d. h. dass f# eine Wurzel der Congruenz f, (z) = 0 (mod.p) sein
muss. Man kann daher wieder

fi@ = (@—B) fr(®) +r
setzen, wo der Rest », wieder eine durch p theilbare Zahl, und
der Quotient f,(x) eine ganze Function (n—2)ten Grades mit
ganzzahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck
fiir f; () in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form

f@)=@—a) (@—p) L@ +r@E—a)+n

oder, da r, und 7, durch p theilbar sind, die Form

f@) = (z—0) (x—p) f2(2) + p(z +m)
an, in welcher [ und m ganze Zahlen sind.

Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von « und g
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder (y — «) noch
(y — B) durch p theilbar ist, dass » eine Wurzel der Congruenz
f2 (%) = 0 ist; verfahrt man daher wie friiher, so erhdlt man eihe
Gleichung von der Form

f@) = @—u) (x—p) @—7) f@+plar s o,
wo r, s, ¢ ganze Zahlen bedeuten. Setzt man diese Schlussweise
fort, so gelangt man offenbar zu folgendem Satze: Besitat die
Congruenz nten Grades : '

f@)=0 (mod. p),
deren Modulus p eine Primeahl ist, n incongruente Wurzeln
o, B, v-. .. A, 80 ist ihre linke Seite von der Form

f@=a@@—e)@—p) (- ... @—=H+py@) @)
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wo a den hichsten Coefficienten von f(x), und ¥ (x) ein Polynom
bedeutet, dessen Coefficienten ganze Zahlen sind.

Und aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite*): Fine
Congruenz vom Grade n, deren Modulus eine Primzahl ist, kann
niemals mehr als n incongruente Wurzeln haben. Denn hitte die
Congruenz (1) ausser den » Wurzeln e, 8 ... 2 noch mindestens
eine solche g, die mit keiner der vorhergehenden congruent ist, so
wiirde aus der Gleichung (3) folgen, dass das Product

a(p—o) (w—F @—2)... (w—42
durch p theilbar wire, was unméglich ist, da der Voraussetzung
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist.

Man hitte diese beiden Sitze, welche fiir die Folge von der
grossten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Folge aus dem in der
Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen konnen. Da
nidmlich jede von o verschiedene Wurzel § der Congruenz (1) eine
Wurzel der Congruenz néchst niedrigern Grades

Jfi (@) = 0 (mod. p)

ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz héch-
stens eine Wurzel mehr besitzt, als die letztere; da nun eine Con-
gruenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primzahl ist) nur
eine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom zweiten Grade
hichstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades héchstens 3
w. s. f., allgemein eine Congruenz nten Grades hochstens # incon-
gruente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz be-
wiesen ist, ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Weise.
Gesetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich n incon-
gruente Wurzeln o, 8, ¥ . . . 4, so bilde man die Differenz

f@—a@—a) @—B) @—7) ... @—h) = p@)
wo a den héchsten Coefficienten in f(x) bezeichnet, und denke sich
dieselbe nach Potenzen von x geordnet; dann ist zu zeigen, dass
alle Cefficienten dieses Polynoms ¢ (), dessen Grad hochstens
= n— 1, also jedenfalls kleiner als n ist, durch p theilbar sind.
Gesetzt, dies wire nicht der Fall, und es wire 2 die hochste in
9 (x) vorkommende Potenz von z, deren Coefficient nicht durch p
theilbar wire, so wire :
@ () = 0 (mod. p)

—_—

*} Lagrange: Nouvelle méthode pour résoudre les problémes indéter~
minés en nombres entiers, Mém, de PAc. de Berlin. T. XXIV.
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eine Congruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelbar
einsieht, die » incongruenten Zahlen o, # . .. 2 zu Wurzeln hitte,
also, da » <n ist, mehr Wurzeln besésse, als ihr Grad Einheiten
enthdlt. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so
miissen wirklich alle Coefficienten von ¢ (#) durch p theilbar sein,
d. h. es muss

P @) =py (@)
sein, wo simmtliche Coefficienten des Polynoms ¥ (z) ganze Zahlen
sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes.
Wir konnen zu diesen beiden Sitzen noch den folgenden dritten
hinzufiigen: Wenn

. f(@) = 9@ ¥ ()
ist, wo die Coefficienten der Polynome ¢ (x) und ¥ (x) simmitlich
ganze Zahlen sind, und wenn die Congruenz

f(x) = 0 (mod. p), 4)
(wo p wieder eine Primzahl bedeutet) ebenso wiele incongruente
Wurzeln besitzt, als thr Grad Einheiten enthdlt, so gilt dasselbe von
Jeder der beiden Congruenzen
@ (z) = 0 (mod.p), ¥ (x) = 0 (mod.p). ()
Zunichst leuchtet ndmlich ein, dass jede Wurzel ¢ der Congruenz
(4) auch eine Wurzel von mindestens einer der beiden Congruenzen
(5) sein muss; denn aus

@ () ¥ () = f() = 0 (mod. p)

folgt, dass mindestens eine der beiden Zahlen ¢ (), ¥ («) durch p
tbeilbar sein muss. Hitte nun eine der beiden Congruenzen (5)
weniger incongruente Wurzeln als ihr Grad Einheiten enthilt, so
miisste nothwendig die Anzahl der Wurzeln der andern Congruenz
d. h. der iibrigen Wurzeln der Congruenz (4) ihren Grad iiber-
steigen, .da die Summe der Grade der beiden Polynome ¢ (z) und
¥ (2) genau dem Grade des Polynoms f(z) gleich ist.. Da dies
gegen den zweiten Satz verstossen wiirde, so muss die Anzahl der
incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden Congruenzen (5)
genau ihrem Grade gleich sein *).

*) Eine weitere Entwicklung dieses Gegenstandes findet man’ in des
Herausgebers Abhandlung: Abriss etner Theorie der hioherem Congruenzen
in Bezug auf einen reellen Primzahl-Modulus, Crelle’s Journal Bd. LIV,
- Vergl. die nachgelassene Abhandlung von Gauss: Analysis Rmm
@Gauss’ Werke Bd. II. 1868.
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§. or.

Von diesen wichtigen Sitzen machen wir sogleich eine An-
wendung. Zufolge des Fermat’schen Satzes geniigt jede der
(p — 1) unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen

\ 1,28...(p—1)
der Congruenz -
271 —1 = 0 (mod. p),
und diese Zahlen bilden auch ihre sammtlichen incongruenten

Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei
Sitze

art—1=(@—1)@r—2)=—3)...@—p+1)+p¥@),
worin ¥ () ein Polynom mit ganzen Coefficienten bezeichnet. Ent-
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach Po-
tenzen von z, so muss der Coefficient einer jeden Potenz von z dem
entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p congruent
sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall betrachten
der sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt, welche von
x unabhingig sind. Ist zunichst p eine ungerade Primzahl, so ist
dieses Glied rechter Hand, da die Anzahl p—1 der negativen
Factoren gerade ist, ‘
=1.2.3...(p—1),

linker Hand dagegen =— — 1, und hieraus ergiebt sich der nach
Wilson benannte Satz:

Wenn p eine Primzahl bedeutet, so ist das um eine Einhest
vergrisserte Product aller kleineren Zahlen als p durch p theilbar
in Zeichen

1.2...(p—1)=—1 (mod. p).

So ist z. B.

1.2.3.4.5.641=1"721
theilbar durch 7.

Der Wilson’sche Satz gilt aber auch fiir die Primzahl 2, da in
diesem Fall' + 1 und — 1 einander congruent sind.

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth, dass er sich umkehren
l8sst und deshalb ein charakteristisches Merkmal fiir eine Primzahl
abgiebt. Denn nimmt man umgekehrt an, es sei
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1.2.3...(p—1)+1

durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wire nimlich p
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich
selbst auch noch durch eine andere Zahl o theilbar, so wiirde a
nothwendig eine der Zahlen 2, 3 .. (p—1) sein miissen; da nun
die obige Summe und ihr erstes Glied durch o theilbar ist, so
miisste auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht
moglich ist.

Einen andern interessanten Satz erhidlt man durch Anwen-
dung des dritten der \orhergehenden Sitze auf dasselbe Beispiel.
Bezeichnet némlich 0 irgend einen Divisor von »— 1, so ist be-
kanntlich

zr1—1 = (29 —1) y(2),
wo 1 () ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hieraus
- folgt also: Die Congruenz
29 = 1 (mod. p),
deren Grad 0 ein Divisor von p — 1 ist, besitzt stets 0 incongruente
Wurzeln.

§. 28.

£}

Der zuletzt abgeleitete Satz gehort seinem Inhalte nach eigent-
lich in eine allgemeinere Theorie, nimlich in die Theorie der bi-
nomischen Congruenzen von der Form

az* = b (mod. k).
Dieselbe stiitzt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potensz-
reste, d. h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und wir
beschiiftigen uns daher zunichst mit der Untersuchung der infer~
essanten. Gesetze, welche hier hervortreten.

Es sei also % ein beliebiger Modul, und @ relative Primzahl
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe

1, a, a% a3 .
der syccessiven Potenzen von a und setzen ‘dieselbe hmrewhend
weit fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene -
Glieder @ und a*+» einander nach dem Modul % congruent werden;
denn es giebt ja nur eine endliche Anzahl mcongruenter Zahlen; .
Aus &er Congruenz Ve
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atr = a* . * = a* (mod.k)
folgt aber, da a* relative Primzahl gegen den Modul % ist, dass
a* =1 (mod. %)
ist. Es giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei-
nerten Fermat'schen Satz (§. 19) wussten, stets eine Potenz von g,
welche durch % dividirt den Rest 1 ldsst. Unter allen Potenzen
von a, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die-
jenige bemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat;
doch versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht
in Betracht kommt, fiir welchen die entsprechende Potenz ja stets
== 1 sein wiirde. Bezeichnen wir mit 0 diesen kleinsten positiven
Exponenten, fiir welchen
a = 1 (mod. k)
wird, so wollen wir sagen, die Zahl a gehére zu dem Exponenten
0 oder zu der Zahl 8. Dann leuchtet zunichst ein, dass die ersten
0 Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen
1, a a?...a%1

simmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer Con-
gruenz von der Form a*+* = a*, wo s und s +# kleiner als d
sind, wiirde wieder a” = 1 folgen, was mit der Voraussetzung im
Widerspruch steht, dass keine niedrigere Potenz als a9 den Rest
1 lésst.

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist

ad =1, ad*! =aqa, af+? =a?... a1 = oI
=1, afti=gq, aIi=a?... a1 =gl
a¥l=1, ati=aq, a¥t2=q?... a1 = o/

u. s W !

Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a¢ lisst,
dividire man den Exponenten s durch 0 und bringe dadurch s in
die Form s = mé—[—r, wo r eine der Zahlen 0,1,2 ... (0—1)
bezeichnet. Daun ist
a* = gmd+r = gr (mod. k).

Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen wie a* und
a*¥ stets, aber auch nur dann congruent sein werden -in Begug auf
den Modul %, wenn s = s’ (mod. d); denn ist # der bei der Divi-
sion von s’ durch 8 hervorgehende Rest, so ist a* = a” (mod. %).

Ist daher
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ot = o (mod. k)

ar = o’ (mod. %)
sein; da aber » und #’ kleiner als 8 sind, so ist dies nur dann még-
lich, wenn » = ¢’ ist, woraus s = s’ (mod. §) folgt; und umgekehrt
leuchtet ein, dass, sobald s = s' (mod. d), also » = ¢’ ist, auch
at = o (mod k) sein muss.

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald a* =1, also a* = a°
ist, nothwendig s = 0 (mod. d), d. h. dass s theilbar durch § sein
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat'-
schen Satz, dass stets

a?® =1 (mod. %)
ist; hieraus folgt also, dass die Zahl 0, zu welcher eine Zahl « ge-
hort, stets ein Divisor von ¢ (k) sein muss*).

80 muss auch

§. 29.

Beschrinken wir uns jetzt wieder auf den Fall, in welchem
der Modul eine Primzahl p und also a irgend eine durch p nicht
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die
Zahl 9, zu welcher a gehort, jedenfalls ein Divisor von @ (p) =
p — 1 sein muss. Man kann nun umgekehrt fragen: wenn ¢ irgend
ein Divisor von p—1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen q,
welche zu & gehoren? und wie viele? Nehmen wir zundchst einmal
ein Beispiel, indem wir p = 7 setzen. Da aus a = o' (mod. p)
auch stets a* = as* (mod. p) folgt, so gehdren je zwei congruente
Zshlen auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen
daher in unserm Beispiel nur die Zahlen a =1, 2, 3, 4, 5, 6 zu
betrachten; durch wirkliches Potenziren, welches man dudurch"
abkiirzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren klemstén Resf
substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle a.ttsge,
driickte Resultat

7:
5 ARF

al|l1]2]3|4]5 |6
dl1]3]6]3]6]2

Es gehort daher zu dem Divisor 8 == 1 nur die emmge Zp.hi

l,md_znurdleemzlgeZahle 7ud=3 gehdrenu#al%q

“ # Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplmenten
¥. 8.197.
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len, ndmlich 2 und 4, und zu & = 6 gehoren die beiden Zahlen
3 und 5.
Nehmen wir nun vorldufig einmal an, dass mmdestens eine

Zahl « existirt, welche zu dem Exponenten & gehort, so sind die
0 Zahlen

1, a, a®...a%1 4)
nach dem Vorhergehenden simmtlich’ incongruent; da ferner
ad = 1, so ist auch

(@) = (a9 =1 (mod »)
d. h. die 0 Zahlen (4) sind Wurzeln der Congruenz

29 = 1 (mod. p),
und da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus eine
Primzahl ist, so bilden sie auch die simmtlichen Wurzeln dieser
Congruenz vom Grade 0.  Jede Zahl aber, welche zum Exponenten
0 gehort, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz sein, und
wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu § gehoren,
unter den Zahlen (4) zu suchen. Wir fragen daher: zu welchem
Exponenten & gehort irgend eine dieser Zahlen, z.B. ar? d.h. welches
ist die kleinste positive Zahl A, fiir welche

(a)* = a* = 1 (mod. p)
ist? Offenbar muss rh (da ¢ zum Exponenten 6 gehdrt) durch &
theilbar sein; ist daher ¢ der grisste gemeinschaftliche Divisor
von » und 0 = ¢&', 80 muss s durch & theilbar sein; die kleinste
Zahl h, welche diese Bedingung erfiillt, ist offenbar ¢’ selbst, und
dann ist auch wirklich

(@) = (@) =1 (mod. p);
also ist 0’ die Zahl, zu welcher ar gehort. Soll also ar zum Ex-
ponenten 0 gehoren, so muss & =1, also 7 relative Primzahl gegen
8 sein; und umgekehrt, sobald dies der Fall, also & =1 ist, gehort
auch ar mrkhch zum Exponenten é. er erhalten so_das Res%

) gehoren, als es unter dm
0,1,2. (a—-l)

relatu;e anzahlen “,- BDL, €8 o 1eh gaher @ (1] solche Zahl L,
" ’vnra,ngenommen hatten, dass mindestens ein Zahl’
a existirte, so konnen wir das Bisherige so zusammenfassen: Ilt :

P eine Primzakl und @ ein Divisor von p—1, so lst lie Ansahl
Dirichlet, Zahlenthoorie, - ) ) . "
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der incongruenten Zahlen, die zu § gehoren, entweder — 0, oder
= @(0). Um nun iiber diese Alternative zu entscheiden, betrach-
ten wir die Totalitdt aller p — 1 nach dem Modul p incongruenten
und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben in
Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in dieselbe
oder in verschiedene Gruppen werfen, je nachdem sie zu demselben
‘Divisor 0 von p — 1 gehéren oder zu verschiedenen. Bezeichnen
wir mit ¢ (8) die Anzahl der Individuen, welehe in die dem Divi-
sor 0 entsprechende Gruppe gehoren, so muss, da jede der p—1
vertheilten Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche Gruppe
gehort,
9@ =p—1
sein, wo sich das Summenzeichen auf simmtliche Divisoren & von
p — 1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass
1 (9) entweder = 0, oder = ¢ (9)
ist. Da nun frither bewiesen ist (§. 13), dass auch
290 =p—1
ist, so folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass
9 (0) niemals = 0, sondern stets = ¢ (d)

ist. Denn da jedes Glied v (9) der erstern Summe dem entsprechen-
den der letztern hiochstens gleich sein, aber niemals dasselbe iiber-
treffen kann, so wiirde, sobald nur ein einziges Mal oder ofter
¥ (0) = 0 wire, die erstere Summe nothwendig kleiner ausfallen
miissen als die letztere, wihrend sie in der That einander’ gleich
sind. Wir haben so den wichtigen Satz*) gewonnen:

Die Anzahl der simmitlichen incongruenten Zahlen, welche zu
einem bestimmten Divisor 0 von p — 1 gehiren ist stets = @ (9).

Es geniigt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen, in
welchem p =— 7, um diesen Satz bestitigt zu sehen.

P Sog® B2 1,3, 8

Am interessantesten und folgenreichsien ist der in diesem Re-
sultat enthaltene specielle Fall, in welchem & = p — 1 ist:

Es giebt stets @ (p— 1) incongruente Zahlen g, welche su dem
* Baponenten p — 1 gehiren, welche also die charakteristische Eigen-
schaft haben, dass die p — 1 Potenzen

* Gauss: D. A. art. bd.
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L, 9 9%9...97° (G)

sdmmtlich”incongruent (mod. p) sind. )

Da es iiberhaupt nur p —1 incongruente und durch p nicht
theilbare Zahlen ¢ giebt, so folgt, dass jede solche Zahl ¢ einer,
und natiirlich auch nur einer der Potenzen (&) congruent ist.
Jede solche Zahl g, welche zum Exponenten p—1 gehort, heisst
eine primitive Wurzel der Primzahl p*), und man kann daher sagen:
wenn g eine primitive Wurzel von p ist, und ¢ irgend eine durch
p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl ¥ in der Reihe
0,1,2...p—2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass

¢ = ¢7 (mod. p)
ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was
im Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theilbaren
Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die Expo-
nenten y die Indices der zugehdrigen Zahlen ¢ in Bezug auf die
Basis g, und man schreibt z. B. )
Ind. ¢ =y,

indem man dig Basis g, so lange sie unveréndert bleibt, in der Be-
zeichnung unterdriickt.

Nehmen wir z. B. p = 13, so iiberzeugt man sich leicht, dass
2 eine primitive Wurzel ist; denn durch Potenziren erhélt man

0=1, 21=2, 22=4, 28=8, 2t=3, 25 =6,

26 =12, 27=11, 28 =9, 29=15, 20= 10, 2U=T.
Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so er-
halten wir folgende Tabellen

el1|2]8|4]|5|6| 7|8[9]10]11]12
Tndc|O|L1|4]2|9|6[11[3[8[10] 7| 6

und
Ind.c|0]1|2|3|4]|5] 6| 7|8]9]10]11
cl1]2]4|8]|3|6]12|11]9|b]|10] 7
deren erstere dazu dient, zu einer Zahl ¢ den Index zu finden,

wihrend die zweite den entgegengesetzten Zweck hat*¥).
Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grisste Analogie mit

*) Euler: Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per
numeros primos resultantia, Nov. Comm. Petrop. XVIII, p. 85.

*) Im Canon Arithmeticus von Jacobs (1839) findet man solche Tabellen
fiir alle dem ersten Tausend angehorenden Primzahlen,

Lo

5'
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der Construction von Logarithmentafeln, die ja auf dem #hnlichen
Gedanken beruhen, alle positiven Zahlen als Potenzen einer ein-
zigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in der
Zahlentheorie die Indices dhnliche Gesetze befolgen und fiir prak-
tische Zwecke ebenso brauchbar sind, wie die Logarithmen. Zu-
niichst leuchtet ein, dass zwei congruente Zahlen auch stets den-
selben Index haben, in Zeichen: wenn o = b (mod. p), so ist auch
Ind. @ = Ind. 5. Ist ferner ¢ = ab (mod. p), so ist Ind. ¢ =
Ind. @ 4 Ind. b (mod. p — 1), oder kiirzer, es ist stets

Ind. (¢b) = Ind. @ + Ind. & (mod. p — 1).
Denn es ist ja
a = g™de(mod. p); b = g™4® (mod. p),

-

also

ab = gInd.a+Ind.b (mod p);
nun ist_aber auch
ab = grd@) (mod. p),
folglich
gud) = glnda+Inds (mod. p).
Da nun g eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponenten
0 = (p—1) gehorende Zahl ist, so folgt aus §. 28 die Richtigkeit
der zu beweisenden Congruenz nach dem Modul p —1. Nehmen
wir unser obiges Beispiel, in welchem p =— 13, so ist z. B.
Ind. (7) = 11, Ind. (9) = 8,
folglich
Ind. (63) = 19 (mod. 12)
oder ,
’ Ind. (63) = 1.
In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) = 7. Man
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an-
gehort.
Natiirlich ldsst sich der vorstehende Satz auf ein Product aus
beliebig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen:

Ind. (abc...)=Ind. ¢+ Ind. 6+ Ind. ¢4 .- . (mod. p—1).

Nimmt man hierin alle Factoren einander congruent, so erhilt
man:
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Ind. () = » Ind. @ (mod. p —1),
wo n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet.

Es liesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber-
gang von einem System von Indices zu einem andern, dessen Basis
eine andere der ¢ (p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz #hnlichen
Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Logarithmen-
system zu einem andern; wir beschrinken uns indessen auf fol-
gende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis g gewdhlt sein
mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist immer g0 = 1.
Ferner ist (denFall p =2 ausgenommen) der Index von — 1 stets
=1 (p—1); denn da nach §. 19

1 p—1

gt—1= (9?3_ — 1) (9* +1) =0 (mod.p)
ist, so muss mindestens eine der beiden Zahlen
= 1
g*—1, g* +1
durch p theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, denn sonst wire
—1 °
glﬁ_ = 1 (mod. p),
was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass g zum Ex-
ponenten p — 1 gehort; es ist daher stets
—1
gp_ﬁ- = —1 (mod. p)
und folglich )

Ind. (—1) =£§_.

Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1,2 ... (p—2), ebenso gut aus
jedem andern vollstindigen System incongruenter Zahlen in Be-
zug auf den Modul p —1 wihlen kann; die so eben bewiesenen
Fundamentalsiitze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung.
Man kann nun die Indices benutzen, um eine Congruenz ersten -
Grades ‘

az = b (mod. p),
die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtigkeit
aufzulosen; denn es muss offenbar
Ind. z = Ind. b —Ind. @ (mod. p —1)
sein. Ist also z. B. die Congruenz

) 52 = 6 (mod. 13)
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zu losen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2
zur Basis des Indexsystems wahlt,
Ind. # = Ind. 6—1Ind. 5 = 5—9 = 8 (mod. 12)
und folglich
z = 9 (mod. 13)
finden.

Diese Methode, Congruenzen ersten Grades aufzulésen, scheint
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige
Congruenz ersten Grades

ax = b (mod. k),
deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen
sind. Wir konnen uns hierbei auf den Fall beschréinken, in wel-
chem a relative Primzahl gegen & ist. Man lose nun zuerst die
Congruenz

ez = b (mod. p),

wo p irgend eine in k = pk' aufgehende Primzahl ist, nach der
neuen Methode, so erhilt man ein Resultat von der Form
z = o (mod. p) oder z = o+ pa,
wo 2 eine beliebige ganze Zahl ist; substituirt man diesen Ausdruck
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an:
pax %b——aoc (mod. k).

Da nun b — a« durch p theilbar,~also von der Form ?'p ist, so

stimmen simmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit den

simmtlichen Wurzeln der Congruenz

ar’ = b (mod. ¥')

iiberein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem man

diese Congruenz zunéchst nur in Bezug auf eine in %' aufgehende

Primzahl p' 16st, u. s. f; man braucht dann zuletzt nur noch von
~aex. Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch successive Sub-

stitution zu der der urspriinglichen iiberzugehen.

§. 31.

Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie
die Theorie der binomischen Congruenzen fiir einen Primzahl-
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modulus p zu stiitzen; nach einer frithern Bemerkung kann man
einer jeden solchen binomischen Congruenz die Form

z* = D (mod. p) )
geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten
== 1 ist; da ferner der Fall, in welchem D = 0 (mod. p) und folg-
lich auch # = 0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen wir den-
selben aus.

Bezeichnen wir nun zur Abkiirzung die Indices von D und z
resp. mit ¥ und £ (wenn irgend eine primitive Wurzel g von p zur
Basis gencmmen ist), so reducirt sich die Auflésung der Congruenz
(1) auf die Bestimmung aller Wurzeln & der Congruenz ersten
Grades

ng =y (mod. p—1); (2)
denn offenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser beiden
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der
andern.

Es sei jetzt 0 der grosste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen
p—1 und =, so ist (§ 22) die Congruenz (2) nur dann moglich,
wenn die Bedingung

y = 0 (mod. 9) ) 3)
erfiillt ist, und dann hat sie 0 nach dem Modul p— 1 incongruente
Wurzeln £ Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz:

Ist & der grisste gemeinschaftliche Divisor des Grades n der
Congruenz (1) und der Zuhl p—1, so ist diese Congruenz nur
dann moglich, wenn die Bedingung

Ind. D = 0 (mod. 9) @)
erfillt ist, und dann besitet sie 0 nach dem Modul p incongruente
Wurzeln z.

Liegt z. B. die Congruenz

. 28 = 3 (mod. 13)
vor, 50 ist 0 = 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als
Basis fiir die Indices, so ist Ind. 3 = 4, also ist die Bedingung (4)
- erfillt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con-
gruenz ersten Grades .

8¢ = 4 (mod. 12) oder 2§ =1 (mod. 3)/,.,

und erhalten hieraus
& = 2 (mod. 3)
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oder
§ =2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12),

folglich, indem wir zu (hesen Indices £ die zugehorigen Zahlen
suchen,
z = 4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13).

Da die Moglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl
der primitiven Wurzel g, auf welche sich die Indices y und £ be-
ziehen, nothwendig unabhingig sein muss,-so wird das Kriterium,
dass der Index .y einer Zahl D durch einen Divisor 8 der Zahl
p—1 theilbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices un-
abhingige Form gebracht werden konnen. Dies bestitigt sich auf
folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g der Index
p der Zahl D durch den Divisor 8 von p— 1 theilbar, also von der
Form %0 ist, so haben wir die Congruenz

D = ¢g" (mod. p)
und hieraus durch Potenzirung

p—1
DI = gt = 1 (mod. 2);
und;umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung
p—1

D9 =1 (mod. p)
geniigt, muss der in Bezug auf eine beheblge Basis ¢ genommene
Index p der Zahl D durch & theilbar sein; denn es sei

D = g7 (mod.
80 folgt hieraus 7 2

p—1

g T =1 (mod p),
und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten p — 1
gehorende Zahl ist, so muss der Exponent durch p—1, und folg-
lich der Index y durch & theilbar sein.

Nachdem das ursprunghche Kriterium so umgeformt ist, kon-
nen wir unsern Satz in folgender Weise unabhingig von der
Theorie der Indices aussprechen:

Ist § der grosste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen n und
p—1, so hat die Congruenz S

e 2 = D (mod. p), @

genaw 8 incongruente Wurzeln, oder gar keine, je nachdem die Zahl
D der Bedmgwng

~
S
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r—1
DI =1 (mod. p) (3)
geniigt oder micht geniigt.

Den speciellen Fall, in welchem & == n und D = 1 ist, haben
wir schon friiher (§. 27) auf anderm Wege bewiesen; es wiirde
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den
allgemeinen Satz abzuleiten, ohne die Theorie der Indices zu Hiilfe
zu rufen; doch iiberlassen wir der Kiirze halber diese Untersuchung
dem Leser. - .

Wir kénnen nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der
Grad n der Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente
Zahlen D existiren, fiir welche die Congruenz (1) moglich ist?
Hierauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese
Zahlen D sind ja die simmtlichen Wurzeln der binomischen Con-
gruenz

p—1

z9 =1 (mod. p);
der grosste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten (p—1):6
und der Zahl p—1 ist in diesem Falle der Exponent (p—1):9
selbst, und da das Kriterium fiir die Moglichkeit offenbar erfiillt
ist, so ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen D), fiir welche
die Congruenz (1) moglich ist, genau = (p —1):0. Man nennt
solche Zahlen D, welche einer nten Potenz einer Zahl congruent
sind, kurz nte Potenzreste, und wir kénnen daher sagen:

Die Anzahl aller nten Potenzreste ist = (p—1): 8, wo & den
grossten gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen n und p — 1 be-
2eichnet.

Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten
Zahlen zur nten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn
% = 2, 3, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cu-
bische, biquadratische Reste. Mit der Theorie der erstern, welche
fiir sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir
uns nun im Folgenden ausfiihrlich beschéftigen.




