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36 Zweiter Abschnitt.

dass die Differenz @ — b durch % theilbar ist; offenbar behalten die
vorstehenden Sitze auch nach dieser Erweiterung ihre volle Giil-
tigkeit.

§ 18.

Da jede beliebige Zahl « ihrem Reste r in Bezug auf den
(positiven) Modul % congruent ist, so ist jede Zahl ¢ einer der
k Zahlen

0,1,2...(k—1)

congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent
sein, denn sonst miissten ja auch unter diesen %k Resten minde-
stens zwei einander congruent sein, was offenbar nicht der Fall
ist. Theilen wir daher sdmmtliche Zahlen in Classen ein nach
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den
Modulus % congruent sind oder nicht, so ist die Amzahl dieser
Classen offenbar = k; die eine enthilt simmtliche Zahlen, welche
= 0 (mod. k), d. h. durch % theilbar sind; die folgende Classe ent-
hilt alle Zahlen, welche = 1 (mod. %) sind, u. s. f.

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von % Zahlen
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl
stets einer und auch nur einer von diesen % Zahlen con%ruent, ist;
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen

0,1,2...(k—1)
bilden, nennt man ein vollstindiges System nicht congruenter (oder
incongruenter) Zahlen oder ein vollstindiges Restsystem in Bezug
auf den Modul %; offenbar bilden auch die Zahlen

‘ 1,2,3...k
und ebenso je & successive ganze Zahlen ein solches System.

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehoren,
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so dass
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl
spielen. Wir haben schon frither gesehen, dass jede Zahl, welche
in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, unbe-
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr cop-
gruente d. h. derselben Classe angehorige Zahl ersetazt wer&eb
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darf. . Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal-
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grosste Divisor,
den sie mit dem Modul % gemeinschaftlich haben; denn sind a
und & zwei congruente Zahlen, so ist

a = b+ sk,
und folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von ¢ und % auch
gemeinschaftlicher Divisor von » und k. Man kann daher nach

diesem grissten gemeinschaftlichen Divisor die Classen wieder in
Gruppen eintheilen, und da die Zahlen
1,2...k

ein vollstindiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist (nach
§.13), wenn 9 irgend einen Divisor von k=m0 bezeichnet, ¢ (n) die
Anzahl derjenigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die o
zum grossten gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul % haben.
Speciell ist also @ (k) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur
Zahlen enthalten, die relative Primzahl:n gegen den Modulus % sind.

Von besonderer Wichtigkeit fiir spitere Untersuchungen ist
auch noch folgender Satz: @ ke

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus k, und setzt man in
dem linearen Ausdruck ax+ b fiir x der Reihe nach alle k Glieder
eines vollstandigen, Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die
so entstehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein wvollstindiges
System incongruenter Zahlen.

Da némlich aus
T ax+b = ay -+ b(mod. k)
auch

ax = ay(mod.k)
und, da a relative Primzahl gegen Fk ist, nach §. 17, 6. auch
x = y(mod. k)

folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks az -,
welche incongruenten Werthen von z entsprechen, ebenfalls incon-
gruent sind; setzt man daher fiir « alle k¥ incongruenten Zahlen
ein, 8o erhiilt der Ausdruck az+b auch % incongruente Werthe,
welclie, da es iiberhaupt nur % Classen giebt, ein vollstindiges Sy-
stem incongruenter Zahlen bilden.



